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Definition af grafer

Definition (Graf)
En (simpel og endelig) graf G er et ordnet par (V ,E ), hvor

I V er en endelig mængde, og
I E er en mængde af 2-delmængder af V .

(bemærk, G = (∅, ∅) er også en graf!)

Eksempel: G = (V ,E ), hvor

V = {1, 2, 3, 4, 5}

E =
{
{1, 2}, {2, 3}, {2, 4}, {3, 5}, {4, 5}

}
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Vi kan tegne grafer!

G = (V ,E ), hvor V = {1, 2, 3, 4, 5} og

E =
{
{1, 2}, {2, 3}, {2, 4}, {3, 5}, {4, 5}

}

En og samme graf kan afbildes på mange forskellige måder.

Er der noget interessant at sige om grafer?
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Firefarvesætningen

Francis Guthrie (1852): Kan enhver planar graf farves med fire
(eller færre) farver?

I Alfred Kempe (1879): Ja.
I Peter Guthrie Tait (1880): Ja.
I Percy Heawood (1890): Kempes bevis er forkert, men giver

dog en femfarvesætning.
I Julius Petersen (1891): Taits bevis er også forkert.
I Appel & Haken (1976): Ja, og nu har vi et bevis.

(I praksis umuligt

for andre matematikkere at kontrollere korrektheden af Appel & Hakens bevis.)

I Ulrich Schmidt (1980erne): Betydelige fejl i A & H bevis.
I Appel & Haken (1989): NU har vi udbedret fejlene.
I Robertson, Sanders, Seymour & Thomas (1997): Nu har vi et

mere gennemskueligt bevis.
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Det kromatiske tal af en graf

Definition
Givet en graf G og et heltal k ≥ 0, da siges en afbildning
ϕ : V (G )→ F , hvor |F| = k , at være en k-farvning af G , hvis

∀uv ∈ E (G ) : ϕ(u) 6= ϕ(v)

Det kromatiske tal af G er χ(G ) = min{k | ∃k-farvning af G}

(C_5)=3χ (K_5)=5χ
(Petersens graf) = 3χ



Introduktion Hadwigers formodning Dobbelt-kritiske grafer

Det kromatiske tal af en graf

Definition
Givet en graf G og et heltal k ≥ 0, da siges en afbildning
ϕ : V (G )→ F , hvor |F| = k , at være en k-farvning af G , hvis

∀uv ∈ E (G ) : ϕ(u) 6= ϕ(v)

Det kromatiske tal af G er χ(G ) = min{k | ∃k-farvning af G}

(C_5)=3χ (K_5)=5χ
(Petersens graf) = 3χ



Introduktion Hadwigers formodning Dobbelt-kritiske grafer

Det kromatiske tal af en graf

Definition
Givet en graf G og et heltal k ≥ 0, da siges en afbildning
ϕ : V (G )→ F , hvor |F| = k , at være en k-farvning af G , hvis

∀uv ∈ E (G ) : ϕ(u) 6= ϕ(v)

Det kromatiske tal af G er χ(G ) = min{k | ∃k-farvning af G}

(C_5)=3χ

(K_5)=5χ
(Petersens graf) = 3χ



Introduktion Hadwigers formodning Dobbelt-kritiske grafer

Det kromatiske tal af en graf

Definition
Givet en graf G og et heltal k ≥ 0, da siges en afbildning
ϕ : V (G )→ F , hvor |F| = k , at være en k-farvning af G , hvis

∀uv ∈ E (G ) : ϕ(u) 6= ϕ(v)

Det kromatiske tal af G er χ(G ) = min{k | ∃k-farvning af G}

(C_5)=3χ (K_5)=5χ

(Petersens graf) = 3χ



Introduktion Hadwigers formodning Dobbelt-kritiske grafer

Det kromatiske tal af en graf

Definition
Givet en graf G og et heltal k ≥ 0, da siges en afbildning
ϕ : V (G )→ F , hvor |F| = k , at være en k-farvning af G , hvis

∀uv ∈ E (G ) : ϕ(u) 6= ϕ(v)

Det kromatiske tal af G er χ(G ) = min{k | ∃k-farvning af G}

(C_5)=3χ (K_5)=5χ
(Petersens graf) = 3χ



Introduktion Hadwigers formodning Dobbelt-kritiske grafer

k-kromatiske grafer

Definition
Givet heltal k ≥ 0, da siges enhver graf G med χ(G ) = k at være
k-kromatisk.

Kan vi karakteriserer de k-kromatiske grafer? Generelt, nej. Men ...

I χ(G ) = 0 hvis og kun hvis G er den tomme graf (∅, ∅).
I χ(G ) = 1 hvis og kun hvis G indeholder mindst et punkt, men

ingen kanter.
I χ(G ) = 2 hvis og kun hvis G indeholder mindst en kant og

ingen ulige kredse [let øvelse! Først observeret af König
(1916)].

I χ(G ) ≥ 3 hvis og kun hvis G indeholder mindst én ulige kreds.
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Definition (G.A. Dirac, 1951)
En graf G siges at være punkt-kritisk, hvis χ(G − v) ≤ χ(G )− 1
for ethvert punkt v i G .

Observation
Hvis G er en punkt-kritisk k-kromatisk graf, så

(i) har G minimum valens δ(G ) ≥ k − 1, og
(ii) G er sammenhængende, faktisk er G 2-sammenhængende.

Observation
Enhver k-kromatisk graf indeholder en punkt-kritisk k-kromatisk
graf som en delgraf (dog ikke nødvendigvis som en ægte delgraf).
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Tilbage til Hadwigers formodning

Formodning (Hadwiger, 1943)
Enhver k-kromatisk graf G indeholder den komplette graf Kk som
en minor, dvs. h(G ) ≥ χ(G ).

Lad os se et par eksempler.

(G)=4=h(G)χ (G) = 3 < h(G)χ (G) = 4 < h(G)χ
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Status for arbejdet med Hadwigers formodning

HF: Enhver k-kromatisk graf kan trækkes sammen til Kk .

I HF sand for k ≤ 3 (trivielt!)
I HF sand for k = 4 [Hadwiger, 1943]
I For k = 5 er HF ækvivalent med firefarveformodningen

[Wagner, 1937]
I Firefarveformodningen er sand [Appel & Haken, 1976]
I HF er sand for k = 6 [Robertson, Sanders, Seymour &

Thomas, 1997]
I HF er uløst for alle k ≥ 7.
I Bollobás, Catlin and Erdős [1980] har, ved

sandsynlighedsteoretisk argument, bevist at HF er sand for
næsten alle graf.

De omtaler HF som en af de dybeste uløste
problemer i grafteori.
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Argument for tilfældet k = 4 af HF

Theorem (Hadwiger, 1943)
Enhver 4-kromatisk graf G kan trækkes sammen til K4.

Bevis: Induktion over antallet af punkter i G . Basis: |V (G )| = 4
OK.
Lad G være en 4-kromatisk graf med |V (G )| ≥ 5. Vi kan antage,
at G er en punkt-kritisk 4-kromatisk graf. Altså er G 2-smh.,
δ(G ) ≥ 3 og indeholder mindst en kreds. Lad C betegne en
korteste kreds i G . Kredsen C kan ikke udgøre hele grafen G .
Specielt må der være punkter i G som ikke ligger på C . Lad
H1, . . . ,Hr betegne sammenhængskomponenterne i G − C .

C

H_1 H_2 H_r
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Introduktion Hadwigers formodning Dobbelt-kritiske grafer

Argument for tilfældet k = 4 af HF

Bevis (fortsat):

Kan grafen se ud som følger? Nej, for da ville v
være snit-pkt.!

H_1 H_r

v

H_i

C

Hvad hvis grafen ser således ud? så h(G ) ≥ 4. OK

vC

H_i

Dette betyder specielt at r ≥ 2.
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Introduktion Hadwigers formodning Dobbelt-kritiske grafer

Hadwigers formodning i tilfældet k = 4 korrekt, og det er let at
bevise.

Tilfældene k = 5 og k = 6 er ligeledes korrekte, men beviserne er
ekstremt komplicerede.

Vi vender tilbage til Hadwigers formodning senere, men nu vil vi se
på en anden formodning, som har stået uløst siden 1966.



Introduktion Hadwigers formodning Dobbelt-kritiske grafer

Hadwigers formodning i tilfældet k = 4 korrekt, og det er let at
bevise.

Tilfældene k = 5 og k = 6 er ligeledes korrekte, men beviserne er
ekstremt komplicerede.

Vi vender tilbage til Hadwigers formodning senere, men nu vil vi se
på en anden formodning, som har stået uløst siden 1966.



Introduktion Hadwigers formodning Dobbelt-kritiske grafer

Hadwigers formodning i tilfældet k = 4 korrekt, og det er let at
bevise.

Tilfældene k = 5 og k = 6 er ligeledes korrekte, men beviserne er
ekstremt komplicerede.

Vi vender tilbage til Hadwigers formodning senere, men nu vil vi se
på en anden formodning, som har stået uløst siden 1966.



Introduktion Hadwigers formodning Dobbelt-kritiske grafer

Dobbelt-kritiske grafer

Definition
En graf G siges G at være punkt-kritisk, hvis

for alle v ∈ V (G ) : χ(G − v) ≤ χ(G )− 1

Definition
En punkt-kritisk k-kromatisk graf G siges at være dobbelt-kritisk
hvis

for alle kanter xy ∈ E (G ) : χ(G − x − y) ≤ χ(G )− 2.

Formodning (Erdős & Lovász, 1972)
De komplette grafer er de eneste dobbelt-kritiske grafer.
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Introduktion Hadwigers formodning Dobbelt-kritiske grafer

Status for arbejdet med den dobbelt-kritiske grafformodning

DKGF: Hvis G er en dobbelt-kritiske k-kromatisk graf, så G = Kk .

I DKGF sand for k ≤ 3 (trivielt!)
I DKGF sand for k = 4 (let!)
I DKGF sand for k = 5 (kort, ikke-trivielt bevis) [Stiebitz, 1987]
I DKGF uløst for k ≥ 6
I DKGF sand for kant-grafer [Kostochka & Stiebitz, 2008]
I Lovász efterlyste en løsning på DKGF ved en konference i

Budapest i aug. 2008.
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Tilfældet k = 4 i DKGF

Observation
Den eneste dobbelt-kritiske 4-kromatiske graf er K4.

Argument. χ(G ) = 4 betyder at G indeholder mindst én ulige
kreds. Lad C betegne en korteste ulige kreds i G .
Antag |V (C )| > 3. Da G også er punkt-kritisk, δ(G ) ≥ k − 1 = 3.
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Tilfældet k = 4 i DKGF

Argument (fortsat):

kortest ulige kreds C

uafhængig mængde

u
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hvis øvre (x,y)−vej er lige, så ...

kortest ulige kreds C

uafhængig mængde
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hvis øvre (x,y)−vej blot har lgd. 2, så ...

Dette er i modstrid med antagelsen om at C er en korteste ulige
kreds. Altså, |V (C )| = 3, og derfor G [V (C ) ∪ {u}] = K4. Da G er
punkt-kritisk og 4-kromatisk, G = K4.

�



Introduktion Hadwigers formodning Dobbelt-kritiske grafer

Tilfældet k = 4 i DKGF

Argument (fortsat):

kortest ulige kreds C

uafhængig mængde

u

x y

hvis øvre (x,y)−vej er lige, så ...

kortest ulige kreds C

uafhængig mængde

u
hvis øvre (x,y)−vej blot har lgd. 2, så ...

Dette er i modstrid med antagelsen om at C er en korteste ulige
kreds. Altså, |V (C )| = 3, og derfor G [V (C ) ∪ {u}] = K4. Da G er
punkt-kritisk og 4-kromatisk, G = K4.

�



Introduktion Hadwigers formodning Dobbelt-kritiske grafer

Tilfældet k = 4 i DKGF

Argument (fortsat):

kortest ulige kreds C

uafhængig mængde

u

x y

hvis øvre (x,y)−vej er lige, så ...

kortest ulige kreds C

uafhængig mængde

u
hvis øvre (x,y)−vej blot har lgd. 2, så ...

Dette er i modstrid med antagelsen om at C er en korteste ulige
kreds. Altså, |V (C )| = 3, og derfor G [V (C ) ∪ {u}] = K4. Da G er
punkt-kritisk og 4-kromatisk, G = K4.

�



Introduktion Hadwigers formodning Dobbelt-kritiske grafer

Tilfældet k = 4 i DKGF

Argument (fortsat):

kortest ulige kreds C

uafhængig mængde

u

x y

hvis øvre (x,y)−vej er lige, så ...

kortest ulige kreds C

uafhængig mængde

u
hvis øvre (x,y)−vej blot har lgd. 2, så ...

Dette er i modstrid med antagelsen om at C er en korteste ulige
kreds.

Altså, |V (C )| = 3, og derfor G [V (C ) ∪ {u}] = K4. Da G er
punkt-kritisk og 4-kromatisk, G = K4.

�



Introduktion Hadwigers formodning Dobbelt-kritiske grafer

Tilfældet k = 4 i DKGF

Argument (fortsat):

kortest ulige kreds C

uafhængig mængde

u

x y

hvis øvre (x,y)−vej er lige, så ...

kortest ulige kreds C

uafhængig mængde

u
hvis øvre (x,y)−vej blot har lgd. 2, så ...

Dette er i modstrid med antagelsen om at C er en korteste ulige
kreds. Altså, |V (C )| = 3

, og derfor G [V (C ) ∪ {u}] = K4. Da G er
punkt-kritisk og 4-kromatisk, G = K4.

�



Introduktion Hadwigers formodning Dobbelt-kritiske grafer

Tilfældet k = 4 i DKGF

Argument (fortsat):

kortest ulige kreds C

uafhængig mængde

u

x y

hvis øvre (x,y)−vej er lige, så ...

kortest ulige kreds C

uafhængig mængde

u
hvis øvre (x,y)−vej blot har lgd. 2, så ...

Dette er i modstrid med antagelsen om at C er en korteste ulige
kreds. Altså, |V (C )| = 3, og derfor G [V (C ) ∪ {u}] = K4.

Da G er
punkt-kritisk og 4-kromatisk, G = K4.

�



Introduktion Hadwigers formodning Dobbelt-kritiske grafer

Tilfældet k = 4 i DKGF

Argument (fortsat):

kortest ulige kreds C

uafhængig mængde

u

x y

hvis øvre (x,y)−vej er lige, så ...

kortest ulige kreds C

uafhængig mængde

u
hvis øvre (x,y)−vej blot har lgd. 2, så ...

Dette er i modstrid med antagelsen om at C er en korteste ulige
kreds. Altså, |V (C )| = 3, og derfor G [V (C ) ∪ {u}] = K4. Da G er
punkt-kritisk og 4-kromatisk, G = K4.

�



Introduktion Hadwigers formodning Dobbelt-kritiske grafer

Kombination af HF og DKGF

HF: Hvis G er en k-kromatisk graf, så G ≥ Kk .
DKGF: Hvis G er en dobbelt-kritiske k-kromatisk graf, så G = Kk .

HF+DKGF: Hvis G dobbelt-kritisk k-kromatisk, så G ≥ Kk .

Theorem (Kawarabayashi, Toft, P., 2008)
Hvis G dobbelt-kritisk k-kromatisk med k ∈ {6, 7}, så G ≥ Kk .

Bevis findes i IMADA-preprint 2008 no. 9 ’Double-critical graphs
and complete minors’. Beviserne er temmelig lange og besværlige,
men bruger ikke firefarvesætningen.

HF+DKGF er stadig åben for alle k ≥ 8.

Tak for jeres opmærksomhed!



Introduktion Hadwigers formodning Dobbelt-kritiske grafer

Kombination af HF og DKGF

HF: Hvis G er en k-kromatisk graf, så G ≥ Kk .

DKGF: Hvis G er en dobbelt-kritiske k-kromatisk graf, så G = Kk .

HF+DKGF: Hvis G dobbelt-kritisk k-kromatisk, så G ≥ Kk .

Theorem (Kawarabayashi, Toft, P., 2008)
Hvis G dobbelt-kritisk k-kromatisk med k ∈ {6, 7}, så G ≥ Kk .

Bevis findes i IMADA-preprint 2008 no. 9 ’Double-critical graphs
and complete minors’. Beviserne er temmelig lange og besværlige,
men bruger ikke firefarvesætningen.

HF+DKGF er stadig åben for alle k ≥ 8.

Tak for jeres opmærksomhed!



Introduktion Hadwigers formodning Dobbelt-kritiske grafer

Kombination af HF og DKGF

HF: Hvis G er en k-kromatisk graf, så G ≥ Kk .
DKGF: Hvis G er en dobbelt-kritiske k-kromatisk graf, så G = Kk .

HF+DKGF: Hvis G dobbelt-kritisk k-kromatisk, så G ≥ Kk .

Theorem (Kawarabayashi, Toft, P., 2008)
Hvis G dobbelt-kritisk k-kromatisk med k ∈ {6, 7}, så G ≥ Kk .

Bevis findes i IMADA-preprint 2008 no. 9 ’Double-critical graphs
and complete minors’. Beviserne er temmelig lange og besværlige,
men bruger ikke firefarvesætningen.

HF+DKGF er stadig åben for alle k ≥ 8.

Tak for jeres opmærksomhed!



Introduktion Hadwigers formodning Dobbelt-kritiske grafer

Kombination af HF og DKGF

HF: Hvis G er en k-kromatisk graf, så G ≥ Kk .
DKGF: Hvis G er en dobbelt-kritiske k-kromatisk graf, så G = Kk .

HF+DKGF: Hvis G dobbelt-kritisk k-kromatisk, så G ≥ Kk .

Theorem (Kawarabayashi, Toft, P., 2008)
Hvis G dobbelt-kritisk k-kromatisk med k ∈ {6, 7}, så G ≥ Kk .

Bevis findes i IMADA-preprint 2008 no. 9 ’Double-critical graphs
and complete minors’. Beviserne er temmelig lange og besværlige,
men bruger ikke firefarvesætningen.

HF+DKGF er stadig åben for alle k ≥ 8.

Tak for jeres opmærksomhed!



Introduktion Hadwigers formodning Dobbelt-kritiske grafer

Kombination af HF og DKGF

HF: Hvis G er en k-kromatisk graf, så G ≥ Kk .
DKGF: Hvis G er en dobbelt-kritiske k-kromatisk graf, så G = Kk .

HF+DKGF: Hvis G dobbelt-kritisk k-kromatisk, så G ≥ Kk .

Theorem (Kawarabayashi, Toft, P., 2008)
Hvis G dobbelt-kritisk k-kromatisk med k ∈ {6, 7}, så G ≥ Kk .

Bevis findes i IMADA-preprint 2008 no. 9 ’Double-critical graphs
and complete minors’. Beviserne er temmelig lange og besværlige,
men bruger ikke firefarvesætningen.

HF+DKGF er stadig åben for alle k ≥ 8.

Tak for jeres opmærksomhed!



Introduktion Hadwigers formodning Dobbelt-kritiske grafer

Kombination af HF og DKGF

HF: Hvis G er en k-kromatisk graf, så G ≥ Kk .
DKGF: Hvis G er en dobbelt-kritiske k-kromatisk graf, så G = Kk .

HF+DKGF: Hvis G dobbelt-kritisk k-kromatisk, så G ≥ Kk .

Theorem (Kawarabayashi, Toft, P., 2008)
Hvis G dobbelt-kritisk k-kromatisk med k ∈ {6, 7}, så G ≥ Kk .

Bevis findes i IMADA-preprint 2008 no. 9 ’Double-critical graphs
and complete minors’. Beviserne er temmelig lange og besværlige,
men bruger ikke firefarvesætningen.

HF+DKGF er stadig åben for alle k ≥ 8.

Tak for jeres opmærksomhed!



Introduktion Hadwigers formodning Dobbelt-kritiske grafer

Kombination af HF og DKGF

HF: Hvis G er en k-kromatisk graf, så G ≥ Kk .
DKGF: Hvis G er en dobbelt-kritiske k-kromatisk graf, så G = Kk .

HF+DKGF: Hvis G dobbelt-kritisk k-kromatisk, så G ≥ Kk .

Theorem (Kawarabayashi, Toft, P., 2008)
Hvis G dobbelt-kritisk k-kromatisk med k ∈ {6, 7}, så G ≥ Kk .

Bevis findes i IMADA-preprint 2008 no. 9 ’Double-critical graphs
and complete minors’. Beviserne er temmelig lange og besværlige,
men bruger ikke firefarvesætningen.

HF+DKGF er stadig åben for alle k ≥ 8.

Tak for jeres opmærksomhed!



Introduktion Hadwigers formodning Dobbelt-kritiske grafer

Kombination af HF og DKGF

HF: Hvis G er en k-kromatisk graf, så G ≥ Kk .
DKGF: Hvis G er en dobbelt-kritiske k-kromatisk graf, så G = Kk .

HF+DKGF: Hvis G dobbelt-kritisk k-kromatisk, så G ≥ Kk .

Theorem (Kawarabayashi, Toft, P., 2008)
Hvis G dobbelt-kritisk k-kromatisk med k ∈ {6, 7}, så G ≥ Kk .

Bevis findes i IMADA-preprint 2008 no. 9 ’Double-critical graphs
and complete minors’. Beviserne er temmelig lange og besværlige,
men bruger ikke firefarvesætningen.

HF+DKGF er stadig åben for alle k ≥ 8.

Tak for jeres opmærksomhed!


	Introduktion
	Hvad er grafer?

	Hadwigers formodning
	HF

	Dobbelt-kritiske grafer
	DKGF


