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Det er velkendt at leerebogen har en direkte indflydelse pé indhold, planlegning og organisering af
undervisningen i matematik. I gymnasieskolen er matematik for de fleste elever - og leerere - det, som star i
lerebogen. Love & Pimm (1996) setter i International Handbook of Mathematics fokus pé laerebogen med
en artikel om matematiske tekster. Laerebogen indgar i et tresidet forhold mellem eleven, lereren og den
matematiske tekst. Ophavsmanden til teksten er forfatteren, og det ma antages, at denne har skrevet
leerebogen med eleven som den primeere laeser. Men det er laereren, der fungerer som mediator mellem
leerebogens tekst og eleven. Det forventes at lereren er til rddighed for eller under lesning af teksten for at
klarleegge og udglatte de vanskeligheder eleven meder i interaktionen med lerebogens tekst. Forfatteren,
som er ansvarlig for den tekst, der indgar i interaktionen mellem laereren og eleverne, er pa ingen made
ansvarlig for udfaldet af leererens og elevernes mode med den matematiske tekst. Ved konferencen ”Laerebog
2000 arrangeret af Dansk Institut for Gymnasiepadagogik blev der sat fokus pa lerebogens rolle ved
moderniseringen af de gymnasiale uddannelser. Arnbak (2001) beskaftigede sig i et oplaeg med forfatterens
formal med at skrive leereboger og elevernes mal med at lese lerebager. Forfatterens hensigt med at skrive
en leerebog er at formidle fagets kerneomrader og sarlige problemstillinger gerne ’krydret’ med eksempler
fra hverdagen for at gare emnet mere nervarende og relevant for eleverne. For ca. 30 &r siden kom kun en
mindre procentdel af en ungdomsargang i gymnasiet. Leerebogens fremstilling af fagets elementer og
begreber var dengang ment som en introduktion til fagets videnskabelige indhold for kommende studerende
pa en videregaende uddannelse. Nu skal undervisningen i faget informere bredt og gare de unge parate til en
bred vifte af uddannelsesmuligheder pa mange forskellige niveauer. Hvad angér elevernes formal med at
lese lerebogerne, sa er det relativt klart for de fleste gymnasieelever. Man laeser begerne, fordi de indgar i
pensum, og fordi man fér besked pa det. Man leser for at fa gode karakterer og klare sin eksamen. P&
gymnasieplan er det ikke s tit, at man finder elever, der leeser leerebager af egen lyst og drevet af interesse
for faget.

Betydningen af interesseaspektet i forbindelse elevernes matematiklaring ofte overset. Spergsmalet om
hvordan en person bliver interesseret i et bestemt fag eller tema, og hvordan denne interesse pavirker
leereprocessen, burde efter min mening vaere et centralt spergsmal 1 matematikkens didaktik. I de seneste 15
ar har der specielt i USA og Tyskland veeret en betydelig vaekst i forskningen i den rolle interesse spiller for
leering, og det er alment anerkendt, at der er positiv korrelation mellem interesse og leering (Krapp 2002). Set
i relation til Forums konference og emnet for denne artikel, vil det interessante spergsmal selvfalgelig vere,
hvilken betydning leeremidler har for elevernes interesse for matematik.

Et leeringssyn og to leerebgger
Ser vi neermere pa hvilken leeringsopfattelse, der kan ligge bag matematikundervisning centreret omkring
leerebogens tekst, er det naerliggende at se pa kritikken af den reprasentationelle opfattelse af
matematikleering. Ifelge Cobb, Yackel & Wood (1992) er den opfattelse karakteriseret ved, at
undervisningens overordnede mal er at hjalpe eleverne til at konstruere mentale repraesentationer, der med
passende akkuratesse afspejler matematiske relationer, som er lokaliseret i eksterne reprasentationer — fx i
leerebogen. Malet soges opfyldt ved at udvikle transparente repreesentationer af matematiske strukturer, der
gor det muligt for eleverne at konstruere korrekte interne repreesentationer. Her fungerer lerebogen som den
primere kilde, hvorfra eleverne bygger deres matematiske viden. Elevens opgave er at indhente den
information som er nedskrevet mere eller mindre som den stér. [ hvor stor udstraekning det sker, bliver ofte
kriteriet for leering.

For ca. 30 ar siden var der reelt kun en laerebog pa markedet - Kristensen og Rindung. Kaster vi et blik pa
10. udgave af dette beremte lerebogssystem, sé introduceres funktionsbegrebet i et afsnit om afbildninger.



Afsnittet indledes med fire eksempler, der omhandler (i) spejling af et punkt i en linie (ii) en forskrift der til
enhver trekant knytter trekantens areal (iii) forskrifter der til ethvert reelt tal x knytter henholdsvis x* og mx
(iv) en forskrift der til ethvert positiv tal x knytter et reelt tal, som kaldes log x. Herefter folger en definition
pa afbildninger, og der gores efter den opmerksom p4, at ordet reelle funktioner anvendes om afbildninger
ind i maengden. I resten af afsnittet behandles bl.a. en funktions grafiske billede, vigtige funktioner, samt
egenskaber ved funktioner (Kristensen og Rindung 1975).

I dag er udbuddet af leerebeger til gymnasiets matematikundervisning ganske omfangsrigt, nér det tages i
betragtning, at vi befinder os i et lille sprogomride. Laerebagerne er bygget op omkring en kerne, der
indeholder generelle formuleringer af definitioner, satninger og procedurer. Udenom denne kerne findes en
raeekke ovelser, eksempler og forklaringer. Hvad angér kernen, sé kan der ikke konstateres sterre forskelle i
den méde, de forskellige leerebeager introducerer funktionsbegrebet. Hos et af de mest udbredte
leerebogssystemer Carstensen & Frandsen (1997) indledes et afsnit om funktioner med to eksempler, der
omhandler (i) sammenheng mellem vejlaengden og tid for et blylod i frit fald fra et hejt tarn eller et fly (ii)
en lineaer sammenhang mellem et supermarkeds daglige salg af tomater i kilogram og en fast kilogrampris i
kroner. Eksemplerne efterfolges af en definition pa funktionsbegrebet, og s& behandles bl.a. en funktions
grafiske billede, vigtige funktioner, samt egenskaber ved funktioner herunder monotoniforhold og
regneregler.

Grundlaeggende finder vi den samme tilgang som i Kristensen og Rindung, og jeg vil overlade det til
leeseren at vurdere hvilke af de navnte eksempler, der motiverer eleverne til at arbejde med
funktionsbegrebet og er passende illustrationer af funktionsbegrebets anvendelse. Selvfelgelig er indholdet i
lerebegerne ®ndret, men der er ikke tale om fundamentale @ndringer. Sproget er @ndret, der er knapt s&
meget tekst, men til gengeeld er der flere illustrationer. Laerebagerne er tydeligt pavirket af en
undervisningstradition, der er bygget op omkring sekvensen begrebsdefinition, s@tninger og beviser,
eksempler og opgaver, mens det er vanskeligt at registrere nogen sterre pavirkning fra den
matematikdidaktiske forskning. Fx findes i ingen af l&rebogerne en tilgang til funktionsbegrebet, der tager
hensyn til de didaktiske konsekvenser af funktionsbegrebets proces-objekt dualitet, der af Niss (1999)
betegnes som et af den matematik didaktiske forsknings centrale resultater. Jeg analyserede i forbindelse
med min ph.d.-athandling de syv mest udbredte lerebogers prasentation af funktionsbegrebet og
konkluderede, at kun i to af disse er stoffet organiseret, sé eleverne far mulighed for at tilegne sig nogle
operative ferdigheder, om end i begreenset omfang, inden de praesenteres for de mere strukturelle aspekter af
funktionsbegrebet (Michelsen 2001).

Leereproces som guidet "reinvention”

Den type af tekster, der praesenteres i leerebegerne, stiller store krav om kognitiv socialisation af leeseren. Det
vil sige at eleven ma lare sig at teenke inden for en made at kommunikere pa, der har udgangspunkt og
maélsatninger som hun/han kan have svert ved at identificere, formodentlig har sparsomme erfaringer med
og sjeeldent meder i andre sammenhange. Det er kendetegnende for leerebogers fremstilling af matematisk
viden, at begreber defineres i relation til hinanden. Larebogens linezre fremstilling har bidraget til at
fremme opfattelsen af ngdvendigheden af sekventiel leering. Hele den argumentation og mange tilfeelde flere
hundrede ars praksis er borte, nar det der kaldes grundleeggende begreber praesenteres i laerebogen.

Som Davis og Hersh (1990) peger pé i bogen The Mathematical Experience, sa er sekvensen definition-
setning-bevis den altdominerende tilgang, bade nar matematik skal preesenteres, og nar der skal undervises i
matematik pa et rimeligt hgjt niveau, som fx i gymnasieskolen. Men matematikken er hverken skabt,
udviklet eller forstaet pd denne made pa. Matematik er en menneskelig virksomhed, og ifelge Davis & Hersh
er en formalistisk-logisk beretning om matematik ren fiktion. Matematikkens egentlige vaesen skal findes i
matematikerens aktuelle praksis, hvor der anvendes intuition, metaforer, historier eller andre former, der
inden for raekkevidde, nar der skal konstrueres matematisk viden. I sin kritik af den traditionelle
matematikundervisning bruger Freudenthal (se fx. Streefland 1993) betegnelsen antididaktisk inversion om
undervisningen, der som udgangspunkt har den matematisk struktur, som er det aktuelle produkt af
matematisk virksomhed. Denne struktur, der typisk preesenteres pa formen definition-setning-bevis, betegner
Freudenthal (1991) som en fattig struktur, der er kommet til veje via rige strukturer bl.a. gennem omfattende
brug af trial-and-error metoden.



Freudenthal argumenterer for, at matematikundervisningen forst og fremmest mé handle om matematik
som en menneskelig virksomhed og ikke ferdigt system. Eleverne ma ogsa stifte bekendtskab med de rige
strukturer og gives mulighed for at gennemlabe en reekke leereprocesser pa forskellige niveauer. Der er ikke
tale om at gentage det historiske forleb for eleverne, men om at skabe laringssituationer, hvor eleverne
oplever, hvad der ville vare sket, hvis mennesker, der levede dengang, havde vidst, hvad vi ved i dag. Det er
altsé en revideret og forbedret version af den historiske leereproces, som eleverne rekapitulerer. Freudenthal
taler i denne forbindelse om “guidet reinvention” (genopfindelse), for at understrege laereprocessen snarere
end inventionen. Kernen i den matematiske virksomhed er ifelge ham matematisering, hvor der organiseres
ud fra et matematisk perspektiv. Det er ved at matematisere, at eleverne reinventerer matematiske strukturer.
Freudenthals opfattelse af leererprocessen som guidet reinvention er grundlaget for den hollandske RME-
tilgang (Realistic Mathematics Education).

Som et middel til at statte reinventionsprocessen peger Gravemeijer & Doorman (1999) pa
kontekstopgaver, der defineres som opgaver med problemsituationer, som af eleverne opleves som
realistiske. Det understreges at relationen mellem anvendelsen af kontekstopgaver og elevernes virkelighed
er refleksiv. Pa den ene side skal kontekstopgaverne vaere knyttet elevernes virkelighed, og pa den anden
side skal kontekstopgaverne medvirke til at udvide elevernes virkelighed. Gravemeijer & Doorman
illustrerer anvendelsen af kontekstopgaver i RME med et forleb i differential- og integralregning, hvor det er
forbindelsen mellem hastighed og vejleengde, der skal tilbyde eleverne midler til at reesonnere og handle
meningsfuldt. Indledningsvis vil elevernes lgsninger veare knyttet til den konkrete kontekst, men gradvist vil
eleverne udvikle matematiske redskaber og matematisk forstaelse péa et mere formelt niveau. De modeller,
der fremkommer ved elevernes aktivitet ved lesning af kontekstopgaverne, vil stettet af interaktionen mellem
leerere og elever fore til hgjere niveauer af matematisk tenkning.

Guidet reinvention som undervisningsprincip

Det er af mange grunde, bl.a. kulturelle og geografiske, oplagt, at den hollandske RME tilgang kan virke som
inspirationskilde til at udvikle den danske matematikundervisning pa gymnasialt niveau. Det gealder ikke
mindst i den nuverende situation, hvor gymnasiereformen i august 2005 bl.a. sigter mod, at fagligheden skal
styrkes gennem oget vaegt pa samspillet mellem fagene i de sékaldte studieretningsforleb. Efter min
opfattelse tilbyder de hollandske erfaringer en ramme for at udvikle et frugtbart samspil mellem matematik
og andre af gymnasiets fag. Jeg vil kort praesentere to tiltag med rod i det matematikdidaktiske miljo ved
Syddansk Universitet, hvor RME anvendes som fundament for udvikling af undervisningsforleb, hvor malet
er at eleverne skal reinventere funktionsbegrebet ud fra en brugssammenheng, hvor det dukker frem i
forbindelse med elevernes arbejde med at opstille en model af et konkret fanomen. Modellen vil i
forbindelse med elevernes matematisering eendre karakter og blive til en model for en bestemt
funktionsklasse (Gravemeijer & Doorman 1999).

Som en del af mit ph.d.-projekt udviklede jeg et seks ugers integreret undervisningsforleb mellem
matematik og fysik med tilherende undervisningsmateriale, hvor funktioner introduceres som et
modelleringsredskab til at beskrive og analysere kvantitative aspekter af omgivelserne. Den grundleeggende
ide i forlgbet er, at eleverne via kontekstopgaver mader en rakke konkrete situationer fortrinsvis fra fysik,
som ved hjelp af matematiske modeller konstrueret af eleverne kan undersgges og beskrives under
varierende betingelser. Disse situationer gor det muligt for eleverne at udforske variabel- og funktions-
begrebet.

Forlabet, der er centreret om radioaktive henfaldsprocesser og eksponentielle vaekstfunktioner, bestar af
sekstemaer, og kan naturligt opdeles i tre dele:

- eksponentiel vaekst

- matematiske modeller og fysiske eksperimenter

- funktionsbegrebet

Forste del bestar af temaerne Radioaktivitet og Smittespredning, hvor den eksponentielle vaekstmodel
introduceres. Temaerne Matematiske modeller og Eksperimenter danner anden del, hvor resultaterne af den
hidtidige virksomhed med den eksponentielle vaeekstmodel sammenfattes samtidig med at modellen udvides
gennem udforskning af transformationer af eksponentielle vaekstfunktioner. Dette gores bl.a. ved at behandle
eksperimentelle situationer som matematisk situeret. Sidste del af forlobet bestdr af temaerne Funktioner og
Modellering af radioaktiv henfaldskaede. Mens tilegnelsen af praktisk og konkret viden dominerer de to



forste dele af forlebet, sa er den sidste del orienteret mod mere teoretiske og strukturelle aspekter af
eksponentielle vekstfunktioner. Forsggsmaterialet bestar af fem heaefter - et til hvert af forlgbets fem forste
temaer. Hvert hafte indledes med en introduktion efterfulgt af r en reekke kontekstopgaver knyttet til temaet
(Michelsen 2001).

Rasmussen (2003) praesenterer i sin Masterathandling i Gymnasiepadagogik et tverfagligt forlob mellem
matematik og fysik, hvor mélet er at udvikle elevernes modelleringskompetence og give dem mulighed for
reinvention af funktionsbegrebet. Udgangspunktet er at elevernes udforskning af forskellige typer af
beveagelse forer til forskellige funktionstyper — cirkelbevagelsen og pendulbevagelsen giver anledning til en
trigonometrisk funktion, mens frit fald kan give anledning til reinvention af 2. gradspolynomier. Forlgbet
indledes med at eleverne underseger forskellige bevagelser, som de videofilmer og beskriver matematisk.
Videofilmen analyseres ved hjelp af en computer, hvor et program ger det muligt at indtegne et
koordinatsystem direkte pa skaeermen. Ved at klikke sig frem billede for billede og ved hvert klik pa skaeermen
pa den beveegelige genstand (fx et fast punkt pa et cykelhjul, der bevager sig med konstant fart) settes der
en prik i koordinatsystemet, og filmen flytter sig samtidig et billede. Ved at gentage processen vil sporet af
genstandens bevagelse fremkomme pé skermen i form af en graf. Yderligere kan der oprettes et tabel med
sammenherende vaerdier fra koordinatsystemet. Efterfolgende undersgger eleverne hvordan andring af
parametre vil endre grafens form. Fokus i elevernes matematisering er herved skiftet fra modellen af
bevagelsen til modellen for en matematisk struktur.

Nye artefakter i undervisningen

I de ovenfor omtalte forleb spiller leerebogen ingen central rolle. Det handler forst og fremmest om, at der i
elevernes omgivelser er en reekke opgaver eller udfordringer, som er vaevet sammen af artefakter, hvoraf
lerebogen blot er en blandt mange. Artefakter anvender jeg her i den betydning begrebet har inden for den
sociokulturelle tradition, hvor det er betegnelsen for kulturelle elementer, som medierer menneskelig
virksomhed. Artefakter kan bdde have en materiel form som fysiske hjelpemidler, fx blyant og computer,
men kan ogsa have en mere abstrakt form som hjelpemidler til teenkning, fx sprog, tegn og symboler (Cole
1996).

Det indgér som et centralt element i en leereproces at kunne udnytte de forskellige medieringsformer, der
findes i kulturen, og det er derfor nedvendigt at inddrage sociale og kulturelle aspekter som integrerede
elementer af det fenomen, der studeres for at forsta elevernes laering. | et sidant perspektiv ma lering og
udvikling forstés ud fra spergsmél om hvordan eleverne kommer i kontakt med og tilegner sig —
approprierer — sociokulturelle kundskaber, feerdigheder og erfaringer. Blikket ma rettes mod, hvordan
eleverne lerer sig at beherske medierende redskaber og anvende dem som ressourcer i sociokulturelle
praktikker (Sdljo 2000). Ifelge Sdljo vil den traditionelle, leerercentrerede og tekstbundne form for
undervisning miste sin position som model for hvordan kundskab udvikles pa en fremgangsrig méde.
Uddannelsessystemet vil pa sin egen langsomme og ofte modvillige méde @ndre sin made at arbejde pa.

Den formelle undervisning og dens kommunikative tradition blev skabt da skoler og universiteter havde
narmest fuldstendig kontrol over den information som mennesker havde adgang til. I en praktisk
paedagogisk sammenhang er det vigtigt at veere opmarksom pa hvordan bestemte anvendelser af
medierende redskaber kan hjlpe til at fremme elevernes evne til at reesonnere og deres muligheder for at
udvide forstéelsen af et matematisk begreb. De seneste ars teknologiske udvikling har betydet, at der en
reekke nye kulturelle hjelpemidler til rddighed, som kan abne for nye muligheder for lering, fx nye former
for interaktivitet eller simuleringer og visualiseringer knyttet til problemlgsning. Informationsteknologien vil
oge omfanget og naturen af de erfaringer, som er til elevernes radighed i forbindelse med laering af
matematik. Det bliver interessant at se, om den kommende gymnasiereform blot vil betyde en mindre
omskrivning af de eksisterende leerebgger i matematik, eller om der vil ske en udvikling af leremidler
baseret pa paedagogisk og matematikdidaktisk forskning med det mal at udnytte alle tilgeengelige ressourcer i
leringsmiljoet. For matematikfagets og elevernes skyld héber jeg, at det sidste bliver tilfeldet.
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