
Skriftlig EksamenAutomatteori og beregnelighed (DM17)Institut for Matematik & DatalogiSyddansk Universitet { Odense UniversitetL�rdag, den 13. januar 2007Alle s�dvanlige hj�lpemidler (l�rebog, notater et.), samt brug af lommeregner er tilladt.Eksamenss�ttet best�ar af 6 opgaver p�a 6 nummererede sider (1{6).Bagerst �ndes en engelsk overs�ttelse ligeledes p�a 6 nummerede sider (7-12).Fuld besvarelse er besvarelse af alle 6 opgaver. De enkelte opgavers v�gt ved bed�mmelsen erangivet i point. Med mindre andet ekspliit er angivet, m�a man gerne referere til resultater fral�rebogen. Dette g�lder ogs�a de opgaver, der har v�ret stillet p�a ugesedlerne. Speielt m�aman, med mindre andet ekspliit er angivet, gerne begrunde en p�astand med at henvise til, atdet umiddelbart f�lger fra et resultat i l�rebogen eller �en af de opgaver, der har v�ret stilletp�a ugesedlerne (hvis dette alts�a er sandt!). Henvisninger til andre b�ger (ud over l�rebogen)aepteres ikke som besvarelse af et sp�rgsm�al!Husk at begrunde alle dine p�astande!You are allowed to use the text-book, your personal notes and a poket alulator.The exam ontains 6 problems, eah on a single page. The danish version an be found onpages 1-6, the english version is on pages 7-12.A omplete solution onsists of a solution for all 6 problems. How muh a problem weightsan be seen from the numbers given in brakets for eah problem. In general you may referto results from the book unless it is expliitely stated that you may not. The same holds forproblems solved in the exerise sessions. Of ourse, if you ite suh a result it has to be obviousthat your laim really is a straightforward onsequene of that result.It will not be aepted as an answer to refer to other books than the text-book.Reall that you have to explain all your laims!



Opgave 1 (20 %)Hvilke af f�lgende p�astande a) - d) er sande, hvilke er falske? Begrund alle dinesvar!a) Lad L � f0; 1g� v�re et uendeligt sprog som kan afg�res. Der �ndes etn 2 N s�aledes at for alle strenge w 2 L med jwj � n g�lder:Der �ndes x; y; z 2 f0; 1g� med jyj � 1 som opfylder w = xyz og for allek 2 N g�lder xykz 2 L:b) F�lgende problem kan afg�res: Givet en kodning af en DFA M som arbe-jder over alfabetet � og en DFA N som arbejder over alfabetet � (hvor� indeholder alle n�dvendige bogstaver for at kode M), automaten N a-epterer beskrivelsen af M:) Lad L v�re et kontekstfrit sprog. Der �ndes uendelig mange forskelligeTuring maskiner som aepterer L:d) Lad A1; A2; : : : v�re en uendelig sekvens af afg�rlige sprog. Sproget 1Ti=1Aikan afg�res.
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Opgave 2 (20 %)a) For den ikke-deterministiske endelige automat i �guren �nd en �kvivalentdeterministisk endelig automat.
q q q q

0 1 2 30 1 0

0 , 1Transitionerne som ikke er vist i �guren leder til en ikke-aepterende sink-tilstand.b) Giv et regul�rt udtryk for sproget som automaten aepterer.
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Opgave 3 (10 %)Lad M v�re en DFA (deterministisk endelig automat) med n 2 N tilstande,som arbejder over et endeligt alfabet �, og lad s v�re start-tilstanden i M:Bevis f�lgende p�astand: Antag at q er en tilstand af M som kan n�aes fra s veden af M 's beregninger, d.v.s. der �ndes en streng w 2 �� s�a at (s; w) ��! q:Da �ndes en streng v 2 �� af l�ngden jvj � n � 1; s�a q kan n�aes fra s ved atl�se v; d.v.s. (s; v) ��! q:
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Opgave 4 (25 %)a) Konstruer en kontekstfri grammatik G for f�lgende sprogL := faibjakji+ k � j; i; j; k 2 N [ f0gg:b) Betragt sproget L := faibjji = j2; i; j 2 Ng:Er L kontekstfrit? Bevis dit svar.
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Opgave 5 (10 %)De�ner en funktion f : N 2 ! N vedf(n;m) := � pn �m hvis n �m er et kvadrattal0 ellersEr f beregnelig med en Turing maskine over f0; 1g� hvis vi benytter en passendekodning af N og N 2 over f0; 1g�? Hvis svaret er 'ja' giv en uformel beskrivelse afen Turing maskine som beregner f , hvis svaret er 'nej' giv et pr�ist argumenthvorfor.
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Opgave 6 (15 %)Hvilke af f�lgende problemer er afg�rlige, hvilke er uafg�rlige? Begrund alledine svar!Alle input antages at v�re repr�senteret i en passende kodning.a) Givet to kontekstfrie grammatiker G1 og G2, er L(G1) \ L(G2) et regul�rtsprog?b) Givet en Turing maskine M , indeholder L(M) et regul�rt sprog som endelm�ngde?) Givet en kontekstfri grammatik G og en Turing maskine M; er sprogetL(M) \ L(G) 6= ;?Vink for del a): Uden bevis m�a du benytte at det f�lgende problem eruafg�rligt: Givet en kontekstfri grammatik G; er L(G) et regul�rt sprog?
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Problem 1 (20 %)For eah of the following statements deide whether it is true or false. You haveto give a omplete proof that your answer is orret!a) Let L � f0; 1g� be a deidable language with in�nitely many elements.Then there exists an n 2 N suh that for all words w 2 L with jwj � n thefollowing is true:There are x; y; z 2 f0; 1g� with jyj � 1 satisfying w = xyz and for all k 2 Nit is xykz 2 L:b) The following problem is deidable: Given an enoding of a DFA M work-ing over alphabet � and a DFA N working over all alphabet � whih on-tains all letters neessary to enodeM , the DFA N aepts the desriptionof M:) Let L be a ontextfree language. Then there exist in�nitely many di�erentTuring mahines whih aept L:d) Let A1; A2; : : : be an in�nite olletion of deidable languages. Then thelanguage 1Ti=1Ai is deidable as well.
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Problem 2 (20 %)a) Transform the nondeterministi �nite automaton given below into an equiv-alent deterministi one.
q q q q

0 1 2 30 1 0

0 , 1Transitions not shown in the above �gure lead to a sink node.b) Give a regular expression for the language aepted by the above au-tomaton.
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Problem 3 (10 %)Let M be a DFA with n 2 N many states over a �nite alphabet �, and let s bethe starting state of M:Prove the following laim: Suppose q to be a state of M whih an be reahedfrom s by a omputation of M , i.e. there exists a string w 2 �� suh that(s; w) ��! q: Then there exists a string v 2 �� with length jvj � n � 1 suhthat q an be reahed from s by reading v; i.e. (s; v) ��! q:
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Problem 4 (25 %)a) Construt a ontextfree grammar G for the languageL := faibjakji+ k � j; i; j; k 2 N [ f0gg:b) Consider the languageL := faibjji = j2; i; j 2 Ng:Is L ontextfree? Prove your answer.

10



Problem 5 (10 %)De�ne a funtion f : N 2 ! N as follows:f(n;m) := � pn �m if n �m is a square0 otherwiseIs f omputable by a Turing mahine over f0; 1g� if we use a suitable enodingof N and N 2 over f0; 1g�? If 'yes' give an informal desription of a Turingmahine omputing f , if 'not' give a preise argment why.
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Problem 6 (15 %)Whih of the following probems are deidable, whih are undeidable. In eahase prove your answer.All the inputs are supposed to be given in a suitable enoding.a) Given two ontextfree grammars G1 and G2, is L(G1) \ L(G2) a regularlanguage?b) Given a Turing mahineM , does L(M) ontain a regular language as subset?) Given a ontextfree grammar G and a Turing mahine M; is the languageL(M) \ L(G) 6= ;?Hint for part a): You may use without proof the fat that the followingproblem is undeidable: Given a ontextfree grammar G; is L(G) regular?
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