Afsluttende opgavesaet 1 kurset “Strgmning 1 netvaerk

med anvendelser” (DM33)

Institut for Matematik & Datalogi
Odense Universitet

Opgaverne udleveres tirsdag den 14. Maj 1996. Besvarelserne skal
afleveres senest fredag den 2. August 1996

Der laegges vaegt pa, at man forklarer/begrunder, hvorledes man nar frem til sine re-
sultater. Nar du bliver bedt om at beskrive en algoritme, sa skal det geres, saledes at
algoritmen kan forstas ud fra din beskrivelse. Der er ialt 155 point i seettet. Fuld besvarelse
svarer til 155 point.

Jeg vil gerne have en email, eller anden adresse/tlf pa alle, der agter at lgse
opgaverne. Dette vil ggre det muligt hurtigt at kunne meddele evt. trykfejl
m.m. til alle. Naturligvis haber jeg ikke det bliver ngdvendigt, men alligevel!

OPGAVE 1 (30 point)

Spgrgsmal a:

Giv en kort beskrivelse af korteste udvidende vej metoden til at finde en maksimum strgm
i et netveerk og illustrér algoritmen pa netvaerket i Figur 1.

Spgrgsmal b:

Giv en kort beskrivelse af preflow push metoden til at finde en maksimum strgm i et
netvaerk og illustrér algoritmen pa netveerket i Figur 1. For at lette arbejdet skal din
algoritme overholde fglgende ekstra regler:

1. Blandt knuder med overskydende strgm velges altid den med det mindste nummer
(i.e., hvis knuderne 2,5 og 7 har overskud, sa tages knude 2).

2. Nar der skubbes fra et punkt med overskud, sa skubbes der til udnaboerne efter
voksende nummer (i.e., hvis vi vil skubbe fra knude 2, som igjeblikket har kanterne
2 — 3,2 — 5,2 — 7 ud fra sig i residualnetvaerket, sa skubbes der til punkt 3 forst
og derefter til punkt 5, osv.)

Du skal forklare hvilke skub/lgft, der udfgres mellem de enkelte figurer, som du viser.
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Figure 1:

OPGAVE 2 (40 point)

En digraf D = (V, A) kaldes reguler hvis der findes et naturligt tal &, sa ethvert punkt i
D har pracis k kanter ind til sig og praecis k kanter ud fra sig. For at understrege veerdien
af k£ kalder vi D k-requler hvis ethvert punkt i D har praecis k kanter ind til sig og praecis
k kanter ud fra sig. En deldigraf af D er en digraf D' = (V' A’) som opfylder at V' C V
og A" C A. En deldigraf D" = (V', A’) er udspendende hvis V' = V.

Spgrgsmal a:

Beskriv i ord en algoritme, der givet en digraf D = (V, A) og et naturligt tal &, afger om
D har en udspaendende deldigraf D' = (V, A’), som er k-reguleer. Algoritmen skal aflevere
D', hvis den findes. Hvad er den bedste kompleksitet du kan finde for algoritmen. Hint:
sammenlign med opgave 8.13 og 8.14 i leerebogen.

Spgrgsmal b:

Antag nu, at r af kanterne ey,...,e, € A ikke laengere ma bruges i den sggte deldigraf
D'. Beskriv i ord en algoritme, som givet en k-regulser udspzendende deldigraf D', enten
finder en ny k-regulzer udspaendende deldigraf D", som ikke indeholder nogen af kanterne
e1,-..,e., eller afggr, at der ikke findes en sadan deldigraf af D. Vis, at algoritmen kan
laves, sa dens kompleksitet er O(r(|V|+ |E])).(Hint: se pa én kant ad gangen). Hvor stor
skal r veere for, at det bedre kan betale sig at 1gse problemet helt forfra?

Spgrgsmal c:

Forklar, hvorledes man, givet en k-reguleer udspzendende deldigraf D' af D, kan finde en
(k4 1)-reguleer udspaendende delgraf af D, eller afggre, at der ikke findes en sadan delgraf.
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Angiv med begrundelse den bedste kompleksitet du kan finde for algoritmen.

Spgrgsmal d:

Forklar kort, hvordan man kan lave en algoritme, der finder en ny (k + 1)-regulzer delgraf
D" med flest mulige kanter faelles med D'? Hvad er den bedste kompleksitet du kan finde?

Antag nu, at hver kant i« — j € A har en omkostning ¢;; € Z. Omkostningen af en
delgraf D" = (V, A") defineres som c(D') = 1, ,;ean cij- En billigste k-reguleer delgraf er
én med minimum omkostning.

Spgrgsmal e:

Beskriv kort i ord, en algoritme, der kan finde en billigste k-regulzer udspsendende deldigraf
D' af D, eller afggre, at der ikke findes en sadan delgraf. Hvad er den bedste kompleksitet
du kan finde for algoritmen?

Spgrgsmal f:

Forklar hvordan man, givet en billigste k-regulaer udspazndende deldigraf D' af D, kan
finde en billigste (k 4 1)-regulaer udspaendende delgraf af D, eller afgore, at D ikke har en
sadan deldigraf. Hvad er den bedste kompleksitet du kan finde for algoritmen.

OPGAVE 3 (25 point)

Lad D = (V, A) veere en digraf. En veji D er en ensrettet vej, dvs alle kanter pa vejen
peger fremad. Helt formelt: hvis P = xyx5...x; er en vej, sa er alle x;’erne forskellige
og ©; — wjyq er en kant i D, for alle s = 1,2,...,k — 1. To veje P og @ i D kaldes
punktdisjunkte, hvis de ingen feelles punkter har.

En vejdekning af punkterne i en digraf D = (V, A) er en maengde P af veje Py, ..., Py,
som opfylder at ethvert punkt v € V' ligger pa praecis én af vejene Py, ..., P,. Bemzrk, at
P; godt kan vaere et punkt, sa dermed har enhver digraf altsa en vejdaekning. Sterrelsen |P|
af en givet vejdaekning P er antallet af veje i P. Lad (D) betegne den mindste stgrrelse af
en vejdaekning af D. Formelt: v(D) = min{|P| : P er en vejdaekning af D}. For generelle
digrafer er det et meget sveert (lees: NP-komplet) problem at bestemme ~(D), endsige
finde en vejdaekning med (D) veje.

Denne opgave handler om vejdaekninger i acykliske digrafer, dvs digrafer uden en-
srettede kredse. Lad D = (V,A) veere en acyklisk digraf og definér folgende netveerk
N = (U, E) (¢ og u betegner som s@dvanlig nedre og ¢vre graenser pa kanterne):

o U= {v,v"veV}U({s,t},
e E={s—v, 0" =theV}iu{a" =yjzr—yec A U{v =" v eV},

o Vyy =Ly =0forallev eV,



lyny =0 for alle z — y € A,
® évlvll =1= Uyl !t fOI‘ alle v E V,

® Uy = Uy =1 forallev eV,

Uy =1 forallex - ye A

Spgrgsmal a:

Bevis, at N har en (s,t)-strom z af veerdi k£ hvis og kun hvis D har en vejdaekning med k
veje. Gor ogsa rede for, hvorledes vi ud fra en passende valgt = (hvilken?) af vaerdi k, kan
finde en punktdaekning med £ veje.

Spgrgsmal b:

Vis, ved et eksempel, at ovenstaende ikke behgver gaelde hvis D har ensrettede kredse.
Prov at forklare, hvorfor metoden ovenfor ikke virker.

Spdgrgsmal c:

Beskriv i ord en algoritme, der givet en digraf D (som ikke nodvendigvis er acyklisk!),
enten returnerer en mangde P = Pi,..., P, som dakker hvert punkt praecis én gang
og |P| = v(D), eller ogsa returnerer en kreds i D. Angiv med begrundelse den bedste
kompleksitet du kan finde for denne algoritme.

Antag nu, at hver kant ©+ — y € A har en pris w,, € Z*. Prisen for en vejdaekning P
defineres som w(P) = 2 (Siley er en kant i p,y Way-

Spgrgsmal d:

Beskriv i ord en algoritme, der givet en acyklisk digraf D, returner en vejdaekning P, som
opfylder at w(P) er mindst mulig. Svaret skal begrundes og du skal angive den bedste
kompleksitet du kan finde for din algoritme.

OPGAVE 4 (30 point)
Spgrgsmal a:

Beskriv kort, med udgangspunkt i transportproblemet (dvs med det som eksempel) det
generelle princip i primal-dual algoritmen. Din redeggrelse skal indeholde en forklaring af
samspillet mellem de fire problemer primal, dual, restricted primal og dual of restricted
primal.
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Figure 2:

Spgrgsmal b:

[lustrér transportalgoritmen ved at lgse transportproblemet i Figur 2. Du skal give et
argument for, at den fundne lgsning er optimal.

OPGAVE 5 (30 point)
Spgrgsmal a:

Forklar, hvorledes man finder den korteste tid et givet projekt kan afvikles i, nar man
kender tiderne for de enkelte jobs og pilediagrammet som viser den indbyrdes athaengighed.
[lustrér metoden pa pilediagrammet i Figur 3 med normaltider som angivet i tabellen i
Figur 4.

Spgrgsmal b:

Angiv samtlige skridt i udregningen af projektafkortningskurven for projektet med data
som angivet i nedenstaende tabel.

Spgrgsmal c:

Angiv hvilke tider man skal vaelge for hvert job, for at kunne udfgre projektet pa 8 tidsen-
heder.

Spgrgsmal d:

Hvilke jobs er kritiske, nar projektet udferes pa 8 tidsenheder? Her refereres til de tider
den generelle metode giver, jeevnfor dit svar pa spergsmal c.
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Figure 3:

Job | Normal tid | Minimum tid | Enhedsomkostninger
ved afkortning
12 5 3 3
13 4 2 3
24 3 1 7
25 3 3 0
34 6 2 4
45 5 1 6
Figure 4:



