
Afsluttende opgaves�t i kurset \Str�mning i netv�rk medanvendelser" (DM33)Institut for Matematik & DatalogiOdense UniversitetOpgaverne udleveres fredag den 23. Maj 1997. Besvarelserne skal a
everes senestmandag den 21. Juli 1997 kl 10.00Der l�gges v�gt p�a, at man forklarer/begrunder, hvorledes man n�ar frem til sine resul-tater. Hvis man bliver bedt om, at beskrive en algoritme, s�a skal dette g�res, s�a detaljeret,at en l�ser der ikke selv kender algoritmen vil kunne forst�a den.Der er ialt 135 point i s�ttet. Fuld besvarelse svarer til 135 point.OPGAVE 1 (30 point)Lad L = (V;A) v�re et lagdelt netv�rk med kilde s og terminal t, samt kapacitetsfunktionu p�a kanterne (sml. side 221-222 i l�rebogen). Lad y v�re en brugbar str�m i L som ikke erblokerende (dvs der �ndes stadig en udvidende vej fra s til t, som udelukkende bruger forl�nskanter). De�ner f�lgende talst�rrelser �i; �i; �i for hvert punkt i 2 V � fs; tg:�i =Xfuji � yji : j ! i 2 Ag (1)�i =Xfuij � yij : i! j 2 Ag (2)�i = minf�i; �ig: (3)Lad �s =Xfusj � ysj : s! j 2 Ag; �t =Xfujt � yjt : j ! t 2 Ag: (4)Endelig de�nerer vi � = mini2V f�igLad v 2 V v�re et punkt, som opfylder at � = �i. Antag at � > 0.Sp�rgsm�al a:Argument�er for, at det er muligt at sende en str�m p�a � enheder fra v til t i N og at det ermuligt at sende en str�m p�a � enheder fra s til v i N (sidstn�vnte kaldes ogs�a at "tr�kke"en str�m p�a � enheder fra s til v). Hint: brug at netv�rket er lagdelt.Ovenst�aende observation giver ideen til en algoritme A til at �nde en blokerende str�m iet lagdelt netv�rk: 1



1. Start med y := 0 p�a alle kanter og �nd �v for alle v 2 V . Hvis der er et punkt v med�v = 0 s�a g�a til 6 ;2. V�lg et punkt v med �v = �;3. Skub � enheder fra v til t og tr�k � enheder fra s til v;4. Fjern alle m�ttede kanter og hvis et punkt derved mister alle sine kanter ind, eller ud,s�a slet ogs�a dette og alle kanter incidente med det. Forts�t indtil der ikke kan slettes
ere kanter;5. Udregn �i for alle punkter i det aktuelle lagdelte netv�rk (ud fra aktuelle kanter ogstr�m). Hvis �i > 0 for alle punkter s�a g�a til 2. ellers g�a til 6.6. Hvis �s = 0 eller �t = 0, s�a stop;7. Hvis der �ndes et punkt v med �v = 0, s�a slet alle punkter i for hvilke �i = 0, samt allekanter incidente med disse;8. G�a til 5.Sp�rgsm�al b:Argument�er for, at denne algoritme er korrekt, dvs at den �nder en blokerende str�m i N .Kompleksiteten af A afh�nger af hvorledes vi udf�rer de enkelte steps, specielt step 3.Lad os fastl�gge f�lgende regel for udf�relsen af step 3: Vi skubber (tr�kker) de � enheder �etlag ad gangen og hvis w er det aktuelle punkt som vi fordeler str�m fra (tr�kker str�m til),s�a fylder vi altid en kant ud af (ind til ) w helt op, hvis dette er muligt, inden vi g�ar videretil den n�ste kant ud af (ind til) w.Sp�rgsm�al c:Argument�er for, at hvis vi udf�rer step 3 med ovenn�vnte regel, s�a kan algoritmen imple-menteres s�a man opn�ar en k�retid der er i O(n2). Hint: a. Der slettes mindst �et punkt mellemto udf�relser af step 3. b. Det er muligt at holde �'erne e�ektivt opdateret (hvorledes?). Der�nskes en rimeligt kortfattet, men overbevisende begrundelse for kompleksiteten.Sp�rgsm�al d:Illustr�er algoritmen p�a det lagdelte netv�rk i Figur 1.OPGAVE 2 (15 point)Lad N = (V;A) v�re et netv�rk med heltallige nedre gr�nser og kapaciteter p�a kanterne.Antag at vi er givet en brugbar str�m x i N , som ikke er heltallig (dvs der er mindst �en kanti! j for hvilken xij ikke er et helt tal). 2
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Figure 1: Et lagdelt netv�rkSp�rgsm�al a:G�r rede for, at N har en brugbar heltallig str�m x0, som opfylder, at j xij � x0ij j< 1 for allei! j 2 A.Antag nu desuden, at v�rdien v(x) af str�mmen x er et helt tal.Sp�rgsm�al b:G�r rede for, at N har en brugbar heltallig str�m x00, som opfylder, at v(x00) = v(x).Sp�rgsm�al c:Beskriv en algoritme, der givet x kan �nde x0 henholdsvis x00. Hvor hurtigt kan dette g�res?OPGAVE 3 (25 point)Lad N = (V;A) v�re et netv�rk med n punkter 1; 2; : : : ; n og kapaciteter uij og nedre gr�nser`ij p�a kanterne. Lad ai � bi, i = 1; 2 : : : ; n v�re heltal. Vores opgave er at unders�ge om der�ndes en str�m x i N som opfylder at`ij � xij � uij 8i! j 2 A (5)ai � Xi!j2A xij � Xj!i2A xji � bi 8i 2 V: (6)3



Lad G v�re et nyt netv�rk, som f�as ved at tilf�je to nye punkter s; t til N samt f�lgendekanter, alle med nedre gr�nse nul:� kanten t! s med kapacitet 1,� for hvert i = 1; 2; : : : ; n kanten s ! i med kapacitet maxf0; big og kanten i ! t medkapacitet maxf0;�aigSp�rgsm�al a:G�r rede for at G har en brugbar cirkulation hvis og kun hvis der �ndes en str�m i N somopfylder (5) og (6).Sp�rgsm�al b:Bevis vha resultatet ovenfor, at der �ndes en str�m str�m i N som opfylder (5) og (6) hvisog kun hvis u(X;X) � `(X;X) + maxfa(X);�b(X)g 8X � f1; 2; : : : ; ng:Her er a(X) =Pi2X ai.Sp�rgsm�al c:Diskuter hvilken str�mningsalgoritme der giver den bedste kompleksitet, n�ar vi skal unders�geeksistensen af str�mmen x og �nde en s�adan brugbar str�m, hvis den �ndes.OPGAVE 4 (30 point)Denne opgave handler om kantsammenh�ng i digrafer. Som bekendt kan vi vha str�mning�nde det st�rst mulige antal af kant-disjunkte (s; t)-veje i en digraf.Sp�rgsm�al a:Forklar kort, hvorledes man g�r dette.Antag, at vi er givet et naturligt tal k, og en digraf G = (V;A) som ikke har k kant-disjunkte (s; t)-veje for to givne punkter s; t 2 V . Vi �nsker at �nde en mindst mulig m�ngdeA0 af nye kanter, som hvis de tilf�jes til G giver en ny digraf G0 som har k kant-disjunkte(s; t)-veje.Sp�rgsm�al b:Forklar, hvorledes man kan �nde en s�adan minimum m�ngde A0 af nye kanter, hvis vi tilladerat nye kanter er parallelle til allerede eksisterende (dvs der m�a tilf�jes vilk�arligt mange kopieraf en kant i ! j, uanset om i ! j 2 A eller i ! j 62 A). Start med at forklare, hvorfor A0altid �ndes.Sp�rgsm�al c:Forklar, hvorledes man unders�ger om m�ngden A0 �ndes og bestemmer en s�adan hvis den�ndes, n�ar vi nu samtidig kr�ver, at den resulterende graf ikke m�a indeholde parallelle kanter.4



Sp�rgsm�al d:Hvordan �nder man det mindste man skal �ge kapaciteterne med i et netv�rk N for at sikreat det nye netv�rk N 0 har en (s; t)-str�m af en given v�rdi k, hvor k er et givet reelt tal?Hvad er kompleksiteten af din algoritme?Nedenfor lader vi G = (V;A) v�re en digraf som ikke har k kant-disjunkte (s; t)-veje.Sp�rgsm�al e:Beskriv kort en algoritme til at unders�ge om det er muligt at lave en ny digraf G0 ved atvende nogen af kanterne, s�aledes at G0 har k kant-disjunkte (s; t)-veje.Sp�rgsm�al f:Hvordan kan man �nde det mindste antal kanter der skal vendes for, at den nye digraf G0 harde �nskede veje?Sp�rgsm�al g:Hvilke af algoritmerne i sp�rgsm�al a-f ovenfor kan laves s�a deres kompleksitet ikke afh�ngeraf k? Begrund dit svar.OPGAVE 5 (15 point)Illustr�er transportalgoritmen ved at l�se transportproblemet i Figur 2, hvor der allerede erk�rt nogle iterationer af algoritmen. Du skal forklare kort hvad du g�r i de enkelte skridt.OPGAVE 6 (20 point)En delm�ngde X af punkterne i en digraf D = (V;A) kaldes uafh�ngig hvis der ikke �ndesnogen kanter i A med begge endepunkter i X . For en given digraf D lader vi �(D) betegnest�rrelsen af en st�rst mulig uafh�ngig delm�ngde af V .Sp�rgsm�al a:Beskriv hvorledes man, givet en digraf D = (V;A) kan lave et netv�rk N , s�a N har enbrugbar cirkulation hvis og kun hvis D har en m�ngde af punktdisjunkte kredse, som d�kkeralle punkterne i D (dvs ethvert punkt v 2 V ligger p�a pr�cis en af disse kredse).Lad nu D = (V;A) v�re en k punkt-sammenh�ngende digraf, som opfylder at �(D) � k.Sp�rgsm�al b:Bevis, at D har en m�ngde af punktdisjunkte kredse, som d�kker alle punkterne i D.5
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Figure 2: Et transportproblem med en partiel l�sning fundet vha transportalgoritmen
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