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Der leegges veaegt pa, at man forklarer/begrunder, hvorledes man nar frem til sine resul-
tater. Hvis man bliver bedt om, at beskrive en algoritme, sa skal dette ggres, sa detaljeret,
at en laser der ikke selv kender algoritmen vil kunne forsta den.

Der er ialt 135 point i saettet. Fuld besvarelse svarer til 135 point.

OPGAVE 1 (30 point)

Lad £ = (V, A) vaere et lagdelt netveerk med kilde s og terminal ¢, samt kapacitetsfunktion
u pa kanterne (sml. side 221-222 i leerebogen). Lad y vaere en brugbar strom i £ som ikke er
blokerende (dvs der findes stadig en udvidende vej fra s til ¢, som udelukkende bruger forlens
kanter). Definer folgende talstorrelser oy, 3;, p; for hvert punkt ¢ € V — {s,t}:

ai:Z{u]‘i—yﬂ:j%iEA} (1)
Bi=> fuij—yij:i—je A} (2)
pi = min{ay, B;}. (3)
Lad
Ps = Z{Usj —Ysj 1S JEA} = Z{Uﬁ —yjt:j— €A} (4)

Endelig definerer vi p = min;cv{p;}
Lad v € V vare et punkt, som opfylder at p = p;. Antag at p > 0.

Spgrgsmal a:

Argumentér for, at det er muligt at sende en strgm pa p enheder fra v til t i N og at det er
muligt at sende en strom pa p enheder fra s til v i N (sidstneevnte kaldes ogsa at "traekke”
en strgm pa p enheder fra s til v). Hint: brug at netveerket er lagdelt.

Ovenstaende observation giver ideen til en algoritme A til at finde en blokerende strgm i
et lagdelt netveerk:



1. Start med y := 0 pa alle kanter og find p, for alle v € V. Hvis der er et punkt v med
py = 0sagatil 6 ;

2. Valg et punkt v med p, = p;
3. Skub p enheder fra v til ¢ og traek p enheder fra s til v;

4. Fjern alle maettede kanter og hvis et punkt derved mister alle sine kanter ind, eller ud,
s& slet ogsa dette og alle kanter incidente med det. Fortsaet indtil der ikke kan slettes
flere kanter;

5. Udregn p; for alle punkter i det aktuelle lagdelte netveerk (ud fra aktuelle kanter og
strgm). Hvis p; > 0 for alle punkter sa ga til 2. ellers ga til 6.

6. Hvis ps = 0 eller p; = 0, sa stop;

7. Hvis der findes et punkt v med p, = 0, sa slet alle punkter ¢ for hvilke p; = 0, samt alle
kanter incidente med disse;

8. Ga til 5.

Spgrgsmal b:

Argumentér for, at denne algoritme er korrekt, dvs at den finder en blokerende strgm i V.

Kompleksiteten af A afhzenger af hvorledes vi udfgrer de enkelte steps, specielt step 3.
Lad os fastlaegge folgende regel for udfgrelsen af step 3: Vi skubber (traekker) de p enheder ét
lag ad gangen og hvis w er det aktuelle punkt som vi fordeler strom fra (traekker strom til),
sa fylder vi altid en kant ud af (ind til ) w helt op, hvis dette er muligt, inden vi gar videre
til den naeste kant ud af (ind til) w.

Spgrgsmal c:

Argumentér for, at hvis vi udfgrer step 3 med ovennavnte regel, sa kan algoritmen imple-
menteres sa man opnar en kgretid der er i O(n?). Hint: a. Der slettes mindst ét punkt mellem
to udfgrelser af step 3. b. Det er muligt at holde p’erne effektivt opdateret (hvorledes?). Der
gnskes en rimeligt kortfattet, men overbevisende begrundelse for kompleksiteten.

Spgrgsmal d:

Mlustrér algoritmen pa det lagdelte netveerk i Figur 1.

OPGAVE 2 (15 point)

Lad N = (V, A) veere et netveerk med heltallige nedre grenser og kapaciteter pa kanterne.
Antag at vi er givet en brugbar strom 2 i IV, som ikke er heltallig (dvs der er mindst én kant
¢ — j for hvilken x;; ikke er et helt tal).



Figure 1: Et lagdelt netvaerk

Spgrgsmal a:
Gor rede for, at N har en brugbar heltallig strom 2’, som opfylder, at | 2;; — x;»j |< 1 for alle
v —J € A.

Antag nu desuden, at verdien v(z) af strommen x er et helt tal.

Spgrgsmal b:

Gor rede for, at N har en brugbar heltallig strom 2", som opfylder, at v(2") = v(x).

Spgrgsmal c:

Beskriv en algoritme, der givet x kan finde 2’ henholdsvis #”. Hvor hurtigt kan dette ggres?

OPGAVE 3 (25 point)

Lad N = (V, A) veere et netvaerk med n punkter 1,2, ..., n og kapaciteter u;; og nedre greenser
l;; pa kanterne. Lad a; < b;, ¢ =1,2...,n veere heltal. Vores opgave er at undersgge om der
findes en strem = i N som opfylder at

&jgxzjguij Vi—+j€A (5)

a; < inj— ZxﬂgbZWEV (6)

i—jEA €A



Lad G veere et nyt netvaerk, som fas ved at tilfgje to nye punkter s,t til N samt fglgende
kanter, alle med nedre graense nul:

e kanten ¢t — s med kapacitet oo,
e for hvert ¢ = 1,2,...,n kanten s — i med kapacitet max{0,b;} og kanten i — t med
kapacitet max{0, —a;}
Spgrgsmal a:
Ggr rede for at G har en brugbar cirkulation hvis og kun hvis der findes en strgm i N som
opfylder (5) og (6).
Spgrgsmal b:

Bevis vha resultatet ovenfor, at der findes en strgm strgm i N som opfylder (5) og (6) hvis
og kun hvis

w(X, X) > (X, X) +max{a(X),-b(X)} VX C {1,2,...,n}.
Her er a(X) = >"icx 4.

Spgrgsmal c:

Diskuter hvilken strgmningsalgoritme der giver den bedste kompleksitet, nar vi skal undersgge
eksistensen af stremmen 2 og finde en sadan brugbar strgm, hvis den findes.

OPGAVE 4 (30 point)

Denne opgave handler om kantsammenhang i digrafer. Som bekendt kan vi vha strgmning
finde det storst mulige antal af kant-disjunkte (s,t)-veje i en digraf.

Spgrgsmal a:
Forklar kort, hvorledes man ggr dette.

Antag, at vi er givet et naturligt tal k, og en digraf G = (V, A) som ikke har & kant-
disjunkte (s,t)-veje for to givne punkter s,¢ € V. Vi gnsker at finde en mindst mulig maengde
A’ af nye kanter, som hvis de tilfgjes til GG giver en ny digraf G’ som har k kant-disjunkte
(s,t)-veje.

Spgrgsmal b:

Forklar, hvorledes man kan finde en sadan minimum mangde A" af nye kanter, hvis vi tillader
at nye kanter er parallelle til allerede eksisterende (dvs der ma tilfgjes vilkarligt mange kopier
af en kant ¢ — j, uanset om i — j € A eller i — j ¢ A). Start med at forklare, hvorfor A’
altid findes.

Spgrgsmal c:

Forklar, hvorledes man undersgger om mangden A’ findes og bestemmer en sadan hvis den
findes, nar vi nu samtidig kraever, at den resulterende graf ikke ma indeholde parallelle kanter.



Spgrgsmal d:

Hvordan finder man det mindste man skal gge kapaciteterne med i et netvaerk N for at sikre
at det nye netvaerk N’ har en (s,t)-strgm af en given veerdi k, hvor k er et givet reelt tal?
Hvad er kompleksiteten af din algoritme?

Nedenfor lader vi G = (V, A) vaere en digraf som ikke har k kant-disjunkte (s, t)-veje.

Spgrgsmal e:

Beskriv kort en algoritme til at undersgge om det er muligt at lave en ny digraf G’ ved at
vende nogen af kanterne, saledes at G’ har &k kant-disjunkte (s, t)-veje.

Spgrgsmal f:

Hvordan kan man finde det mindste antal kanter der skal vendes for, at den nye digraf G’ har
de gnskede veje?

Spgrgsmal g:

Hvilke af algoritmerne i spgrgsmal a-f ovenfor kan laves s& deres kompleksitet ikke afhaenger
af k7 Begrund dit svar.

OPGAVE 5 (15 point)

[Mlustrér transportalgoritmen ved at lgse transportproblemet i Figur 2, hvor der allerede er
kgrt nogle iterationer af algoritmen. Du skal forklare kort hvad du ggr i de enkelte skridt.
OPGAVE 6 (20 point)

En delmengde X af punkterne i en digraf D = (V, A) kaldes uafhangig hvis der ikke findes
nogen kanter i A med begge endepunkter i X. For en given digraf D lader vi a(D) betegne
stgrrelsen af en stgrst mulig uafhengig delmaengde af V.

Spgrgsmal a:

Beskriv hvorledes man, givet en digraf D = (V, A) kan lave et netveerk N, sa N har en
brugbar cirkulation hvis og kun hvis D har en maengde af punktdisjunkte kredse, som daekker
alle punkterne i D (dvs ethvert punkt v € V' ligger pa precis en af disse kredse).

Lad nu D = (V, A) veere en k punkt-sammenhaengende digraf, som opfylder at a(D) < k.

Spgrgsmal b:

Bevis, at D har en mangde af punktdisjunkte kredse, som dakker alle punkterne i D.
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Figure 2: Et transportproblem med en partiel lgsning fundet vha transportalgoritmen



