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Forord

Denne formelsamling er oprindelig skrevet af to studerende, Niels Kirkegaard
og Peter Damkjeer, som et “afkog” af pensum i Matematik A (E92 og F93) ved
Odense Universitet. Indholdet er ment som en hjelp til opgaveregning (inkl.
eksamensopgaver), hvilket betyder, at man skal veere bekendt med pensum
for at fa et egentligt udbytte.

Siden hen er eendringer blevet udfert af bl.a. Bent Orsted, Henrik Pedersen
og Andrew Swann.

I denne udgave er de tidligere afsnit om fladeintegraler og om Gauss’, Gre-
ens og Stokes’ setninger udeladt idet disse emner ikke mere er pensum. Hen-
visningerne til Adams’ i teksten er tilpasset bogen

Robert A. Adams, Calculus: a complete course, 7th edition, Pear-
son/Addison Wesley, Toronto, 2010, ISBN 0-321-54928-7.

Odense i juli, 2009,
Hans J. Munkholm.
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Kapitel 1

Trigonometriske funktioner

Adams, §P7 og §2.5
ezx_l_ e—lx
COS X =
2
elx e—lx
sinx=——
21

cos®x+sin®x=1

cosx = cos(x + n2n)
COS X = cos(—x)
cosx = —cos(m — Xx)
(T
CosSXx = sm(— - x)
2
sinx = sin(x + n2nx)
sinx = —sin(—x)
sinx = sin(w — x)

. /4
SInx = COS(E - x)

sinx
tanx =

cosx

cosx
cotx = —

sinx

tanxcotx=1

tanx = tan(x + n)
cotx = cot(x + nm)
tanx = —tan(—x)

cotx = —cot(—x)

v/
tanx = COt(E - X)

VA
cotx = tal’l(g - )C)

2 1
l+tan”“x = 5
COS“ X

2 1
l+cot"x=—
sin“ x

Ccos(x—y) =cosxcosy+sinxsiny
cos(x+ y) =cosxcosy—sinxsiny
sin(x — y) =sinxcosy —cosxsiny

sin(x + y) =sinxcos y +cosxsiny

tanx—tany
tan(x—y) = ————
l+tanxtany

tanx +tany
tan(x+y)= ————
] -tanxtany



xX+y . xX=Y

COSXx —Ccosy = —2sin sin 2
X+ X -
COSx+cosy = 2COSTyCOSTy
X+ X—
sinx —siny =2cos ysin 2y
X+ xX—
sinx +siny =2sin ycos 2y
C0s2x = cos® x —sin’ x sin2x =2sinxcosx
— 2. 2tanx
=2cos“x—1 tan2x = - .
=1-2sin’x —tan®x
grader 0° | 30° | 45° | 60° | 90°
. /4 /4 /4 7
radianer | 0 — — — —
6 4 3 2
. 1 | V2| V3
sin 0 — — | — 1
2 2 2
V3 V2| 1
cos 1 | — | — — 0
2 2 2
3
tan 0 g 1 \/?_> —

Se Adams, side 49.

funktion f(x) | afledet funktion f’(x) | stamfunktion f fx)dx
COS X —sinx sin x
sinx CoSX —COoSX
tanx 5 (=1+tan?x) —log|cos x|
COS* X
cotx ._2 (=—1-cot?x) log|sin x|
sin“ x
9 . X sin2x
Ccos“ x —2sinxcosx —+
2 4
. 9 . X sin2x
sin“ x 2sinxcos x E_ 2




Kapitel 2

Hyperbols

ke funktioner

Adams, §3.6
sinh(x + y)
=sinhxcosh y + coshxsinh y
ef—e*
sinhx = > cosh(x+y)
X4+ e% = coshxcosh y +sinhxsinh y
coshx =
2
X _ ,—X inh
tanhx = ¢ —¢ _ s x) sinh2x = 2sinh xcosh x
eX+e ¥ coshx ) o
PGPS 1 cosh2x = cosh” x + sinh” x
cothx = ( = )
eX—e ¥ tanh x
coshx+sinhx = e*
cosh? x —sinh?x =1 coshx—sinhx=e¢™"*
funktion f(x) | afledet funktion f’(x) | stamfunktion f fx)dx
coshx sinh x sinh x
sinh x coshx coshx
1
tanh x 5 logcosh x
cosh” x
1 .
cothx - log|sinh x|
sinh” x




Kapitel 3

Inverse trigonometriske funktioner

Adams, §3.5

. /A
arcsim x = E —arccos x

T
arccotx = E —arctanx

funktion f(x) | afledet funktion f’(x) | stamfunktion f fx)dx
-1
arccos x xarccosx—Vv1-—x?2
1—x2
. 1 .
arcsinx xarcsinx+ v'1 — x2
1—x2
arctan x ! xarctanx — 1 log(1 + x%)
1+ x? 2
arccotx —1 xarccotx + llog(l +x2)
1+ x? 2




Kapitel 4
Taylorpolynomier

Adams, §4.10
Hvis f har afledede op til og med n’te orden i punktet x = ¢, kan Taylorpo-
lynomiet for f af n-te grad omkring punktet x = ¢ skrives som

1" (n)
Py(x)=fO+f(0)(x- C)+f( (x—0)%+- f ()

Z f(k)( )

(x-0o"

(x—o)F

(Adams, side 272)
Hvis funktionen f: R — R har afledede op til (n + 1)’te orden og P, (x) er
Taylorpolynomiet af n’te grad for f omkring x = ¢, er f givet ved
JF(x) = Pp(x) + Ry (),
hvor R, (x) kaldes restleddet af n’te grad og er givet ved Lagrange’s formel
(n+1) X

(n+1)!
for et X mellem x og c. (Adams s. 274)

Rp(x) = f(x) = Pp(x) =

4.1 Uendelige Taylorraekker

Adams, §9.6
Hvis f har afledede af vilkarlig orden i punktet x = ¢, altsa hvis f"”(c) ek-
sisterer for alle n=1,2,..., er Taylorraekken for funktionen f givet ved

& (c
k=0

11 3)
=f©)+fc)(x— c)+f()( -0’ + fg()(x c)3 +-



Sddan en funktion f siges at veere analytisk i x = ¢ hvis dens Taylorreekke kon-
vergerer til f(x) for x i dbent interval omkring c.



Kapitel 5
I’Hopitals regel

Adams, §4.3

5.1 I’Hopitals forste regel

Antag f(x) og g(x) har afledede f’'(x) og g’'(x),; som er kontinuerte i et abent
interval omkring a samt at

igf(x) =0 og )lcllrcll gx) =0.
Hyvis )
im NCY
x—a g'(x)

eksisterer, sa er ,
lim _f(x) = lim —f (%) .
x—a g(x) x—a g’(x)

Bemeerk. Her kan a veere et endeligt tal eller +oo.

5.2 Anvendelse af UHopitals regel
Bestemmelse af greensevaerdien

lim @
x—a g(x)

hvor lim,_., f(x) =0 oglim,_, g(x) =0:

(1.) Differentier n gange indtil enten lim,_., £ (x) eller lim,_, g (x) (eller
begge) er forskellig fra 0.



(2.) Hvislim,_,g"(x) # 0 sa er grenseveaerdien

(n)
lim M = lim ! (x)’
x—a g(x) x—a g(n) (x)

ellers findes greenseverdien ikke!



Kapitel 6

Komplekse tal

Adams, Appendix I

Et komplekst tal z = x + iy € C kan blot opfattes som en vektor i den reelle
plan. Dvs. som et talpar (x, y) € R2.

Det komplekse tal i er s& i = (0,1) og opfylder i* = —1.

Im 4
(x,¥)
1 4

1 Re

Figur 6.1: Det komplekse tal x+ iy = re’®.

6.1 Addition og multiplikation
Lad z; = x1 +iy1, 22 = xp +iy» € C. Sa geelder der:
* Addition af de to komplekse tal:
21+ 2= (X1 +iy1) + (2 +iy2) = (X1 + x2) + i(y1 + y2).
e Multiplikation af to komplekse tal:

2122 = (x1 + lyl) . (XZ + lyg) =X1X2 + i2y1y2 + ix1y2 + iyle
= (X1X2 — y1)2) Hi(X1 Y2 + y1X2).



6.2 Modulus og argument

Et komplekst tal beskrives ved dets koordinater (z = x + i y) rektangulcer form.
Men det kan ogsa beskrives ved dets afstand fra (0,0), modulus |z|, samt dets
vinkel med x-aksen, argument arg(z)).
x hhv. y kan sé findes ved at projicere z ned pa x-aksen hhv. ind pa y-
aksen:
X =rcos0, y =rsinf,

hvor r = |z] 0og 0 = arg(z).
* Modulus af et komplekst tal:
lz| = |x+ iyl =1/x%+ y2.
1zI°=2-2, hvorz=x-— iy.

* Argumentet (0) findes f.eks. ved at lose

cosf = z og sinf= X.

r r
Argumentet er kun bestemt op til hele multipla af 27. Dvs.

arg(z) =0+ p2mn, peZ.

* Hovedargument
-n<0<m,

men 0 < 0 < 27 bruges af visse andre forfattere.

6.3 Den komplekse eksponentialfunktion og
polaer form

Definition 6.1. Den komplekse eksponentialfunktion
e = &7 = ¢%elV © o (cos y + isin )
Vi har altsa pr. definition Eulers formel
e'0 =cosf +isinf, 0 eR.

Definition 6.2. Ud fra foregdende definition ses at ethvert komplekst tal kan

skrives pa polcer formen:
z=re',

hvor r = |z] og 0 = arg(z).

10



Multiplikation af to komplekse tal pa polaer form. Lad

zZ1 = rlelgl, 2o = rgelez eC

Z1-2p = rlezel r26192 =n r26191+192 =r rzel(01+92)

Dvs. at produktet af to komplekse tal har modulus givet ved produktet af de to
moduli og argument givet ved summen af de to argumenter.

Losning af z" = a. Skrivz" = rel? saerz givet ved
j j 1/
z= W(ele)lln — W(el(9+p2n)) n

0.,2p

:W.ei(ﬁ+7ﬂ)’ p:O’l’___,n—l,

11



Kapitel 7

Differentialligninger

7.1 Separable differentialligninger
Adams, side 446

En 1. ordens differentialligning, der kan skrives pa formen

dy _
Ix =f(x)gy),

kaldes en separabel ligning. Vi leser den ved at integrere

dy f
— = dx+C.
fg(y) fedx+

Dette giver en ligning, som sammenknytter y og x. I favorable (men ikke alle)
tilfeelde kan man lese denne ligning, s man direkte far y som funktion af x og
integrationskonstanten C.

7.2 Homogene 1. ordens differentialligninger

Adams, side 942

En 1. ordens differentialligning, der kan skrives som
dy y
siges at veere homogen (af grad 0). Denne lgses ved at seette y = vx (bemeerk,

at y' = v+ v'x), hvorved der fremkommer den separable 1. ordens ligning

dv _ f(v)-v

dx X

12



7.3 Forste ordens lineaere differentialligninger

Adams, side 449

En 1. ordens lineeer differentialligning kan skrives pa formen

ﬂ+ xX)y=qx)

Den lgses ved forst at beregne

w(x) :fp(x) dax.

Den generelle lgsning bliver
y(x) = e MW f etV g(x)dx +ce *™,

(Midt pa side 449 i Adams ses denne formel uden leddet ce M) Leddet skal
imidlertid med.)

7.4 Anden ordens linezere differentialligninger
med konstante koefficienter

Adams, §3.7

Den generelle losning til den homogene ligning (a,b,c € R, a # 0)
ay"+by' +cy=0
findes ved at beregne rodderne i hjelpeligningen

ar’>+br+c=0.

(1) Hvis diskriminanten D = b? —4ac er positiv, fas to reelle redder r og 1 til
hjalpeligningen, og den generelle losning til den homogene ligning bliver

y(x) = cre* + e,
(2) Hvis D =0 er den generelle lasning
b
x) = Ae** + Bxe**, k=——.
y(x) g

13



(3) Hvis D <0, da har hjelpeligningen rodderne k + iw med k = —% ogw =
v-D

5.~ - Den generelle lasning bliver

k k

Ysin(wx).
(Adams, sider 204)

y(x) = c1e"* cos(wx) + cre

Den inhomogeneligning
ay"+by' +cy=f(x) (7.1)

har den generelle losning y = y, (x) + y(x), hvor y, er en partikulcer losning
til den inhomogene ligning, og y;, er den generelle losning til den homogene
ligning. Den partikuleere l@sning y), findes ved geettemetoden:

Lad A, (x), By(x) og P,(x) betegne n’te grads polynomierne

Ap(X) = ag+ a1 x+ ap x> + -+ a,x",
B,(x) =bo+b1x+byx*+---+b,x",

Pp(X) = po+ p1X+ pox® + -+ ppx".
For at finde en partikuleer losning y,, (x) til (7.1)
ay"+by' +cy=f(x)

anvendes folgende:

Hvis prov

f)= yp(x) =
P,(x) x™Ap(x)
P,(x)e™ xM™A,(x)e™

P,(x)e"*cos(kx) x™e"™™[A,(x)cos(kx)+ B, (x)sin(kx)]
P,(x)e"*sin(kx) x™e"*[A, (x)cos(kx)+ B, (x)sin(kx)]

hvor m er det midste af tallene 0, 1 og 2, sd intet led af y,, er en lgsning til den
tilsvarende homogene ligning. (Adams, side 964)

14



Kapitel 8

Vektorer i tre dimensioner

Adams, §§10.1-10.4

8.1 Afstanden mellem to punkter

For Py (x1, y1,21) 08 P2(x2, 2, 22) er afstanden | P, P;| mellem P; og P, givet ved

IPLPo] = /(2 — 202 + (72— )2 + (22— 21)2

Dette generaliseres let til R”.

8.2 Skalarprodukt og krydsprodukt
For u = (uy, up, u3) og v= (v, v2, v3) er skalarproduktet u-v givet ved

u-v=ujv;+uUxvr+ uUsvs

= |u||v|cosO,

hvor 6 er vinklen mellem u og v.
For u = (uy, up, u3), v = (vy, 12, v3) defineres krydsproduktet u x vved

|

= (UpV3 — U3 V2, U3V — U U3, U1 U2 — Up V7).

Uz Us
Uy U3

us U
VvV U1

up U
V1, 2

’ ’

UXV:(

Leengden |u x v| af krydsproduktet giver arealet af det parallelogram, som ud-
spandes af u og v. Bemerk, at u x v er en vektor vinkelret pa badde u og v og
har retning ifolge hajrehdndsreglen.

15



Hvis vi foruden u og v har en tredie vektor w = (w;, w», ws), fas

U Uz us
(4] 1%} V3.
w, Wy wWs

u-(vxw)=

Dette tal angiver volumenet (med fortegn) af det parallelepipedum, der ud-
spendes af u, vogw.

8.3 Planer og linier

Planen i R3 vinkelret pavektoren n = (A, B, C) og gdende igennem Py(xo, yo, Zo)
har ligningen
A(x—xo) + B(y—y0) + C(z—zp) =0.
Linien gennem Py (xy, yo, 29) 0g gadende i retningen v = (a, b, ¢) har parameter-
fremstillingen
X = Xp+ at,

¥y = yo+ bt, teR.

Z=2zy+cCt,

16



Kapitel 9

Funktioner af flere variabler

Definition 9.1. En funktion f: R"” — R kaldes et skalarfelt.

Definition 9.2. En funktion f: R™ — R™ kaldes et vektorfelt, m > 1.

9.1 Forste ordens afledede

Definition 9.3. Den forste partielle afledede af et skalarfelt f(x, y) med hensyn
til variablen x hhv. y er

g f(x‘l'h»J’)—f(x»J/)
0x h ’

of o fy+ )= fxy)
R

=1
(x,) hli]%

Man skriver ogsa % = fi =D f, etc. (Adams, side 681)

En normalvektor til fladen z = f(x, y) i punktet (a, b, f (a, b)) er givet ved
ligningen:

n= g(a,b)i + g(a,b)j—k
0x oy

(Adams, side 684)
Tangentplanentil z = f(x, y) i punktet (a, b, f (a, b)) er givet ved ligningen:

_ of .9 _
z—f(a,b)+ax(a,b)(x a)+ay(a,b)(y b).

(Adams, side 685)

17



Definition 9.4. Hvis u = (1, v) er en enhedsvektor, defineres den retningsafle-
dede Dy f (a, b) af f(x,y) i retningen u ved

d
Dyf(a,b)= —f(a+tu,b+tv)
dat (=0

=u-Vf(a,b)
=|Vf(a,b)|cos0,

hvor Vf(a, b) = (%(a, b), %(a, b)) kaldes gradienten af f i (a, b), og 0 er vink-

len mellem V f(a, b) og u. (Adams, side 716)

9.2 Anden ordens afledede

Seetning 9.5 (Adams, side 688 - 689). Antag f: R?> — R er et skalarfelt, samt

at de partielle aﬂededeﬂ of Of Of findes, og er kontinuerte i en omegn
p 0x’ 0y’ 0x0y’ 0ydx » 08 8

af (a, b). Sa geelder

62 2
9T ap=91
0x0y 0ydx

(a, b).

Med andre ord: differentiationsraekkefolgen er ligegyldig for “paene” funk-
tioner.
Seetningen kan generaliseres til f: R"” — R.

9.3 Kaederegel for skalarfelter

Lad f: S— R, ScR" &benogr: J— S, hvor J < R.
Definér g som

g)y=fx(), te].

Hvis r/(¢) findes, og f er differentiabel i r(¢), sa findes g’(t) og er givet ved
g =V ) ra@.

Hvis n =2 og z(t) = z(x(1), y(1)), fas

dz_ozdx 0z dy
dt 0x dt dydt

(Adams, side 694)

18



9.4 Jacobi-matrix

Lad f: R" — R veere givet som f= (f, f>,..., fm)-
Jacobi-matricen af fi a er defineret som

Difi@ D.fi@ -+ Dyfi(@ Vfi(a)
Dif2(@) Daf2(@ -+ Dpfa(a) Vfa(a)
T e
Difm@ Dzfm@ -+ Dpfm(a) Vim@
of;
hvis alle de partielle afledede findes. Her kan vi ogsa skrive D; f;(a) = 6_)]:] (a).

Bemeerk, at her er indekserne pa fi, f2,--- fin simpelt hen numrene péa de
enekelte koordinatfunktioner for f. De betegner altsa ikke partielle afledede.

9.5 Stationeaere punkter (maximum, osv.)

Definition 9.6. Et skalarfelt, der er differentiabelt i a, har et stationzert punkt
ia, hvis

Vf(@) =(D:f(a),...,D,f(@)=0.

0
Vi skriver ogsd D; f(a) = 9f (a).
ax,-

Art af et stationzert punkt
Definition 9.7. Et stationeert punkt a kaldes et
* lokalt maximum, hvis 3r >0Vxe B(a;r): f(x) < f(a),
* lokalt minimum, hvis 3r >0 Vxe B(a;r): f(x) = f(a),
e sadelpunkt, hvis Vr >03x,ye B(a;r): f(X) < f(a) < f(y),

hvor B(a;r) er en kugle med centrum a og radius r.

19



Bestemmelse af arten i to dimensioner

o> f

Skriv Di,jf = m,
L)

OoSsv.

Seaetning 9.8 (Adams, side 748, Remark). Antag at a er et stationcert punkt for
f-Lad A=D;,f@), B=D;,f(@),C= D,y f(a) og scet

A:det(A B) = AC - B

B C
Sa geelder der, at
* A<O: f haretsadelpunktia;
* A>00g A>O0: f har et lokalt minimum i a;
* A>00g8 A<O: f har et lokalt maximum i a;
* A =0:ingen konklusion.

Bemcerk. Testen giver kun mening i stationaere punkter for f.

20



Kapitel 10

Daobbeltintegraler

Adams, §14.2
TypeI: Lad S veere et omrade i xy-planet givet ved

S={(x,y):asx<boghpr(x) <y<¢s(x)}

sd er dobbeltintegralet af f over S givet ved

b P2(x)
fff(x,y)dxdy:f [[ f(x,y)dy] dx
S a $1(x)

TypeIl: Lad T vere et omrade i xy-planen givet ved

T={(xy:v1() <x<y(y)ogc<y<d}

sd er dobbeltintegralet af f over T givet ved

d Ya(y)
ff f(x,y)dxdy:f [f f(x,y)dx] dy.
T c W1(x)

10.1 Koordinatskiftito dimensioner

Lad x = x(u,v), y = y(u,v) og r(u,v) = (x(u, v), y(u, v)). Sa skiftes fra xy-
planen til uv-planen ved

fff(x ydxdy= fff x(u, ), y(u, v))

hvor § = r(T) og

(,y)
6(,)

0x O0x
0%y _|ou odv|_0x dy dx dy

ou,v) dy dy| Ou dv dv ou’
ou Ov

21



(Adams, side 814)

10.2 Poleere koordinater

x=rcosf, y=rsind,
ox, Y| _ .
ore)|

fff(x,y)dxdy:ff f(rcos@,rsin@)rdrdo.
S T

(Adams, §14.4)

10.3 Lineaer transformation

x=Au+Bv, y=Cu+Dy,

fff(x,y)dxdy:IAD—Blef f(Au+Bv,Cu+Dv)dudv.
S T

10.4 Volumenudregning

Analogt med, at der i én dimension gelder, at [, : fx)dx, f: R— R, er arealet
mellem f og x-aksen fra a til b, sa geelder der i to dimensioner, at

ff fx,y)dxdy, hvorQcR? f:R*—R,
Q

er voluminet mellem f og xy-planen inden for Q.

Voluminet af en figur i R® kan alts& beregnes ved at finde et skalarfelt f, der
beskriver overfladen af figuren kun som funktion af x og y, og finde figurens
projektion, Q, i xy-planen — og sa udregne dobbeltintegralet af f over Q.
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Kapitel 11

Tripelintegraler

Lad V veere et omrade i xyz-rummet givet ved

V={palasx<b ¢p1(x) <y<y;(x) 0gd2(x,y) <z<y2(x, )}

fu/z (x,y)
¢a(x,y)

sd er tripelintegralet af f over V givet ved

b1 ryi(x)
ff f(x,y,z)dxdydz:f f
174 a $1(x)

11.1 Koordinatskift i tre dimensioner

Lad x = x(u,v,w), y=u,v,w), z=z(u, v,w) og

f(x,52 dz]dy dx

(Adams, §14.5)

r(u, v, w) = (x(u, v, w), y(u, v, w), z2(u, v, w)).

S4 skiftes fra xyz-rummet til uvw-rummet ved

ff fx,y,2)dxdydz
1%

fff (x(u, v, w), y(u, v, w), z(uvw))'

hvor V =r(W) og
0x

ou
ax,y,2) |0y
ou,v,w) ou
0z
ou
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0x

ov
dy

ov
0z

av

ox

ow
dy
owl

0z

ow

o(x,y,2)
o(u, v, w)

dudvdw

(Adams, side 825)



11.2 Cylinderkoordinater

x=rcosf, y=rsinf, z=z,
‘mn%m

)

o(r,0,z)

fff f(x,y,z)dxdydz:fff f(rcos@,rsinf,z)rdrdfdz.
1% w

(Adams, sider 825 - - 826)

11.3 Sfaeriske koordinater

x=psin¢cosl, y=psingsind, z=pcose,
a(x,y,2)

— 2
30,0 P S

ff fx,y,2)dxdydz
1%
:ff f(psingcosh, psingsind, p cos) p?sing dp do dep.
w

(Adams, sider 827 - - 828)
11.4 Volumenudregning

Voluminet af et legeme V i R® kan udregnes ved at udregne tripelintegralet af
skalarfeltet f(x,y,z) =1:

Vol(V):fff f(x,y,z)dxdydz:ff dxdydz.
v 1%
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Kapitel 12

Kurveintegraler

12.1 Kurveintegral af et skalarfelt
Adams, §15.3

Definition 12.1. Lad
e f:R" — Rvere et skalarfelt, og

e r: [a,b] — R" veere en parametrisering af kurven C fra begyndelses-
punktet P = r(a) til slutpunktet Q = r(b).

Sd er kurveintegralet af f langs C defineret ved

b
ffds:f fa@) |I¥ (ol dt.
C a

Bemecerk. Integralets veerdi er uathaengigt af valg af parametrisering, ogsa selv
om en ny parametrisering bytter om pa P og Q.

Laengden af en kurve

Leengden af kurven C fés ved at integrere det konstante skalarfelt f = 1 langs
C.Nar C er parametriseret som ovenfor haves altsa

b
leengde(C) = f I ()l dt

(Adams, side 638)
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12.2 Kurveintegral af et vektorfelt

Definition 12.2. Lad
e F: R" — R" veere et vektorfelt, og

* r: [a,b] — R" veere en parametrisering af kurven C fra begyndelses-
punktet P =r(a) til slutpunktet Q = r(b).

Sé er kurveintegralet af F langs C defineret ved

b dr
f;;F.dr_/;; F(l‘(l‘))-Edt.

Bemcerk. Integralet er uafhaengigt af valg af parametrisering, men kun hvis o-
rienteringen af kurven bevares, dvs. nye parameterise ringer skal stadig have
P som begyndelsespunkt og Q som slutpunkt. Ombytter en ny parametrise-
ring P og Q, skifter integralet fortegn.

12.3 Gradientfelter
Adams, §15.2

Definition 12.3. Hvis der eksisterer en skalarfelt ¢:
¢:R"—>R, med V¢=(Did,...,Dnp)=F

sé& kaldes vektorfeltet F et gradientfelt eller et konservativt felt. Og skalarfeltet
¢ akldes en potentialfunktion for F.

Der geaelder s4, at

fCF~dr = fCV(p -dr = ¢(r(b)) — ¢(r(a)).
(Adams, side 867)

12.4 Tilstraekkelige betingelser for et gradientfelt

Seetning 12.4 (Adams, side 898 - - 899). Lad F = (fi,..., fn) veere et kontinuert
differentiabelt vektorfelt pa en aben sammenhcengende meengde S < R". Sa er
F et gradientfelt pa S, hvis en af folgende betingelser er opfyldt:

* D;ifi(x) = Djfi(x) for i,j =1,...,n og alle x € S, og S er en konveks
meengde (eller mere generelt: S er sammenhceengende og enkeltsammen-
hecengende),

* Kurveintegralet af F er uafhcengigt af vejen i S.
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12.5 Anden notation for kurveintegraler

For F: R? — R? givet ved F = (F}, F») geelder, at

fFldx+F2dy:fF-dr.
C C

For F: R® — R3 givet ved F = (F}, F», F3) geelder, at

fFldx+F2dy+F3dz:fF~dr.
C C
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Kapitel 13

Parametriseringer af kurver og
flader

13.1 Kurveriplanen

Cirkel med centrum (xy, yp) og radius r.

a(t) = (rcost+ xg,rsint+yg), tel0,2n],

(x = X0)* + (y — yo)* = 1°.

§'<"

Figur 13.1: Cirkel.
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Ellipse med centrum (xo, yy), x-radius a og y-radius b.

a(t) = (acost+ xg, bsin(t) + yo), te[0,2m]

(x—x0)% (y—10)?
a? * 2 L

b*(x — x0)* + a*(y — y0)* = (ab)®.

YVa
@

Figur 13.2: Ellipse.

Enretlinie fra (a,c)til (b, d).

a()=(a+b-a)t,c+(d-c)t), te]l0,1].

13.2 Flader i rummet

Kugle med centrum C = (xy, o, 20) og radius R.

r(u,v) = (Rcosusinv + xy, Rsinusinv + yg, Rcos v + zy),
uel0,2n],vel0,n],

(x—X0)* + (¥ — o) + (z — 20)* = R%.

Ellipsoide

r(u,v) = (acosusinv + xgp, bsin usinv + yp, ccos v + zyp),

(x — x)° N (= y0)° N (z—20)° _

uce [O,ZH]yUE[O)T’:]! az b2 CZ =1
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Figur 13.3: Kugle.

z

‘k<

-

X

Figur 13.4: Ellipsoide.

Cylinder
2 2
xz + Y - 1
a? b?
Kegle
< y_z
a? b2 c?
Paraboloide
£ yz B
— — ==
a? b?> ¢

Bemcerk. De sidste 3 flader har elliptiske vandrette snit.
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Figur 13.5: Cylinder.

Figur 13.6: Kegle.

X

Figur 13.7: Paraboloide.
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Kapitel 14

Uendelige raekker

Adams, §§9.2-9.4

Definition 14.1 (Adams, side 504). En raekke, }.77 | a, er konvergent, hvis af-
snitsfolgen {s,} konvergerer for n — oo, hvor s,, = }_ Z:l ay. Ellers er den diver-
gent.

Definition 14.2 (Adams, side 520). En raekke, }.37 | a, kaldes absolut konver-
gent, hvis 377 | |a,| er konvergent.

Seetning 14.3 (Adams’ setning 13, side 520).

o0 o0
Z la,| er konvergent = Z a, er konvergent.
n=1 n=1

Der geelder endvidere, at

o0 o0
< ) lapl.
1

n=

ap
n=1

14.1 Tests for konvergens

Generelt

o0
) a, erkonvergent = a,—0.
n=1

Testen bruges til at vise divergens, idet lim,,_.., a, # 0 = }_ a, er divergent.
(Adams, side 507)

Bemcerk. lim,,_.o, a, = 0 medforer ikke, at 37", a, er konvergent.

Seetning 14.4 (Integralkriteriet, Adams’ seetning 8, side 510). Lad

f:11,00) = [0,00)
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veere en kontinuert, aftagende funktion, sd geelder der:

Z f(n) er konvergent < f f(x)dx er konvergent
1

n=1
(@ floof(x) <oo).

Seetning 14.5 (Sammenligningskriteriet, Adams’ seetning 9, side 512). Lad }_ a,
veere en reekke, hvor 3K > 03N e NVn > N : a, < Kby, sd geelder der:

(o] o0
Y by er konvergent = Y ay er konvergent.
n=1 n=1
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Kapitel 15

Potensrakker

Adams, §9.5

Definition 15.1. En uendelig reekke pa formen
o0
Y an(x—-0"=ap+a(x—c)+-+a(x—0)"+-+-,
n=0

hvor x,c,a, €eR,n=0,1,... kaldes en potensrcekike.

Seetning 15.2 (Eksistens af konvergens radius). Til enhver potensreekke
[e.°]
Y an(x-0" (15.1)
n=0

horer netop én konvergens radius, R, sdledes at
* (15.1) konvergerer absolut for alle x € R, hvor |x — c| < R;
* (15.1) divergerer for alle x € R, hvor |x — c| > R.

Dvs., at for alle de x € R, der ligger inden for intervallet med centrum a og
radius R, konvergerer (15.1) absolut, og for alle de x € R, der ligger udenfor,
divergerer (15.1).

Hvis (15.1) kun konvergerer for x = a, sd er R = 0.

Hvis (15.1) konvergerer for alle x € R, sd er R = oo.

Bemcerk. Det er ikke givet, hvad der sker for de x € R, der opfylder, at |[x—a| = R
(intervalendepunkterne).

Seetning 15.3. Givet en potensreekke . an(x —¢)". Da er dens konvergens-
radius givet ved
R=L",
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hvor

an+1
an

nar disse greensevcerdier eksisterer.

L= lim

n—oo

eller L= lim |a,|''"
n—o0

Hvis L =0, sd er R = oo (pr. definition).
Hvis |“Z—;1| eller |a,|'"" gdr mod oo for n — oo, sé er R = 0 (pr. definition).

15.1 Eksempler pa uendelige raekker

In(1+x) = Z(—l)” !

x"
o n!
x"
—, —1l<x<1,
n

x2x—1

2n-1V
2n

sinx = Z [ | L pu—

x
N L
COS X n;)( ) o

00 2n+1

X
sinhx = e —
,;J 2n+1)!

(o) 2n

X
coshx = ,
,IZ’O 2n)!

2n+1

arctan x = Z (-D"

il x| <1,
n=0

x", |xl <1,

|‘|
18

S
1l
o

x", x| <1.

T
I
18

N
Il
—

35



Kapitel 16

Sandsynlighedsteori

Adams, §7.8
En kontinuert stokastisk variabel X, som kan tage veerdier i et interval
[a, b], siges at have teethedsfunktion f(x), x € [a, b], hvis der geelder

X2
Pr(x; < x < x») :f fx)dx
X1

for alle x1, x» € [a, b] med x; < xo.
En sddan taethedsfunktion ma nedvendigvis opfylde to betingelser

(1) f(x)=0forallex € [a,b],

@ [P fdx=1.

Her kan [a, b] erstattes med (—oo, b], (—oo,00) eller [a,00), men sa bliver inte-
graleti (2) uegentlig.

16.1 Eksempler
Ligelig fordeling pa [a, b]:
1
=——, asxsbh.
f(x) P asx
Eksponentiel fordeling pa [0,00) med middelveerdi k:
fx) = ke x>o0.

Normalfordeling pa (—oo,00) med middelveerdi p og standardafvigelse o

1 2 2
fx) = — e w20 ), —00 < X < 00.
ovV2m
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Standardnormalfordelingenhar =0, 0 =1, sa:

1 >
f(x)=——e X/Z, —00 < X < 00.

V2m

16.2 Middelveerdi, varians, standardafvigelse

Hvis X har teethedsfunktion f(x), x € [a, b], s& er

* middelvcerdien u(X) af X

b
u(X) = EX) :f xf(x)dx,

a

e variansen g*(X) af X

b
o*(X) = f (x—w?f(x)dx
= p(X*) - p(X)?,

* standardafvigelsen for X er \/0?(X).
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