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MM501 Calculus 1






INSTITUT FOR MATEMATIK OG DATALOGI
SYDDANSK UNIVERSITET

Skriftlig eksamen
MM501

mandag den 16. januar 2006 kl. 14.00-16.00

Om anvendelse af computer /symbolmanipulerende lommeregner ved eksamen
Det er tilladt at anvende computer (eller lommeregner), men ikke printer. Fglgende grund-
regel geelder: Man mé gerne bruge computeren til at udfgre differentiationer, bestemme inte-
graler og lgse reelle ligningssystemer. Derimod vil besvarelser som er baseret pa mere avan-
cerede funktioner (som f.eks. lgsning af differentialligninger, bestemmelse af graenseveerdier,
beregning af Taylorpolynomier, lgsning af ligninger i komplekse tal) ikke blive accepteret.

Alle skriftlige hjeelpemidler er tilladte.

Der leegges veegt pa at besvarelserne er klart formulerede, og at argumentationen fremtrae-
der tydeligt. Benyttes resultater fra opgivelserne, er en henvisning gnskelig.

Opmarksomheden henledes pa, at det i visse opgaver kan veere muligt at regne senere
spgrgsmal, selvom man ikke har regnet de tidligere.

Opgavesaettet bestar af 7 opgaver med ialt 8 delspgrgsmal, som hver teeller 10 point ved
bedgmmelsen.
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Januar 2006
OPGAVE 1 (10 point)

Bestem den fuldsteendige lgsning til differentialligningen:

Y + 2y + 5y =0.

OPGAVE 2 (10 point)

Undersgg om graensevaerdien
. xsin(x
lim 7()2
r—0]1 —e™®

eksisterer, og bestem i bekraeftende fald dens veerdi.

OPGAVE 3 (20 point)

Betragt det komplekse tal zg = % .

a) Bestem det komplekse tal w = z3 bade pa poleer form og pa formen z + iy (z,y € R).
0
(b) Bestem samtlige komplekse tal z, der lgser 4. grads ligningen
z" =w,

og skitsér lgsningerne pa en tegning.

OPGAVE 4 (10 point)

Bestem den lgsning til differentialligningen

dy 1

dz ~ cosh(y)e2®’

som opfylder betingelsen: y(0) = 0.

OPGAVE 5 (10 point)

Om en funktion f: R — R vides at

e f er 3 gange kontinuert differentiabel.
o f(0) = f(0)=00g f"(0) =3.

Bestem anden-ordens Taylor polynomiet for f omkring 0, og benyt dette til at bestemme
graensevaerdien
2
lim I )

r—0 .’L'4




Januar 2006

OPGAVE 6 (10 point)

Bestem partialbrgksfremstillingen af den rationale funktion

20+ 4

k@) = i m o)

OPGAVE 7 (10 point)

Betragt funktionen F': [e, co[ — R givet ved

Fz) = —% @), (z¢ e, 00]).

Gor rede for, at man kan veelge en konstant ¢, saledes at funktionen
f(@)=cF'(z),  (z € [e,00]),

er en teethedsfunktion pa [e, oo[, og bestem denne konstant c.
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20. marts 2006

OPGAVE 1 (10 point)
Bestem den lgsning til differentialligningen:
y" 4+ 4y +4y =0,
som opfylder at
y(0)=2 og y'(0)=0.

OPGAVE 2 (20 point)
(a) Bestem Taylor polynomiet af orden 2 omkring 0 for hver af funktionerne
f(z) = xzcosh(z) og g¢g(x)=In(1+ x).

(b) Bestem greenseveerdien
x cosh(x) — In(1 + x)
im .

z—0 562

OPGAVE 3 (10 point)
Betragt det komplekse tal z = 2 + 2i. Bestem den polaere form af z, og bestem z* pa poleer
form og pa formen = + iy.
OPGAVE 4 (10 point)
Bestem den lgsning til differentialligningen
dy

— —2zy =z,

dz
som opfylder betingelsen: y(1) = 0.

OPGAVE 5 (10 point)

Bestem partialbrgksfremstillingen for den rationale funktion

OPGAVE 6 (20 point)

Betragt funktionen f: [1,00[ — R givet ved

fa)= 5 el

(a) Bestem konstanten ¢ saledes at funktionen

g(x) =cf(x),  (z€[1,00)),

er en teethedsfunktion pa [1, 0ol

(b) Lad X veere en stokastisk variabel med teethedsfunktion g. Bestem da middelveerdien
E(X) og variansen V(X).
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23. marts 2006

OPGAVE 1 (10 point)

Bestem forste ordens Taylor polynomiet (lineariseringen) omkring 0 for hver af funktionerne
f(z) =sin(z) og g(x) = sinh(z),

og bestem derefter greensevaerdien

sin(z) sinh(z) .

lim 5

x—0 T

OPGAVE 2 (20 point)

(a) Bestem den lgsning til differentialligningen:

% + cosh(z)y = cosh(z), (x € R), (%)

som opfylder at y'(0) = 1
(b) Vis, at enhver lgsning y = y(x) til (*) opfylder at

lim y(z) = 1.

T— 00

OPGAVE 3 (10 point)

Om en funktion y = y(z) defineret pa |0, co[ vides at

(i) y(z) €] = 5, 5[ for alle 2 > 0.

(i) y(1) =

(iii) y er differentiabel og opfylder differentialligningen:

ISP

dy 1
dr (14 tan?(y))/z’

(z €10, 00]).

Bestem en forskrift for y som funktion af x.

OPGAVE 4 (20 point)

(a) Bestem pé formen w = x + iy samtlige komplekse tal w, der opfylder ligningen:

w? = —2i.

(b) Bestem samtlige komplekse tal z, der opfylder 2. grads ligningen:

24+ (149)z+i=0.
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OPGAVE 5 (20 point)

(a) Bestem partialbrgksfremstillingen for den rationale funktion

322 + 2z +2
(x+1)(22+2)

R(z) =

(b) Bestem konstanten c saledes at funktionen

3a% 4+ 22+ 2

)= c(a: +1)(z2 4 2)’

(z € [0,1]),

er en teethedsfunktion pa [0, 1].



Januar 2007

Januar 2007

Opgave 1 (10 point)
Bestem samtlige lgsninger til differentialligningen
y'+y —6y=0

som opfylder y'(0) = 0.

Opgave 2 (10 point)
Bestem graenseveerdien
) sin(x?)
lim .
z—0 111(1 + 322 + 23 — x4)

Opgave 3 (10 point)
Find alle komplekse tal z der opfylder

22 4+2244=0.

Skriv svarene bade pa formen a + ib, med a,b € R, og pa polar form.

Opgave 4 (10 point)
Lad f: [0,00) — R veere givet ved
f(x) =2 +32% +x — 3.
Vis at f er injektiv, angiv dens veerdimeengde Vm(f) og bestem

(f@).

Opgave 5 (10 point)
Find lgsningen til differentialligningen

dy 1 1

- y=— 2<t<1
T 1V Ty ’

som opfylder y(0) = 0.
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Opgave 6 (30 point)
Betragt funktionen f: [0,2] — R givet ved

(a) Find anden-ordens Taylor polynomiet af f(z) omkring x = 1.
(b) Bestem konstanten k siledes at funktionen
g(x) =k f(x), for x € ]0,2] ()
er en taethedsfunktion.

(c) Lad X veere en stokastisk variabel med funktionen ¢ i ligning (*) som teethedsfunktion.
Find middelveerdien F(X) for X.
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Marts 2007

Opgave 1 (10 point)
Bestem den lgsning til differentialligningen
y" + 6y +9y =0,

som opfylder y(0) =1 og y(1) = 0.

Opgave 2 (10 point)
Undersgg om graensevaerdien
. sinh(2?)
lim ————~—
z—0 cos(x) — 1

eksisterer, og bestem i bekraeftende fald dens veerdi.

Opgave 3 (20 point)
Betragt det komplekse tal zg = v/3 + i.

(a) Bestem det komplekse tal w = 23 bade pa poleer form og pa formen a +ib med a,b € R.
(b) Bestem samtlige komplekse tal z, der lgser 3. grads ligningen
27 =w,

og skitsér lgsningerne pa en tegning.

Opgave 4 (10 point)

Bestem den lgsning til differentialligningen

dy 1 + xcos(x? + 1)
dr cosh(y) ’

som opfylder y(0) = 1.
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Opgave 5 (10 point)
Om en funktion f: R — R vides at

e f er 3 gange kontinuert differentiabel,
e f(0)=1, f(0) =0, f(0) =3, og
e 0< f(x) <1 foralle z € R.

Bestem anden-ordens Taylor polynomiet Po(x) for f omkring 0 og brug Lagranges restled til

at vise at . ) 1
<f(3)-rG) <&
0 f(2> 2\2) = 48

Opgave 6 (20 point)

(a) Bestem partialbrgksfremstillingen for den rationale funktion

Tr —4
z(x —1)(xz+2)

R(z) =

(b) Bestem konstanten k saledes at funktionen

Tr —4

@@ +2) x € [2,3]

flz) =k

er en teethedsfunktion pa intervallet [2, 3].
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Januar 2008

Opgave 1 (10 point)
Bestem lgsningen til differentialligningen
" /
y +4y + 13y =0,

som opfylder y(0) = 0 og y'(0) = 6.

Opgave 2 (10 point)

Undersgg om graenseveaerdien

In(sin )
o=n/2 (cos(0))?

eksisterer, og bestem i bekraeftende fald dens veerdi.

Opgave 3 (10 point)

Bestem i formen = + iy alle komplekse tal z som opfylder
23 = 274,

og skitsér lgsningerne pa en tegning.

Opgave 4 (10 point)

Bestem lgsningen til differentialligningen

3

d
aTy —tan(x) y(z) = sin(x), Tea< -,
x

[\
[\

som opfylder y <£) =2.
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Opgave 5 (30 point)
Betragt funktionen
2+ x+2

R(aj)::ﬁ—f—xz—i—x—kl'

(a) Bestem partialbrgksfremstillingen for R(x).

(b) Vis at R(x) er aftagende for x > 0 og find

()

(c) Bestem konstanten k saledes at f(z) = k R(z) er en teethedsfunktion pa intervallet [0, 1].

Opgave 6 (10 point)
Det er kendt at f(x) = sin(z) har lineseriseringen L(z) = = omkring « = 0. Vis at L(x) er

ogsé det anden grads Taylor polynomium for f(z) omkring x = 0 og sa vis at

r—sinr < ——

6000
nar z = 1/10.



Marts 2008 15

Marts 2008

Opgave 1 (10 point)
Bestem den lgsningen til differentialligningen
y'+4y +4y=0

som opfylder 3/(1) =0 og y(1) = —1.

Opgave 2 (10 point)

Undersgg om graensevaerdien
(sint)?
im—————
t—0 111(1 + t2)

eksisterer, og bestem i bekraeftende fald dens veerdi.

Opgave 3 (20 point)

(a) Betragt det komplekse tal w = 2 — 3i. Bestem de tre komplekse tal w + 1, w? og 1/w
hver i formen x + iy og skitsér dem i den komplekse plan.

(b) Bestem alle komplekse tal z der opfylder

|z +1] =]z — 1.

Opgave 4 (10 point)

Bestem konstanten k saledes at

f(z) = zsin(z?) 4+ k, for z € [0,/7/2]
er en teethedsfunktion pa [0, \/7/2].
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Opgave 5 (20 point)
Betragt funktionen
1

R(z) = z(z —1)(z+1)

(a) Bestem partialbrgksfremstillingen for R(z).

(b) Find lgsningen til differentialligningen

Wy - )0 + 1)

som opfylder y(0) = 1.

Opgave 6 (10 point)
Om en funktion f: R — R vides det

e f er 4 gange kontinuert differentiabel,
o f(1)=1, f/(1)=-2, f"(1) =3, f"(1) = -4, og

o ["(x) <0 foralle x € [—1,1].

MMb501 Calculus I

Bestem tredje-ordens Taylor polynomiet Ps(x) for f omkring x = 1 og brug Lagranges restled

til at vise at a1
F0) < &
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Oktober 2008

Opgave 1 (10 point)

Bestem den lgsning til differentialligningen
y" — 4y’ +29y = 0,

som opfylder y(0) = 1 og ¥/(0) = —1.

Opgave 2 (10 point)

Undersgg om graensevaerdien

lim In(u)
u—lud —u? 4+ u—1

eksisterer, og bestem i bekraeftende fald dens veerdi. Her betegner In den naturlige logaritme-
funktion.

Opgave 3 (10 point)

Betragt det komplekse tal u = 1 — 2i. Bestem de tre komplekse tal z = u + 1, w = u® og

¢ =1/(u+1) hver i formen z + iy, med z, y reelle tal. SkitsA©r s z, w og ¢ i den komplekse
plan. Til sidst bestem et argument til z.

Opgave 4 (10 point)

Bestem Taylor polynomiet af grad 3 omkring ¢t = —1 for funktionen

f(t) = cosh(t® + t).

Opgave 5 (10 point)
Bestem lgsningen y(z) til differentialligningen

dy_ 2
%_az(l—i-y)

der opfylder y(0) = 1.
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Opgave 6 (20 point)

Betragt funktionen
2

R(z) = ——.
(@) = —3—
(a) Bestem partialbrgksfremstillingen for R(x).

(b) Bestem konstanten k saledes at f(x) = k R(z) er en teethedsfunktion pa intervallet hvor
2 < x <4

Opgave 7 (10 point)
Bestem samtlige veerdier af konstanten k saledes at funktionen
2z =thsin(kz — 1)
af x og t opfylder partieldifferentialligningen

Oz 00y
0z2 ot



Januar 2009

Januar 2009

Opgave 1 (10 point)
Bestem den lgsning til differentialligningen
y" + 6y’ — 16y = 0,

som opfylder y(0) = 3 og ¥'(0) = —4.

Opgave 2 (10 point)

Undersgg om graenseveerdien
4(sint)t — 1
im ———————
t—m/4  cos(2t)

eksisterer, og bestem i bekraeftende fald dens veerdi.

Opgave 3 (10 point)
Bestem alle komplekse tal z som opfylder
2t = —81.
Skriv svarene i bade rektanguleer form x + iy og poleer form re®
Opgave 4 (10 point)

Bestem lgsningen y(z) til differentialligningen
d
dTi+y(:c)=m, z €R,
der opfylder y(1) = 1.
Opgave 5 (10 point)

Bestem partialbrgksfremstillingen for funktionen

2
@+ D@ 1)

R(x) =

Opgave 6 (20 point)

(a) Bestem konstanten k sa at funktionen

k

o) = T

for z € [0,1],

er en taethedsfunktion pé intervallet [0, 1].

19
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(b) Lad X vaere et stokastisk variabel med funktionen A i ligning (%) som teethedsfunktion.
Bestem middelveerdien E(X) af X.

Opgave 7 (10 point)

Det vides om en funktion ¢(t) at
(i) q er defineret og 3 gange kontinuert differentiabel for —1 < ¢t < 1,
(ii) ¢(0) =0, ¢'(0) = -1, ¢"(0) = 1,
(iii) ¢"(s) <3for 0 < s < 1.

Bestem anden-ordens Taylor polynomiet P5(t) for ¢(t) omkring t = 0 og det tilhgrende Lag-
range restled. Brug disse udtryk til at gore rede for at

(3)<-1
1\ 3 16°
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Oktober 2009

OPGAVE 1 (20 point)

(a) Bestem samtlige lgsninger til differentialligningen

Wt cos(a) - y(x) = cos(x) - (1+sin(x)), @€ R,

(b) Bestem derefter den lgsning, som opfylder begyndelsesbetingelsen

()=

OPGAVE 2 (10 point)
Bestem partialbrgksfremstillingen for den rationale funktion

_ 2+ 8
o3 42— 21

R(z)

OPGAVE 3 (10 point)

Bestem graenseveaerdien f
. x3 — 222
lim ——.
2—0 1 — cos(3x)

Opgavesattet fortseettes pa neeste side.
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Om anvendelse af decimaltal i opgaverne 4, 5, 6:

Anvendes der decimaltal i svaret pa et spgrgsmal fra denne side, kan besvarelsen af spgrgsmaélet
hgjst bedgmmes som en “god praestation” i eksamensbekendtggrelsens forstand, svarende til
karakteren 7.

OPGAVE 4 (20 point)
(a) Bestem konstanten A sa funktionen
h(z) = A2+ =5, 0<x<1

er en teethedsfunktion pa intervallet [0, 1].

(b) Antag nu, at X er en stokastisk variabel med den netop bestemte h(z) som taetheds-
funktion. Bestem middelveerdien E(X) og variansen Var(X).

OPGAVE 5 (10 point)

=

Bestem lineariseringen af funktionen arcsin(z) omkring =z = —
NB: Den givne funktion betegnes ofte som sin~!(z).

OPGAVE 6 (10 POINT)

Lad w betegne det komplekse tal w = 1 + i. Bestem fglgende fire komplekse tal pa formen
a + ib (naturligvis med a og b reelle tal), og skitser deres beliggenhed i den komplekse plan.

w?, w4 2w, 4/ —i- (w? + 2w).
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Facitliste oktober 2009

OPGAVE 1 (20 point)

(a) Bestem samtlige lgsninger til differentialligningen

Wt cos(a) - y(x) = cos(x) - (1+sin(x)), @€ R,

SVAR |
y(z) = sin(z) + Ce™ @ hvor C er en vilkarlig reel konstant.

(b) Bestem derefter den lgsning, som opfylder begyndelsesbetingelsen

()=

SVAR

—sin(x)

4 .
y(x) =sin(z) + - e (kan ogsé skrives som sin(z) 4 4e~1750()),

e

OPGAVE 2 (10 point)

Bestem partialbrgksfremstillingen for den rationale funktion

2 +8
R(z) = 3+ 22 — 22’
SVAR:
2 4 3

OPGAVE 3 (10 point)

Bestem graenseveaerdien

5 3 — 222
im ——.
2—0 1 — cos(3x)

SVAR

To gange anvendelse af I’Hopitals regel viser, at greenseveerdien er 5

Opgavesezettet (og facitter) fortseettes pa naeste side.
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Om anvendelse af decimaltal i opgaverne 4, 5, 6:

Anvendes der decimaltal i svaret pé et spgrgsmal fra denne side, kan besvarelsen af spgrgsmé-
let hgjst bedgmmes som en “god preaestation” i eksamensbekendtggrelsens forstand, svarende
til karakteren 7.

OPGAVE 4 (20 point)
(a) Bestem konstanten A sa funktionen
h(z) = A2+ =5, 0<x<1

er en teethedsfunktion pa intervallet [0, 1].

SVAR
A=2.

(b) Antag nu, at X er en stokastisk variabel med den netop bestemte h(z) som taetheds-
funktion. Bestem middelveerdien F(X) og variansen Var(X).

SVAR " -
B(X) = - X)= >
X =1 Vo) =15

OPGAVE 5 (10 point)

=

Bestem lineariseringen af funktionen arcsin(x) omkring z = —
NB: Den givne funktion betegnes ofte som sin™!(z).

L(m)z_;+2<x+\é§>.

SVAR

Opgavesaettet (og facitter) fortseettes pa naeste side.
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OPGAVE 6 (10 POINT)

Lad w betegne det komplekse tal w = 1 + i. Bestem fglgende fire komplekse tal pa formen
a + ib (naturligvis med a og b reelle tal), og skitser deres beliggenhed i den komplekse plan.

w?, w4 2w, +/—i- (w2 + 2w).
SVAR

w? =2i, w?4+2w=2 +£—i (w2+20)==%(1-1).

=1+i=-(1-i)
&
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5. januar 2010

OPGAVE 1 (20 point)

Betragt differentialligningen 3" (z) + 14y/(z) + 49y(x) = 0.
(a) Bestem samtlige lgsninger.

(b) Bestem den lgsning, der opfylder begyndelsesbetingelserne y(1) = 1,¢'(1) = 0.

OPGAVE 2 (10 point)

Bestem partialbrgksfremstillingen for den rationale funktion

522 — 9z + 4
Riw) = 23 — 322 4 22
OPGAVE 3 (10 point)
Bestem greenseveerdien
. tan"!(z?)
lim ———.

2—0 1 — cos(2x)

OPGAVE 4 (10 point)

Antag, at f(t) er lpsning til begyndelsesveerdiproblemet

y"(t) +sin(t) -y (t) +cos(t) - y(t) =0, y(0)=1, ¢'(0)=2.

Bestem fjerdegrads Maclaurinpolynomiet Py(t) for f(t).

Opgavesattet fortseettes pa neeste side.
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Om anvendelse af decimaltal i opgaverne 5 og 6:

Anvendes der decimaltal i svaret pa et spgrgsmal fra denne side, kan besvarelsen af spgrgsmaélet
hgjst bedgmmes som en “god praestation” i eksamensbekendtggrelsens forstand, svarende til

karakteren 7.

OPGAVE 5 (20 point)

I denne opgave betegner e som seedvanligt grundtallet for den naturlige logaritme.

(a) Bestem konstanten C' s& funktionen

er en teethedsfunktion pa intervallet [e, €?].

(b) Antag nu, at X er en stokastisk variabel med den netop bestemte h(z) som taetheds-
funktion. Bestem middelveerdien F(X) og variansen Var(X).

OPGAVE 6 (10 point)

Lad A veare det komplekse tal A = —16v/3 + 16i. Omskriv A til poleer form, og bestem
dernaest samtlige rodder i ligningen 2° = A.
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Facit 5. januar 2010

OPGAVE 1 (20 point)

Betragt differentialligningen 3" (z) + 14y/(z) + 49y(x) = 0.

(a) Bestem samtlige lgsninger.

SVAR: y(z) = Ae™™ + Bxe™ ™ hvor A og B er vilkarlige konstanter.

(b) Bestem den lgsning, der opfylder begyndelsesbetingelserne y(1) = 1,¢/(1) = 0.
SVAR: y(z) = —6e" ™ 4 Tze"~ T,

OPGAVE 2 (10 point)

Bestem partialbrgksfremstillingen for den rationale funktion

5% — 9z + 4
R(w) = 23 — 312 + 22
SVAR: R(z) = % + %
OPGAVE 3 (10 point)
Bestem graenseveerdien
tan—1(2?)

lim
z—0 1 — cos(2x)

SVAR: Vardien er %

OPGAVE 4 (10 point)
Antag, at f(t) er lpsning til begyndelsesveerdiproblemet

y'(t) +sin(t) -y () + cos(t) -y(t) =0, y(0)=1, ¥'(0)=2.

Bestem fjerdegrads Maclaurinpolynomiet Py(t) for f(t).

Opgavesaettet fortseettes pa naeste side.
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Om anvendelse af decimaltal i opgaverne 5 og 6:

Anvendes der decimaltal i svaret pa et spgrgsmal fra denne side, kan besvarelsen af spgrgsmaélet
hgjst bedgmmes som en “god praestation” i eksamensbekendtggrelsens forstand, svarende til
karakteren 7.

OPGAVE 5 (20 point)

I denne opgave betegner e som seedvanligt grundtallet for den naturlige logaritme.

(a) Bestem konstanten C' s& funktionen

er en teethedsfunktion pa intervallet [e, €?].

SVAR: C = 1.

(b) Antag nu, at X er en stokastisk variabel med den netop bestemte h(z) som taetheds-
funktion. Bestem middelveerdien F(X) og variansen Var(X).

SVAR: E(X) = 3(e3 —¢), Var(X)= 3(e* —¢?).

OPGAVE 6 (10 point)

Lad A vere det komplekse tal A = —16v/3 + 16i. Omskriv A til poler form, og bestem
dernaest samtlige rgdder i ligningen z° = A.

SVAR:
A = 32%,
z1 = 262%,
29 = Qei[%Jr%ﬂ],
z3 = 2ei[%+4?ﬂ],
z4 = Zei[%+6?ﬂ],

i[my 8w
2z = 26U6+F)
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27. januar 2010

OPGAVE 1 (20 point)

Betragt differentialligningen y”(z) + 63/ (z) + 13y(z) = 0.
(a) Bestem samtlige lgsninger.

(b) Bestem den lgsning, der opfylder begyndelsesbetingelserne y(7) = 0 og ¢/(7) = 2.

OPGAVE 2 (20 point)
Betragt andengradsligningen z? 4+ 4z + 8 = 0.

(a) Bestem rgdderne pa formen a + bi, og skitser deres beliggenhed i den komplekse plan.

(b) Angiv redderne pa poleer form.

OPGAVE 3 (10 point)

Bestem partialbrgksfremstillingen for den rationale funktion

227 — 14z — 12

E(z) x3—222 -3z

OPGAVE 4 (20 point)
Betragt funktionen h(z) =23 +222 +32 -3, zcR.
(a) Bestem lineariseringen for h(x) omkring z = 2.

(b) Gor rede for at h(x) er voksende for alle x, og bestem differentialkvotienten

(h=1)'(19).

OPGAVE 5 (10 point)

Bestem graenseveerdien
In(1 — z?)
z—0 x2—gxt
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Facit 27. januar 2010

OPGAVE 1 (20 point)

Betragt differentialligningen y”(z) + 63/ (z) + 13y(z) = 0.

(a) Bestem samtlige lgsninger.

SVAR: y(r) = Ae3% cos(2z)+Be 3 sin(2x), hvor A og B er vilkarlige reelle konstanter.
(b) Bestem den lgsning, der opfylder begyndelsesbetingelserne y(7) = 0 og ¢/(7) = 2
SVAR: y(z) = 3™ 3% sin(2z).

OPGAVE 2 (20 point)
Betragt andengradsligningen 2% + 4z + 8 = 0.

(a) Bestem rgdderne pa formen a + bi, og skitser deres beliggenhed i den komplekse plan.
SVAR: Rgdderne er —2 + 2i og —2 — 24. Skitsen udelades i denne facitliste.

(b) Angiv redderne pa poleer form.

SVAR: . o
—2 42 = 2v2e1™  — 2 2j = 2\/2e1™,

OPGAVE 3 (10 point)

Bestem partialbrgksfremstillingen for den rationale funktion

222 — 14z — 12
R(z) = x3 — 222 —3x
SVAR: 4 ) 3
R(x) = — —
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OPGAVE 4 (20 point)
Betragt funktionen h(z) =23 +222+3x -3, z€R.
(a) Bestem lineariseringen for h(x) omkring z = 2.
SVAR: L(z) =19 + 23(x — 2).
(b) Gor rede for at h(x) er voksende for alle x, og bestem differentialkvotienten

(h™1)'(19).

SVAR:

h'(z) = 322 + 42 + 3 er et “glad” andengradspolynomium med diskriminant -20. Derfor
er h/(x) altid positiv. Derfor er h(x) voksende.

v 1
(h1Y(19) = .

OPGAVE 5 (10 point)

Bestem graenseveerdien

In(1 — z?)
x—0 IQ — .734 '

SVAR: Greenseveerdien er -1.
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Juni 2010

Opgave 1

Der er givet en stokastisk variabel X med veerdiinterval 0 < z < b, hvor b er en positiv
konstant. Det oplyses, at teethedfunktionen for X har forskriften

1
f(:c):m+§, 0<z<hb.

(a) Bestem veerdien af b.

(b) Bestem middelveerdien, variansen og spredningen af X.

Opgave 2

En reel funktion g er givet ved forskriften
gt)=—t3—2t+1, teR.

(a) Bestem veerdierne g(—1), g(0), g(1).
Vis at g er aftagende.

(b) Ger rede for, at g har en invers funktion, og bestem de to veerdier

g, (g ().

Opgave 3

Betragt differentialligningen
dy 2x+1

de — 3y2
hvor y = y(z) forudseettes > 0 for alle z.

(a) Bestem den fuldstaendige lgsning.

(b) Bestem ogsé den lgsning, som opfylder begyndelsesbetingelsen y(1) = 2.
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Opgave 4
Lad funktionen f veere givet ved forskriften f(u) = vu? + 4.

(a) Bestem anden-ordens Taylorpolynomiet, Ps(u), for f omkring 0.

(b) Brug det fundne Taylorpolynomium til at beregne en tilnszermet veerdi for /5.

Opgave 5
Betragt differentialligningen

49/ (t) — 209/ (t) + 25y(t) = 0.
(a) Bestem den fuldstaendige lgsning.

(b) Bestem samtlige lgsninger, som opfylder begyndelsesbetingelsen

/()

(c) Bestem den lgsning, som opfylder de to begyndelsesbetingelser

3)-0 9()
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Opgave 1

35

Der er givet en stokastisk variabel X med veerdiinterval 0 < z < b, hvor b er en positiv

konstant. Det oplyses, at teethedfunktionen for X har forskriften

(a) Bestem veerdien af b.

SVAR: b= 1.

(b) Bestem middelveerdien, variansen og spredningen af X.

SVAR: BE(X) = &, Var(X) =14, o(X) =L

Opgave 2

En reel funktion g er givet ved forskriften
gt)=—t3—2t+1, teR.

(a) Bestem veerdierne g(—1), g(0), g(1).
Vis at g er aftagende.
SVAR: g(—1) =4, ¢(0) =1, ¢g(1) = —2.
g (t) = —=3t? — 2 < 0 for alle ¢; derfor er g aftagende.

(b) Gor rede for, at g har en invers funktion, og bestem de to veerdier

g, (g .

SVAR: Da g er aftagende, er g injektiv, og derfor har g en invers funktion.

g1 =0, (971 (1)=-1

Opgave 3

Betragt differentialligningen
dy 2x+1

de  3y2 "’
hvor y = y(z) forudseettes > 0 for alle .

(a) Bestem den fuldsteendige lgsning.

SVAR: y = V22 + = + A,

(b) Bestem ogséa den lgsning, som opfylder begyndelsesbetingelsen y(1) = 2.

SVAR: y = V22 +  + 8.
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Opgave 4
Lad funktionen f veere givet ved forskriften f(u) = vu? + 4.

(a) Bestem anden-ordens Taylorpolynomiet, Ps(u), for f omkring 0.
SVAR: P(u) = 2+ 3u?.

(b) Brug det fundne Taylorpolynomium til at beregne en tilnsermet veerdi for v/5.
SVAR: Py(1) = 2.

Opgave 5
Betragt differentialligningen

49/ (t) — 20y (t) + 25y(t) = 0.

(a) Bestem den fuldsteendige lgsning.
SVAR: y(t) = Ae? + Bte®.

(b) Bestem samtlige lgsninger, som opfylder begyndelsesbetingelsen

/()

SVAR: y(t) = B (t — %) e?.

(c) Bestem den lgsning, som opfylder de to begyndelsesbetingelser

2)-0 1)
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INSTITUT FOR MATEMATIK OG DATALOGI
SYDDANSK UNIVERSITET

Skriftlig eksamen
MM502

tirsdag den 31. marts 2009 kl. 9.00-11.00

Om anvendelse af computer/symbolmanipulerende lommeregner ved eksamen
Det er tilladt at anvende computer (eller lommeregner), men ikke printer. Fglgende grundregel
geelder: Man méa gerne bruge computeren til at udfgre differentiationer, bestemme stamfunk-
tioner og lgse reelle ligningssystemer. Derimod vil besvarelser, som er baseret p& mere avan-
cerede funktioner (som f.eks. summation af uendelige rackker, bestemmelse af dobbelt- eller
tripelintegraler, eller bestemmelse af en potentialfunktion) ikke blive accepteret.

Alle skriftlige hjeelpemidler er tilladte.

Der leegges veegt pa at besvarelserne er klart formulerede, og at argumentationen fremtrae-
der tydeligt.

Opgavesacttet bestar af 5 opgaver med i alt 10 delspgrgsmal, der alle vaegtes lige.

Den samlede pointsum i hele saettet er 80.

Der er 3 sider inklusive denne.
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Marts 2006

OPGAVE 1 (20 point)
En funktion f(x,y) er givet ved
flz,y) =9 — 224 12y — 2 — 493
(a) Find samtlige kritiske punkter for f(z,y).

(b) Bestem arten af hvert af de kritiske punkter.

OPGAVE 2 (10 point)
Vi har en funktion f(x,y) i to variable og danner en ny funktion g(t) ved
g(t) = f(7, 2 — 2t 4 1).
Bestem ¢'(0), idet vi ved, at funktionen f(x,y) er differentiabel, og at
Vf(1,1) =2i+ 3j.

OPGAVE 3 (20 point)
Et omrade D i planen er givet ved
D={(z,y)|2*+y* <4, 0<z<y},
og et omrade V i rummet er givet ved
V={(z,y,2) | (z,y) €D, 0<z<zx®+yH)}.
(a) Skitser D og beskriv D i polaere koordinater.

(b) Bestem volumet af V.

OPGAVE 4 (30 point)

Betragt de to plane vektorfelter

F(z,y) = (4 +5y° — 102y, 15zy° — 52° — 4y)
G(z,y) = (4z+5y° — 102y, 152y* — 5% — 4x)

(a) Vis at G(z,y) ikke er et konservativt vektorfelt.
(b) Find en potentialfunktion ¢(z,y) for vektorfeltet F(x,y).

(¢) Angiv en normalvektor til niveaukurven for ¢(z,y) i punktet (1,—1).

OPGAVE 5 (10 point)

Bestem konvergensradius for potensrackken

oo
™™o 7 722 733
-1+ - _ .
n20n+1x +2:E+3:B+4:L‘+




Marts 2006

OPGAVE 6 (10 point)

Bestem veerdien af den uendelige raekke

. 92. 3”+3 2"
Y

n=0

41
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Besvarelse marts 2006

OPGAVE 1 (20 point)

En funktion f(x,y) er givet ved
fz,y) =9 — 2z 4 12y — 2 — 493
(a) Find samtlige kritiske punkter for f(z,y).

(b) Bestem arten af hvert af de kritiske punkter.

Svar: (i). Vi finder de partielt afledede

fl(I7y) = _2_2567
falz,y) = 12-12°

De stationgere punkter for f(x,y) er netop lgsningerne til ligningerne f1(z,y) = 0 og fo(x,y) =
0, og de findes til at veere

(x,y) = (-1, 1)7 (x,y) - (_17_1)'

(ii). De andenordensafledede af f(x,y) findes:

A = fll(q:vy) = -2,
B = fl?(%?/) = 07
C = folry) = 24y

[ punktet (—1,1) har vi A = -2, B =0, C = —24, s AC > B? og A < 0, hvilket giver
lokalt maximum.
I punktet (—1,—1) har vi A = =2, B =0, C = 24, si AC < B2, hvilket giver saddelpunkt.

OPGAVE 2 (10 point)

Vi har en funktion f(x,y) i to variable og danner en ny funktion g(¢) ved
g(t) = f(eS, 2 — 2t +1).
Bestem ¢’(0), idet vi ved, at funktionen f(x,y) er differentiabel, og at
V£(1,1) = 2i+ 3j.

Svar: Vi benytter kedereglen. Hvis vi saeetter u(t) = € og v(t) = t> — 2t + 1, sd er g(t) =
f(u(t),v(t)), og dermed
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OPGAVE 3 (20 point)

Et omrade D i planen er givet ved
D={(zy)|2*+y’ <4, 0<z<y},
og et omrade V i rummet er givet ved
V={(x,y,2) | (x,y) € D, 0<z<a(@®+y")})
(a) Skitser D og beskriv D i poleere koordinater.

(b) Bestem volumet af V.

Svar: (i). (Skitse). I poleere koordinater er D givet ved
0<r<2  w/4<0<n/2.

(ii). Volumenet bestemmes:

vol(V) = fjx(:vQ +12) dA
D

2 /2
= dr / rcos(8)r® rdh

0 /4
2 w/2
= / 7 dr/ cos(6) df
0 w/4
2 /2
_ |1,5 -
= [57“ }O[SIH(Q)LM
- 20 ﬂ) _ 162-v2)
OPGAVE 4 (30 point)
Betragt de to plane vektorfelter
F(r,y) = 4o+ 5y3 — 10zy, 15xy2 —5r? — 4y)
G(z,y) = (4z+ 5y3 — 10zy, 15:1:y2 —5r? — 4x)

(a) Vis at G(z,y) ikke er et konservativt vektorfelt.
(b) Find en potentialfunktion ¢(z,y) for vektorfeltet F(z,y).

(¢) Angiv en normalvektor til niveaukurven for ¢(z,y) i punktet (1,—1).

Svar: (i). Det ses af nedenstaende, at krydsdifferentiationsreglen ikke geelder for G(z,y), og
G(x,y) derfor ikke er konservativ:

o2 — 1542 — 10z — 4
o (L2Y) 5y” — 10z — 4,
@(:c,y) = 15y% — 10z.

dy
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(ii). En potentialfunktion ¢(x,y) bestemmes. Vi har

0
oo (ay) = Fia,y) = 4o + 5y* — 10z,
Xz

hvilket implicerer, at

o(z,y) = 22% + 5zy® — 52’y + C(y),

for en passende funktion C'(y). Nu er
2 2 oy 09 _ _ 2 2
15zy* — 52° + C'(y) = 8—(x,y) = Fy(z,y) = 15xy” — bx* — 4y,
Y

dvs. C'(y) = —4y. En lgsning hertil er C(y) = —2y?, som endelig giver

o(z,y) = 222 + 5zy> — 5y — 2%

(iii). Vektorfeltet F(x,y) = Vp(z,y) star vinkelret pa niveaukurverne til ¢(z,y). Derfor
ern=F(1,—1) = (9,14) den gnskede normalvektor.

OPGAVE 5 (10 point)
Bestem konvergensradius for potensraekken

o0

oo 7 (CEPR
=1 _ _ i

n:0n+1x +2$+3x+4x +

Svar: Vi pregver at bestemme L = limy, o0 ant1/an:

an1 T/ (n+2)  ™H(n+1) _ n+l  _ 1+41/n

an  ™/(n+1)  TMn+2)  n+2  14+2/n
Vi kan nu se, at

141
L= tim 9 = gy 7 L0
n—oo  Qy n—00 1—|—2/n
Konvergensradius er derfor
R=1/L=1/7.

OPGAVE 6 (10 point)

Bestem veerdien af den uendelige raekke

. 92. 3n+3 2"
YD

n=0
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Svar:

o0

D

n=0

2.3"+3-2"

577,

<.2.3" 3.9n
et

n=0 =
Z:lz- (%)n_l +Z:13
2 3 -

45
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Juni 2006

OPGAVE 1 (20 point)
En funktion p(u,v) er givet ved
p(u,v) =ww+1/u+1/v, u>0,v>0.
(a) Find det/de kritiske punkter for p(u,v).

(b) Bestem arten af det/de kritiske punkter fundet ovenfor.

OPGAVE 2 (20 point)

Lad S veere fladen i rummet givet ved z = f(x,y) hvor f(z,y) = cos(xz — y).
(a) Bestem ligningen for den tangentplan til S, der gar igennem punktet (g, 0, f(5, 0))
(b) Bestem den retningsafledede Dy f(%,0) hvor u=1i—j.

OPGAVE 3 (15 point)
Betragt funktionen f: R? — R? og g: R? — R? veere givet ved

f(CE,y) = (1‘271/73/24»1‘)7 g(x’y) :(x+yali*y)
Find Jacobimatricerne Df(1,1), Dg(0,2) og D(go f)(1,1).

OPGAVE 4 (15 point)
Lad V veere omradet i rummet givet ved
V ={(z,y,2) | 2® +y* + 22 <25 z>3}.

Bestem rumfanget af V.

OPGAVE 5 (10 point)

Betragt vektorfeltet
F(z,y) = =i+ $2j.
Bestem ligningen for den feltlinie! til F(x,y), som gar igennem punktet (2,1).
OPGAVE 6 (20 point)
Afggr om de to rackker nedenfor er konvergente.

1
(a) Zm

n=0

1
(b) Z:2n+l

n=0

!Engelsk: field line
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Marts 2007

OPGAVE 1 (30 point)

Betragt funktionen
f(z,y) =In(a® +y* +1).

(a) Find gradienten V f(1,2).

(b) Find den retningsafledede af f(x,y) i punktet (1,2) i retningen u = 2i+ %j.

(c¢) Find en ligning for tangentplanen til grafen for f(z,y) i punktet (1,2, f(1,2)).

(d) Angiv en enhedvektor v, som opfylder Dy f(1,2) = 0.

(e) Find en ligning for tangentlinien til niveaukurven f(z,y) = In(6) i punktet (1,2).
OPGAVE 2 (20 point)
En funktion h(z,y) er givet ved

h(z,y) = 222 + y° — 2%y — 3y.
(a) Find samtlige kritiske punkter for h(x,y).

(b) Bestem arten af hvert af de kritiske punkter.

OPGAVE 3 (10 point)
Vi har to funktioner f,g: R? — R?, hvor f er givet ved udtrykket

f(z,y) = (ysin(x), :Bcos(y)),

og hvor Jacobimatricen for g i punktet (0,0) er givet ved

Dg(0,0) = (_21 g) .

Benyt disse oplysninger til at bestemme Jacobimatricen D(gof)(0,0) for den sammensatte
funktion g o f: R2 — R? i punktet (0,0).

OPGAVE 4 (15 point)
Udregn dobbeltintegralet

fj xy dA,
T

hvor T' er trekanten med hjgrner (0,0), (2,0) og (2,1).
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OPGAVE 5 (25 point)
Betragt det plane vektorfelt

F(z,y) = (ay+sin(y) —ysin(z), z 4+ z cos(y) + cos(z) + 1),
hvor a er et bestemt tal. Det oplyses, at F(z,y) er et konservativt vektorfelt.
(a) Gor rede for, at a = 1.

(b) Find en potentialfunktion ¢(z,y) for vektorfeltet F(x,y).

/F-alr7
(&

hvor C' er kurven i planen med parameterfremstilling

(c) Bestem kurveintegralet

r(t) = (t(2m —t),1), t €[0,27].
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Juni 2007

OPGAVE 1 (20 point)
En funktion g(z,y) er givet ved

g(w,y) =In(a® +y* - 1).
(a) Find en ligning for tangentplanen for grafen for g(z,y) i punktet (1,1, ¢g(1,1)).
(b) Bestem lineariseringen L(x,y) for g(z,y) udviklet i punktet (1,1).

(c) Find en enhedsvektor u saledes, at Dy g(1,1) = 0.

OPGAVE 2 (20 point)
En funktion f(z,y) er givet ved

f(z,y) = 2%+ 3xy® — 122,
(a) Find samtlige kritiske punkter for f(z,y).

(b) Bestem arten af hvert af de kritiske punkter.

OPGAVE 3 (30 point)

Betragt de plane vektorfelter

F(z,y) = (ye‘” + 2zy + 322, —e® + ¥ + x2)’
G(z,y) = (yew + 2zy + 322, ¢® 4+ ¥ + xZ)‘

(a) Gor rede for, at F(z,y) ikke er konservativ.

(b) Det oplyses, at vektorfeltet G(x,y) er konservativt. Find en potentialfunktion ¢(z,y)
for vektorfeltet G(z,vy).
/ G - dr,
C

hvor C er kurven i planen med parameterfremstilling

(c) Bestem kurveintegralet

r(t) = (sin(t), cos(t)), t € [0,7].

/F-dr,
D

hvor D er kurven i planen med parameterfremstilling

(d) Bestem kurveintegralet

r(t) = (1,1), t €[0,1].
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OPGAVE 4 (20 point)
(a) Skitser omradet D = {(z,y) | 22 + 4% <9, y > 0}, og beskriv D i polaere koordinater.

(b) Bestem volumenet af omradet

V={(z,y,2) |2 +47 <9, y>0, 0<z<y}

OPGAVE 5 (10 point)

Bestem veerdien af den uendelige raekke
— 5+ 6"
Z 7n—1 '

n=1
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Marts 2008

OPGAVE 1 (26 point)

Svarene i denne opgave gnskes givet som eksakte vaerdier, ikke som decimaltal.

Betragt funktionen
f(z,y) = Va2 + by.
(a) Bestem gradienten V f(2,1).
(b) Bestem en ligning for tangentplanen til grafen for f(z,y) i punktet (2,1, f(2,1)).
(c) Bestem den retningsafledede af f(z,y) i punktet (2,1) i retningen bestemt af vektoren
w= (_D

(d) Bestem den retningsafledede Dy f(2,1), nar v er en enhedsvektor, som danner en vinkel
pa 60 grader med gradienten Vf(2,1).

OPGAVE 2 (13 point)

Lad f vaere en differentiabel funktion f : R? — R3, givet pa formen

Fl(x7y)
f(l‘,y) = F2(357y) ) (x,y) € R2'
Fg(ilf,y)
Det er oplyst, at
1 3 1
£(0,2)=(2], D(f)(0,2)=(0 -1
4 1 2

(a) Angiv ud fra de givne oplysninger formlen for lineariseringen af funktionen F; : R? — R
ud fra punktet (0,2).

(b) Bestem ud fra de givne oplysninger de omtrentlige koordinater til vektoren £(0.01,1.97).
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OPGAVE 3 (14 point)
Lad P betegne den plan i rummet R3, som er givet ved ligningen 2z + 2y + z = 2.

(a) Bestem koordinaterne til planens skeeringspunkter med de tre koordinatakser.
Bestem ogsa en ligning for planens skeeringslinie med xy-planen.

[

hvor K er den pyramide, som begrznses af planen P og de tre koordinatplaner.

(b) Udregn tripelintegralet

OPGAVE 4 (20 point)

Betragt det plane vektorfelt
F(z,y) = (y +cye® —e¥, 24z + " — 2:E62y),
hvor ¢ er en reel konstant. Det oplyses, at feltet F(z,y) er konservativt.
(a) Ger rede for, at ¢ = 1.

(b) Find en potentialfunktion ¢(z,y) for vektorfeltet F(z,y).

/F‘dr,
P

hvor P er parabelbuen i planen med parameterfremstilling

(c) Bestem kurveintegralet

r(t) = (t,t* —4), —2<t<2

OPGAVE 5 (7 point)

(a) Bestem summen af den uendelige raekke

5+ 21
> o

=0
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Besvarelse marts 2008

OPGAVE 1 (26 point)

Svarene i denne opgave gnskes givet som eksakte vaerdier, ikke som decimaltal.

f(z,y) = a2 + 5y.

Betragt funktionen

(a) Bestem gradienten V f(2,1).
(b) Bestem en ligning for tangentplanen til grafen for f(x,y) i punktet (2,1, f(2,1)).
(c) Bestem den retningsafledede af f(x,y) i punktet (2,1) i retningen bestemt af vektoren

W:(j)

(d) Bestem den retningsafledede Dy f(2,1), nar v er en enhedsvektor, som danner en vinkel
pa 60 grader med gradienten V f(2,1).

Svar opgave 1

@ vren - (1).

6

(b) En ligning for tangentplanen til grafen for f(x,y) i punktet er z = 3+ %(w —-2)+ %(y —1).
Andre ligninger er lige sa rigtige, fx z = % + %x + %y eller 6z = 5+ 4z + 5y.

(c) Bestem den retningsafledede af f(z,y) i punktet (2,1) i retningen bestemt af vektoren
-1
w_(ﬂ)
(d) Bestem den retningsafledede Dy f(2,1), nar v er en enhedsvektor, som danner en vinkel
pa 60 grader med gradienten V f(2,1).

OPGAVE 2 (13 point)

Lad f vaere en differentiabel funktion f : R? — R3, givet pa formen

Fl(l',y)
f(l’,y) = FQ(x7y) ’ (wvy) € Rz'
Fg(ﬂf,y)
Det er oplyst, at
1 3 1
f0,2)=1(2]|, D()(0,2)=(0 -1
4 1 2

(a) Angiv ud fra de givne oplysninger formlen for lineariseringen af funktionen F; : R? — R
ud fra punktet (0,2).

(b) Bestem ud fra de givne oplysninger de omtrentlige koordinater til vektoren £(0.01,1.97).
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OPGAVE 3 (14 point)
Lad P betegne den plan i rummet R3, som er givet ved ligningen 2z + 2y + z = 2.

(a) Bestem koordinaterne til planens skeeringspunkter med de tre koordinatakser.
Bestem ogsa en ligning for planens skeeringslinie med xy-planen.

[

hvor K er den pyramide, som begrznses af planen P og de tre koordinatplaner.

(b) Udregn tripelintegralet

OPGAVE 4 (20 point)

Betragt det plane vektorfelt
F(z,y) = (y +cye® —e¥, 24z + " — 2:E62y),
hvor ¢ er en reel konstant. Det oplyses, at feltet (x,y) er konservativt.
(a) Ger rede for, at ¢ = 1.

(b) Find en potentialfunktion ¢(z,y) for vektorfeltet F(z,y).

/F‘dr,
P

hvor P er parabelbuen i planen med parameterfremstilling

(c) Bestem kurveintegralet

r(t) = (t,t* —4), —2<t<2

OPGAVE 5 (7 point)

(a) Bestem summen af den uendelige raekke

5+ 21
> o

=0
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OPGAVE 1 (33 point)

Betragt funktionen
h(x,y) = 2* — 3z + 22y + y* — 3°.

(a) Bestem gradienten VA(2,1).

(b) Bestem en ligning for tangentplanen til grafen for h(z,y) i punktet (2,1, h(2,1)).

(c) Bestem den retningsafledede af h(x,y) i punktet (2,1) i retningen bestemt af vektoren
e (2)

(d) Bestem samtlige kritiske punkter for h(z,y).

(e) Bestem arten af hvert af de kritiske punkter.

OPGAVE 2 (13 point)

(a) Skitser omradet D = {(x,y) | 22 +y*> < 25, x +y > 0} og beskriv det i poleere
koordinater.

(b) Bestem veerdien af dobbeltintegralet

//D(m+y) dA.

Et plant vektorfelt F er givet ved forskriften

OPGAVE 3 (20 point)

F(z,y) = cos(y) i+ 2z}.
(a) Ger rede for, at vektorfeltet ikke er konservativt.

(b) Bestem en ligning for den feltlinie til F(z,y), som gar gennem punktet (1, ).

/F-dr,
L

hvor L er det rette liniestykke fra punktet (0,0) til punktet (5, 7).

(c) Bestem veerdien af kurveintegralet
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OPGAVE 4 (14 point)

Lad H veere en differentiabel funktion af to variable H : R2 — R.
Veaerdierne af funktionen H og dens gradient VH er opgivet i to punkter:
H(1,0) = 4,
VH(1,0) = i-2j,
H(0,1) = 0,
VH(0,1) = 3i.
Lad

h(t) = H(exp(4t),sin(2t)), te€R,
k(t) = H(sin(t),2t+1), teR.

(a) Bestem differentialkvotienten A'(0).

(b) Bestem lineariseringen af k(t) omkring ¢ = 0.
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Facitliste, juni 2008

OPGAVE 1 (33 point)

Betragt funktionen
h(x,y) = 2* — 3z + 22y + y* — 3°.

(a) Bestem gradienten Vh(2,1).

(b) Bestem en ligning for tangentplanen til grafen for h(z,y) i punktet (2,1, h(2,1)).

(c) Bestem den retningsafledede af h(x,y) i punktet (2,1) i retningen bestemt af vektoren
w= ()

(d) Bestem samtlige kritiske punkter for h(z,y).

(e) Bestem arten af hvert af de kritiske punkter.

Facitliste for opgave 1

(a) Vh(2,1) = @ .

(b) En ligning for den sggte tangentplan er z = 3z + 3y — 7.

)

(c) Den sggte retningsafledede er —2—3.

(d) De kritiske punkter er (1,1) og (3,-1).
)

() (5,1) er et saddelpunkt og (3,—1) er et lokalt minimumspunkt.

OPGAVE 2 (13 point)
(a) Skitser omradet D = {(x,y) | 22> +y*> < 25, x +y > 0} og beskriv det i poleere
koordinater.

(b) Bestem veerdien af dobbeltintegralet

//D(x—i-y) dA.

Facitliste for opgave 2

(a) Jeg gider ikke indseette figuren i denne fil.
I polaere koordinater er graenserne 0 < r < 5 og —

(b) Integralets veerdi er

2501/2
T
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OPGAVE 3 (20 point)
Et plant vektorfelt F er givet ved forskriften

F(z,y) = cos(y)i—+ 2z j.
(a) Gor rede for, at vektorfeltet ikke er konservativt.

(b) Bestem en ligning for den feltlinie til F(z,y), som gar gennem punktet (1, §).

/F-dr,
L

hvor L er det rette liniestykke fra punktet (0,0) til punktet (7, 5).

(c) Bestem vaerdien af kurveintegralet

Facitliste for opgave 3

(a) Da 8% cos(y) = —sin(y) er forskellig fra 8%2:6 = 2, er vektorfeltet ikke konservativt.

. . « . N _ 2 1
(b) En ligning for den sggte feltlinie er sin(y) = z* — 3.

(¢) Veerdien er
2
14
+ 4
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OPGAVE 4 (14 point)

Lad H veere en differentiabel funktion af to variable H : R? — R.
Veardierne af funktionen H og dens gradient VH er opgivet i to punkter:
H(1,0) = 4,
VH(1,0) = i-2j,

H(Ov ) = )
VH(0, = 3i
Lad
h(t) = H(exp(4t),sin(2t)), te€R,
k(t) = H(sin(t),2t+1), teR.

(a) Bestem differentialkvotienten A/(0).

(b) Bestem lineariseringen af k(t) omkring ¢ = 0.

Facitliste for opgave 4

(a) Differentialkvotienten er h'(0) = 0.

(b) Lineariseringen af k(t) omkring ¢t = 0 er L(t) = 3t.
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Marts 2009
OPGAVE 1 (16 point)
En funktion g(z,y) er givet ved
1
g(w,y) = ve~ (37°+) (z,y) € R
(a) Bestem de kritiske punkter for g(x,y).

(b) Bestem arten af de kritiske punkter for g(z,y).

OPGAVE 2 (16 point)
Lad S veere den flade i rummet, som er givet ved ligningen z = h(x,y) = /22 + 4y2.

(a) Bestem ligningen for den tangentplan til S, som gar igennem punktet (3, 2,h(3, 2))

(b) Bestem den retningsafledede Dy (h)(3,2), nar retningen er bestemt af vektoren <_12> :

OPGAVE 3 (16 point)

To vektorfelter i planen er givet ved forskrifterne

_ 6y + 4y — 1 _ 6y + 4y — 1
Glz,y) = <3ac2 +8xy+2y)’ H(z,y) = 322+ Toy +2y)

(a) Vis, at ét af vektorfelterne ikke er konservativt.

(b) Bestem en potentialfunktion for ét af vektorfelterne.

OPGAVE 4 (24 point)

Et omrade i planen er givet ved
D={(zy)|2*+y’ <22 <y}

(a) Skitser omradet og beskriv det i poleere koordinater.

[ waa

(c) Bestem middelveerdien af x over omradet D.

(b) Beregn dobbeltintegralet

OPGAVE 5 (8 point)

Bestem summen af den uendelige raekke

o 2" + 352
Z 7n+1
n=1
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Facitliste marts 09

OPGAVE 1 (16 point)

En funktion g(z,y) er givet ved

1
g(z,y) = ze- (37 (z) e R

(a) Bestem de kritiske punkter for g(z,y).
SVAR: Der er to kritiske punkter, nemlig (1,0) og (—1,0).

(b) Bestem arten af de kritiske punkter for g(z,y).

SVAR: I (1,0) er der relativt maksimum. I (—1,0) er der relativt minimum.

OPGAVE 2 (16 point)
Lad S veere den flade i rummet, som er givet ved ligningen z = h(x,y) = /22 + 4y2.

(a) Bestem ligningen for den tangentplan til S, som gar igennem punktet (3, 2,h(3, 2))
SVAR: Ligningen er z =5+ 2(z — 3) + $(y — 2)

(b) Bestem den retningsafledede Dy (h)(3,2), nar retningen er bestemt af vektoren <_12> .

SVAR: Den retningsafledede er *1235‘/5.

OPGAVE 3 (16 point)

To vektorfelter i planen er givet ved forskrifterne

[ 6ry+4y? —1 [ 6ry+4y? —1

(a) Vis, at ét af vektorfelterne ikke er konservativt.
SVAR: Krydsdifferentiationstesten giver 86—}51 =6z + 8y # 6x + Ty = %
Altsa er H(x,y) ikke konservativt.

(b) Bestem en potentialfunktion for ét af vektorfelterne.

SVAR: p(x,y) = 322y + 42y? — x + y? er en potentialfunnktion for G(z,y).
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OPGAVE 4 (24 point)
Et omrade i planen er givet ved
D={(z,y)]|2* +y* <2,x <y}

(a) Skitser omradet og beskriv det i polaere koordinater.

SVAR: Skitse findes pa facitlistens sidste side.
Graenserne for de polaere koordinater er 0 < r < /2, 150< %’T.

[ waa

(c) Bestem middelveerdien af x over omradet D.
SVAR: Middelveerdien er §—4

T

(b) Beregn dobbeltintegralet

SVAR: Integralets veerdi er %4.

OPGAVE 5 (8 point)

Bestem summen af den uendelige raekke
& o 43, 5n+2
Z 7n+1

n=1

SVAR: Summen er %.
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LA

Figur 0.1: Skitse af omréadet D.

15
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Juni 2009

OPGAVE 1 (16 point)

Lad C veere den niveaukurve for funktionen h(z,y) = sin(x) - cos(z + y), som gar gennem
punktet P med koordinater (w/2, —7/4).

(a) Bestem en normalvektor til kurven C' i punktet P.

(b) Bestem en ligning for kurven C, og bestem en tangentvektor til C' i punktet P.

OPGAVE 2 (16 point)

En funktion f(x,y) er givet ved
flay) =2 =3y +4° + 3% (z,y) € R
(a) Bestem de kritiske punkter for f(z,y).

(b) Bestem arten af de kritiske punkter for f(z,y).

OPGAVE 3 (16 point)

Betragt en funktion G : R? — R? med en forskrift af formen
G(z,y) = (g(x’y)> , (a,y) €R%
h(z,y)

Det er oplyst, at

G(0,1) = @) D(G)(0,1) = <§ ?)

(a) Bestem formlen for lineariseringen omkring punktet (0, 1) for funktionen g.
(b) Bestem ud fra lineariseringen den omtrentlige veerdi for g(—0.01, 1.02).
OPGAVE 4 (16 point)
Et omrade i planen er givet som
D={(z,y)|1<2®>+9> <4, >0}
(a) Skitser omradet D og bestem dets greenser i poleere koordinater.

(b) Beregn dobbeltintegralet

foijdA.
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OPGAVE 5 (16 point)
Et vektorfelt i 1. kvadrant er givet ved forskriften

3
F(z,y) = @y‘%) , x>0,y>0.

/F-dr7
L

nar L er liniestykket fra (1,1) til (1, 3).

(a) Bestem kurveintegralet

(b) Bestem ligningen for den feltlinie for F', som gar gennem punktet (1, 3).

65
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Facitliste juni 09

OPGAVE 1 (16 point)

Lad C veere den niveaukurve for funktionen h(z,y) = sin(x) - cos(z + y), som gar gennem
punktet P med koordinater (7/2, —m/4).
(a) Bestem en normalvektor til kurven C' i punktet P.

SVAR: Gradienten for en funktion star vinkelret pa funktionens niveaukurver i ethvert

:g§§> . Enhver vektor,

som er proportional til den angivne vektor (og forskellig fra 0), er et lige s& godt svar,
1
fx. <1)

(b) Bestem en ligning for kurven C, og bestem en tangentvektor til C' i punktet P.

punkt. Derfor er svaret grad(h)(mw/2, —m/4) som beregnes til <

SVAR: Ligningen for niveaukurven gennem P er h(z,y) = h(w/2,—n/4), dvs
sin(x) - cos(x +y) = v/2/2.

-1

1

Ogsa her er enhver dermed proportional vektor, som er forskellig fra 0, et lige sa godt
svar.

Tveaervektoren til en normalvektor, er en tangentvektor, sa et svar er

OPGAVE 2 (16 point)

En funktion f(x,y) er givet ved
flo,y) =2 =3y +4° + 3y, (,9) € R

(a) Bestem de kritiske punkter for f(z,y).
SVAR: De kritiske punkter er (0,0) og (—3/4,—1/2).

(b) Bestem arten af de kritiske punkter for f(z,y).
SVAR: Der er lokalt minimum i (0,0), og saddelpunkt i (—3/4,—1/2).

OPGAVE 3 (16 point)

Betragt en funktion G : R? — R? med en forskrift af formen

G(z,y) = (Zgig;) , (z,y) € R

G(0,1) = (g) D(G)(0,1) = (g ?)

(a) Bestem formlen for lineariseringen omkring punktet (0, 1) for funktionen g.

Det er oplyst, at

SVAR: Lineariseringen for g er givet ved formlen L(x,y) =2+ 4z + 5(y — 1).
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(b) Bestem ud fra lineariseringen den omtrentlige veerdi for g(—0.01,1.02).

SVAR: Den omtrentlige veerdi er L(—0.01,1.02) = 2.06.

OPGAVE 4 (16 point)
Et omrade i planen er givet som
D={(z,y)|1<2®+¢y* <4, x>0}

(a) Skitser omradet D og bestem dets graenser i polaere koordinater.

SVAR: Skitsen er vedheftet. Graenserne er 1 <r <2, —7/2 <60 < /2.

(b) Beregn dobbeltintegralet
ﬂ . _dA.
o 14 a? +y?

SVAR: Veerdien er 2 4+ 7/2 — 2arctan(2) (~ 1.3565).
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OPGAVE 5 (16 point)

Et vektorfelt i 1. kvadrant er givet ved forskriften

3
F(r,y) = @y‘%) , @>0,y>0.

/F-dr7
L

nar L er liniestykket fra (1,1) til (1, 3).
SVAR: Verdien er 20.

(a) Bestem kurveintegralet

(b) Bestem en ligning for den feltlinie for F, som gar gennem punktet (1, 3).
SVAR: Ligningen er
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-2

Figur 0.2: Skitse af omradet D.

69
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April 2010

OPGAVE 1 (13 point)
Betragt funktionen g, givet ved forskriften g(z,y) = 2% + 2%y — y?, (z,y) € R

(a) Bestem de kritiske punkter for g.

(b) Bestem arten af de kritiske punkter.

OPGAVE 2 (24 point)

Betragt funktionen
h(z,y) = In(3z +y?), x> 0.

Lad P betegne punktet med koordinater (1, —2).
(a) Bestem gradienten Vh(1, —2).
(b) Bestem formlen for lineariseringen af h(z,y) omkring punktet P.
(c) Bestem den retningsafledede af h(x,y) i punktet P, i retningen bestemt af vektoren
w= ()
Lad K veere den niveaukurve for h, som gar gennem P.

(iv) Angiv en ligning for niveaukurven K.
Bestem en tangentvektor til K i punktet P.

OPGAVE 3 (13 point)

Lad kurven C veere givet ved parameterfremstillingen
r(t) = (In(t+1),t), 0<t<2

og lad vektorfeltet V veere givet ved forskriften

V(x,y)z( ye™ )

2y + xe™

(a) Ger rede for, at 'V opfylder krydsdifferentiationsreglen, og bestem en potentialfunktion
for V.

(b) Bestem veerdien af kurveintegralet

/V-dr.
c
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OPGAVE 4 (12 point)
Lad P betegne den plan i rummet R3, som er givet ved ligningen 6z + 3y + 2z = 6.

(a) Bestem koordinaterne til planens skeeringspunkter med de tre koordinatakser, og skitser
den trekant, hvis hjgrner er de tre skeeringspunkter.
Bestem endvidere en ligning for planens skeeringslinie med xy-planen.

fifvav

hvor K er den pyramide, som begrznses af planen P og de tre koordinatplaner.

(b) Beregn tripelintegralet

OPGAVE 5 (12 point)

Lad D betegne det omrade i planen, som er beskrevet ved
D= {(z,y) |4 <2®+y* <25 x>0}
(a) Skitser omradet D, og beskriv det i poleere koordinater.

(b) Bestem veerdien af dobbeltintegralet

jf z(z? + y?)dA.
D

OPGAVE 6 (6 point)

(a) Bestem summen af den uendelige raekke
o 1+2"
Z 3nt+l °

n=0
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Facitliste april 10

OPGAVE 1 (13 point)
Betragt funktionen g, givet ved forskriften g(z,y) = 2% + 2%y — y?, (z,y) € R

(a) Bestem de kritiske punkter for g.

SVAR: Der er to kritiske punkter: (0,0) og (—3, %)

(b) Bestem arten af de kritiske punkter.
SVAR: Standardtesten giver, at (—3, %) er et sadelpunkt.
Den giver ingen konklusion om (0,0). Men da g(0,0) = 0, og g(,0) = 2 antager bade
negative og positive veerdier for vilkarligt sma veerdier af z, er (0,0) et sadelpunkt.

OPGAVE 2 (24 point)

Betragt funktionen
h(z,y) = In(3z +y?), z=>0.

Lad P betegne punktet med koordinater (1, —2).

(a) Bestem gradienten Vh(1,—2).

3
SVAR: Gradienten er <_74> .
7
(b) Bestem formlen for lineariseringen af h(z,y) omkring punktet P.
SVAR: L(z,y) =In(7) + 3(z — 1) — 2(y + 2) (=In(7) — ¥ + 22— 1y).

(c) Bestem den retningsafledede af h(x,y) i punktet P, i retningen bestemt af vektoren
o ()
SVAR: Den retningsafledede er _75
Lad K veere den niveaukurve for h, som gar gennem P.
(iv) Angiv en ligning for niveaukurven K.

Bestem en tangentvektor til K i punktet P.

SVAR: En ligning for K er In(3z + y?) = In(7). Ekvivalent hermed (og simplere) er
ligningen 3z + y? = 7.

4
En tangentvektor er fx. tveervektoren til gradientvektoren i punktet. Altsa <§> . Mul-
7

e . . (4
tiplikation med 7 giver en peenere tangentvektor, nemlig <3> .
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OPGAVE 3 (13 point)
Lad kurven C veere givet ved parameterfremstillingen
r(t) = (In(t+1),t), 0<t<2

og lad vektorfeltet V veere givet ved forskriften

ye™
V(z,y) = (2y + xew) :

(a) Gor rede for, at 'V opfylder krydsdifferentiationsreglen, og bestem en potentialfunktion
for V.

SVAR: Man udregner

O(ye™)
Jy

02y + ze™)
Ox

=e" +zye™ og = e" 4 zye™.

De to udtryk er ens, s& krydsdifferentiationsreglen geelder.
En potentialfunktion er

o(z,y) = ™ + y°.

/V~dr.
C

SVAR: Kurven starter i punktet (0,0) og ender i punktet (In(3),2). Integralets veerdi er
derfor ¢(In(3),2) — ¢(0,0) = 2B £ 22 0 02 =9 +4 -1 =12.

(b) Bestem veerdien af kurveintegralet

OPGAVE 4 (12 point)

Lad P betegne den plan i rummet R3, som er givet ved ligningen 6z + 3y + z = 6.

(a) Bestem koordinaterne til planens skeeringspunkter med de tre koordinatakser, og skitser
den trekant, hvis hjgrner er de tre skeeringspunkter.
Bestem endvidere en ligning for planens skeeringslinie med xy-planen.

SVAR: De tre skeeringspunkter har koordinaterne (1,0,0), (0,2,0) og (0,0,6).
Skitsen udelades i denne facitliste.
Linien har ligningen y = —2x + 2.

(b) Beregn tripelintegralet
[[[ v av,
K

hvor K er den pyramide, som begraenses af planen P og de tre koordinatplaner.

| f[gy dv = /O i < /0 o dy < /O T ydz>> = 1.
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OPGAVE 5 (12 point)
Lad D betegne det omrade i planen, som er beskrevet ved
D= {(z,y) |4 <2®+y* <25 x>0}

(a) Skitser omradet D, og beskriv det i poleere koordinater.

SVAR: Skitsen udelades i denne facitliste. Graenserne for de polaere koordinater er

2<r<5 -—-—<f< .
- 2- 2
(b) Bestem veerdien af dobbeltintegralet
jj z(x? + y?)dA.
D

SVAR:

ff z(x? + y?)dA = /25 dr (/_S 3 cos(6) - rd@) = 61586.

D 3
OPGAVE 6 (6 point)

(a) Bestem summen af den uendelige raekke

i 1+2"
Tgntl
n=0 3"

SVAR: Summen er %
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OPGAVE 1 (12 point)

Betragt funktionen g, givet ved forskriften g(z,y) = 2% — 32y? — 6y, (z,y) € R
(a) Bestem de kritiske punkter for g.

(b) Bestem arten af de kritiske punkter.

OPGAVE 2 (18 point)

Betragt funktionen h med forskriften  h(z,y) = 22 —y* — y*.
Lad P betegne punktet med koordinater (—1,1).

(a) Bestem gradienten Vh(—1,1).
(b) Bestem formlen for lineariseringen af h(z,y) omkring punktet P.
(c) Bestem den retningsafledede af h(x,y) i punktet P, i retningen bestemt af vektoren
-5
w = ( 1 2).
OPGAVE 3 (13 point)

Lad kurven K veere givet ved parameterfremstillingen

s

r(t) = (3(1—2t),7r(1+t)>, 0<t<1,

og lad vektorfeltet V veere givet ved forskriften

[ ycos(x) — cos(y)
V(z,y) = (1 + sin(x) + xsin(y)) '

(a) Bestem en potentialfunktion for vektorfeltet V.

/Vodr.
K

(b) Bestem veerdien af kurveintegralet
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OPGAVE 4 (13 point)
Betragt dobbeltintegralet

LJ" x21+y2 dA,

R={(z,y) |1 <a®+y* <4},

hvor

(a) Skitser omradet R, bestem dets areal, og anfor dets graenser i poleere koordinater.
(b) Udregn dobbeltintegralets veerdi.

Bestem middelveerdien af funktionen ﬁ over omradet R.

OPGAVE 5 (12 point)
Betragt dobbeltintegralet

1
——— dA,
g Vaty?
hvor C' betegner cirkelskiven med centrum i punktet (0,0) og radius 3, altsa
C={(z,y) | 2* +y> <9}.
(a) Gor rede for, at dobbeltintegralet er uegentligt.

(b) Bestem veerdien af dobbeltintegralet (som et reelt tal eller co).

OPGAVE 6 (6 point)
(a) Bestem summen af den uendelige raeekke
o0 on—1 4 3n

n+1
n=0 5

OPGAVE 7 (6 point)
En funktion F : R? — R3 er givet ved forskriften

T4y
F(z,y) = [ 2* + 22y

y3

(a) Bestem Jacobimatricen DF(1, —2).
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Facitliste juni 10
OPGAVE 1 (12 point)
Betragt funktionen g, givet ved forskriften g(z,y) = 2% — 32y? — 6y, (z,y) € R

(a) Bestem de kritiske punkter for g.
SVAR: De kritiske punkter er (1,-1) og (-1,1).

(b) Bestem arten af de kritiske punkter.
SVAR: Begge er saddelpunkter.
OPGAVE 2 (18 point)

Betragt funktionen h med forskriften  h(z,y) = 22 —y? — y*.
Lad P betegne punktet med koordinater (—1,1).

(a) Bestem gradienten Vh(—1,1).
SVAR: Gradienten er (—2, —6).

(b) Bestem formlen for lineariseringen af h(z,y) omkring punktet P.
SVAR: L(z,y) = 3 — 2z — 6y.

(c) Bestem den retningsafledede af h(x,y) i punktet P, i retningen bestemt af vektoren
-5
()

SVAR: Den retningsafledede er f%.
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OPGAVE 3 (13 point)

Lad kurven K veere givet ved parameterfremstillingen

s

r(t) = (3(1—2t),7r(1+t)>, 0<t<1,

og lad vektorfeltet V veere givet ved forskriften

[ ycos(x) — cos(y)
V(z,y) = (1 + sin(x) + xsm(-@)) '

(a) Bestem en potentialfunktion for vektorfeltet V.
SVAR: ¢(z,y) = y + ysin(x) — x cos(y).

/Vodr.
K

(b) Bestem veerdien af kurveintegralet

SVAR: Verdien er m — %

OPGAVE 4 (13 point)
Betragt dobbeltintegralet

g ﬂiyz dA,

R={(z,y) |1 <2®+y* <4}.

hvor

MMb502 Calculus 11

(a) Skitser omradet R, bestem dets areal, og anfer dets graenser i polaere koordinater.
SVAR: Skitsen udelades her. Areal = 3. Polaere greenser 1 <r <2, 0 <0 < 2.

(b) Udregn dobbeltintegralets veerdi.
Bestem middelveerdien af funktionen ﬁ over omradet R.

SVAR: Dobbeltintegralet = 27 In(2). Middelvaerdien = QIHT(Q)
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OPGAVE 5 (12 point)
Betragt dobbeltintegralet
1
——— dA,
JCI /.Z'Q + yQ
hvor C' betegner cirkelskiven med centrum i punktet (0,0) og radius 3, altsa
C={(z,y) | 2* +y* < 9}.

(a) Ger rede for, at dobbeltintegralet er uegentligt.
SVAR: Dobbeltintegralet er uegentligt, fordi funktionen er udefineret i centrum af den
cirkelskive, der integreres over.

(b) Bestem veerdien af dobbeltintegralet (som et reelt tal eller co).
SVAR: Veerdien er 6.

OPGAVE 6 (6 point)

(a) Bestem summen af den uendelige raekke

> 2n71 4 3n
+1
n=0 o"

SVAR: Summen er %

OPGAVE 7 (6 point)

En funktion F : R? — R3 er givet ved forskriften

T4y
F(z,y) = | 2% + 22¢°

y3

(a) Bestem Jacobimatricen DF(1, —2).
1 1
SVAR: DF(1,-2) = |10 -8
0 12



