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Introduktion

Dennenotesupplererkorrekthedsafsnitteti [1], somer denanvendtelærebogi
Algoritmerog Datastrukturer(DM02), efter̊aret2001.

Korrekthed

Vi fokusererpå korrekthedaf algoritmerog programmer, der forventesat fore-
tageenberegningog derefterstandse.Det overhovedetat standsebliverendel af
korrekthedskriteriet.Traditioneltbrugesordettermineringomdetatstandse.

For at adskille termineringsproblematikken fra restenaf korrekthedsargumenta-
tionenindføresbegrebetpartiel korrekthed, somdefinerestil atbetyde,atengiven
algoritmeerkorrekt(giverdetkorrekteresultat),hvisdennogensindeterminerer.

Dermedkankorrektheddefineressomfølger:
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En algoritmeer korrekt, hvis

1. algoritmenterminerer, og

2. algoritmener partieltkorrekt.

Partiel korrekthed

Som i [1] baserespartiel korrekthedpå præ-og postbetingelsersom omslutter
en algoritme,hvor algoritmeher refererertil en vilk årlig beregning. Dvs. at en
algoritmekan væreen kompliceretstørrelseeller denkan væreeksempelvisen
enkelt if-sætningellerentildeling af enværditil envariabel.

Enalgoritmeerpartielt korrekt, hvisderfor enhverudførelse,for hvilkenpræbe-
tingelseneropfyldt, gælder, athvispostbetingelsennås,såerdenogs̊aopfyldt.

Hvis vi laderAlg,
�����

og
�����
	

betegnehenholdsvisalgoritmen,præbetingelsen
ogpostbetingelsen,noterervi ovenst̊aendesom

�����
Alg

�����
	
.

Der kan i en algoritmeværemangepræ-og postbetingelseri sving, idet enhver
lille del af algoritmen(f.eks.en tildeling) har sineegnekrav og resultater. Hvis
ikke andeter nævnt,vil vi dogantage,at dissebetegnelserrefererertil denkom-
plettealgoritmespræbetingelseogpostbetingelse.

Desimpletilfældesamtrekursionerbehandletfint i [1]. Baseretpådettefokuserer
vi blot påwhile-løkker. Problemetmedenwhile-løkke,dereromkransetaf etsæt
præ-og postbetingelser, er, at det er et alt for voldsomtdirekte logisk skridt at
argumenterefor, at postbetingelsengælderbaseretpå præbetingelsen,når der er
etapriori ubegrænsetantaliterationergennemkroppenaf enwhile-løkkei mellem
de to. Af dengrundindføresen ny typeudsagn,kaldet invarianter, hvis opgave
det er at udtrykke sammenhængemellemde variabler, der ændrersig dynamisk
i løkken. Invariantenknytter sig ligesompræ-og postbetingelsertil en bestemt
position i algoritmen;nemlig positionenumiddelbartindendet boolske udsagn
evalueres.

For atvi kanbrugeeninvarianttil noget,skaldennaturligvisværeopfyldt (sand),
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hver gangvi kommertil dengivne position i algoritmen.Der ud over skal den
værerelevant(stærknok) til det,vi ønskeratbrugedentil; nemligatvisepostbe-
tingelsen.

Nedenforsesenlille algoritme(faktisker detendel af et Java-program).

// Precondition: ����
r = 1; q = p;
while /*I*/ (q != 0) // Invariant:

���
����������
r = r * x;
q = q - 1;�

// Postcondition:
�������

“Input’et” til algoritmener
�

og � , ogalgoritmenskalberegne
���

; dvs.
�

opløfteti
� ’ te,hvilketudtrykkesi postbetingelsen.Præbetingelsener, at � eretikke-negativt
heltal.

Invariantener et udsagn,derskalgældehver gang,vi når til positionenmarkeret
medet “I”. For nemhedsskyld er selve invariantendog skrevet helt til højrepå
sammelinie.

Indenvi beviser, atovenst̊aendealgoritmeerpartieltkorrekt,vil vi sepåengenerel
skabelontil at bevisedettefor while-løkker.

Betragtfølgendeabstraktealgoritme:

// Precondition:
������

init �
while /*I*/ (  ) // Invariant: !�
�
body ��

// Postcondition:
�����
	

Her betegner
�
init � alle initialiseringerne, det boolske udtryk i while-kon-

struktionenog
�
body � helewhile-løkkenskrop.
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Man kanetablere,at invariantengælder, vedat vise:

1.
����� �

init � !
2. !#"� �

body � !

Ovenst̊aendeindfangerformelt kravet om, at invariantenskal væreopfyldt hver
gang,algoritmenkommertil denpågældendeposition.Førstekrav udtrykker, at
invariantenskal væreopfyldt førstegang,og andetkrav udtalersig om resten:
Hvis vi kommertil invariant-positionen,og det ikke er førstegang,må vi have
væretderfør, ogpådettidspunktmå  derforhaveværetopfyldt, ligesom! skal
haveværetopfyldt.

Ladosnusepå,ominvariantenfor voreseksempel-algoritmegælder. For atholde
styrpå værdierneaf enalgoritme-stumpsvariablerpå forskellige tidspunkterbru-
gervi umærkedevariabelnavnetil at betegnevariablernesværdierfør udførelsen
af enalgoritme-stumpog mærkedeefterudførelsen(vi gørdetkun for variabler,
derfaktiskændrerværdi).

Førstskalvi vise:

�$$� r = 1; q = p;
�&%��'���)(*�����

Ved indsættelseaf værdierne
� % � +

og , % � � i udtrykket
� % �-� � (.� � �

fås+/�'� � �0� �
, hvilketer sandt.

Dernæstskalvi vise

���'���1�0��� "�,32�04 r = r * x; q = q - 1;
�5%��'��� ( �����

Vi antagersomalleredeforklaret, at førsteudsagner sandtog skal så vise det
sidste.Fraalgoritmenharvi

�&%6�7�8�'�
og , %6� ,�9 + . Nu kanvi vise

�5%��'���:(;�=<>�?�'�*@A�
���CBEDF�����'���1�0���

hvor sidstelighedfølgeraf antagelsen.

Nu kanvi alts̊aviseinvarianter, menhvader forbindelsentil postbetingelsen,som
jo er det,vi egentligt interessererosfor? Heleidéener, at invariantenkanbruges
til at visepostbetingelsen.
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Hvis vi kommertil postbetingelsen,så vedvi dels,at detboolskeudsagni while-
konstruktionen måværefalsk(ellersvarvi jo ikkekommetudaf while-løkken),
menvi vedogs̊a,at invariantener sand,fordi vi lige var vedinvariant-positionen
for at checke  .

Hvis det er vist, at invarianten! gælderfor en while-konstruktion,kan partiel
korrekthedetableresvedat vise:

!#"$GH I �����
	

Lad os på dennemådevise partiel korrekthedaf voreseksempel-algoritme.Vi
skalalts̊avise,at

���'���1����� "JG < ,32�74K@ I �������

Da G < ,�2�L4M@
er ensbetydendemed , �L4

, får vi ved indsættelsei
�N�M���O�P���

udsagnet
�8�
��QR�0� �

, hvilketerensbetydendemed
����� �

.

Terminering

I detteafsnitangivesenskabelonberegnetpå at bevise,at enwhile-løkke termi-
nerer.

Idéener at findeet eller andet,derbliver mindreefterhvert gennemløb,og som
ikkekanblivevilk årligt lille. Det vil vi nuudtrykke formelt.

Vi lader S betegnealle variablernei algoritmenog ønsker nu at kunnedefinere
enfunktion af dissevariabler. Til detformål ladervi S D betegneværdierneaf alle
variablernei algoritmenførsteganginvariant-positionennås.Genereltbetegner
SUT værdierneaf alle variablerneden V ’ te ganginvariant-positionennås.

En algoritmeterminerer, hvisderfindesentermineringsfunktionWYXZS\[]� , så

1. ^*V`_ + XaW < SUT @ _ 4
2. ^*V`_ + XaW < SUT @Ub W < SUTdc D @

5



Intuitionener, atdafunktionenharenstartværdiaf engivenikke-negativ størrelse
(da W < S D @ _ 4

), og da funktionenaftagermedmindst én i hvert gennemløbaf
while-løkken(andetkrav) og ikke kanblive negativ (førstekrav), damå algorit-
menterminere.

Invarianten,somjo alleredeer vist, må naturligvisbrugestil disseargumenter,
hvisdeter relevant.

For voreseksempel-algoritmekunnemanvælgetermineringsfunktionen

WYX � �fe � eZ�5e , � [ � defineretved W <g� T e �-T eh� T e ,iT @H� ,iT
Vi verificerernu kravene.Vi startermeddetandetkrav:

W <j� T e �-T eh� T e ,kT @`� ,kT � ,iTdc Dml +�b ,kTdc D � W <j� Tdc D e �-Tdc D eZ� Tdc D e ,kTdc D @

Det er ogs̊a klart, at detførstekrav er opfyldt, menvi kanfaktisk ikke bevisedet
formelt baseretpådennuværendeinvariant.

For atvisedet,kunnedetværerart,hvis invariantenvar

!nX ���
���1�0��� "o,Np�
Såville punktetfølgedirekteaf deludsagnet,Np� . Menhvis invariantenændres,
skalvi naturligvisbeviseforfra, at dengælder. Ladossepådennyedel ,Np� .

Førstegangvi kommertil invariant-positionenfølgerdetaf, at , � � , og at dette
udsagnholderfor � (præbetingelsen).Vi harderfor(medgenbrugaf dettidligere
bevis for denresterendedelaf invarianten)

�Jp� r = 1; q = p;
�?�'���1�0��� "�,qp�

For deøvrigegangeskalvi antageinvarianten,ogatbetingelsenq != 0 ersand
ogvise,atnår kroppenerudført,er invariantenigensand.

Men hvis ,rs� og ,t2�u4
, da må ,v_ +

. I kroppenudføresq = q - 1, så
, %6� ,�9 + . Det betyderklart, at , % _ 4 ogdermed, % p� .

Medgenbrugaf dettidligerebevis for denresterendedel af invariantenharvi

!#"3,32�74 r = r * x; q = q - 1; !
hvor ! erdennye invariantangivetovenfor.
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Design af invarianter

Det sidste,dermanglerfor at gørebehandlingenaf while-løkker fuldstændig,er
enrækkereglerfor, hvordaninvarianterdefineres.Desværrekanmanikkeopstille
regler, dermedgarantifører frem til et bevis. Overraskendenok kanmanfaktisk
bevise, at sådanneregler ikke kan eksistere!Formelt set er situationenfaktisk
endnuværere,idet der beviseligt findesalgoritmermedpræ-og postbetingelser,
sådanat postbetingelsenaltid er sand,hvis manstarteri en situation,hvor præ-
betingelsener sand,menhvor der simpelthenikke eksistereret bevis for at det
er tilfældet! De situationerer dogmegetekstreme,og mankanheldigviskomme
megetlangtmednogletommelfingerreglerog lidt erfaring.

Det bedsteråder at tageudgangspunkti postbetingelsen,somjo er den,manvir-
kelig ønskerat vise.Normaltskalmanforsøgeat generalisereden,så denudtaler
sig om de variabler, der ændrersig i kroppen.Samtidigtkan manholdesig for
øje,atnårdetboolskeudtryk i while-løkkenbliver falsk,såskaldetsammenmed
invariantenkunnebrugestil at visepostbetingelsen.
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