
Skriftlig EksamenDatastrukturer og Algoritmer (DM02)Institut for Matematik og DatalogiSyddansk Universitet, OdenseMandag den 31. januar 2000, kl. 9{13Alle s�dvanlige hj�lpemidler (l�reb�ger, notater, etc.) samt brug af lommeregnerer tilladt.Eksamenss�ttet best�ar af 4 opgaver p�a 7 nummererede sider (1{7). Fuld besva-relse er besvarelse af alle 4 opgaver.De enkelte opgavers v�gt ved bed�mmelsen er angivet i procent. Der m�a gernerefereres til algoritmer og resultater fra l�rebogen inklusive �velsesopgaverne.Henvisninger til andre b�ger (udover l�rebogen) accepteres ikke som besvarelseaf et sp�rgsm�al.Bem�rk, at hvis der er et sp�rgsm�al i en opgave, man ikke kan besvare, m�a mangerne (s�a vidt det er muligt) besvare de efterf�lgende sp�rgsm�al og blot antage,at man har en l�sning til de foreg�aende sp�rgsm�al.
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Opgave 1 (30%)Denne opgave drejer sig om bin�re tr�er og en ny m�ade, hvorp�a de kan holdesrimeligt balanceret.I mods�tning til Kingston tegner vi i denne opgave ogs�a bladene, n�ar vi tegnertr�er. Bladene er de knuder, der ikke har nogen b�rn. Vi de�nerer, at et blad harh�jde 0, og som s�dvanligt er h�jden af en intern knude de�neret som �en plusmaximum af h�jderne af knudens b�rn. H�jden af et tr� er h�jden af tr�ets rod.Et tr� best�aende af kun �en knude har alts�a h�jde 0.Af hensyn til n�ste de�nition siger vi, at et tomt tr� (et tr� med 0 knuder) harh�jde �1.Et h�jdebalanceret tr� de�neres nu til at v�re et bin�rt tr�, hvor der for alleknuder g�lder, at h�jdeforskellen p�a knudens venstre og h�jre undertr�er erh�jst 1. F�lgende er et eksempel p�a et h�jdebalanceret tr�:���������������������� �� AA������� @@@����������
,,, lll y���������AA������ AA����AA����

F.eks. har roden undertr�er af h�jde 3 og 2, knuden m�rket y har undertr�erbegge af h�jde 1, og knuden m�rket � har undertr�er af h�jde �1 og 0.Sp�rgsm�al a: Tegn for hver af h�jderne h = 0; 1; 2; 3; 4 et mindste h�jde-balanceret tr� (dvs. f�rrest mulige knuder) med h�jde h. Der skal alts�a tegnes 5uafh�ngige tr�er i dette sp�rgsm�al. Angiv ogs�a antallet af knuder i hvert af defem tr�er. 2Sp�rgsm�al b: Vis ved induktion, at der er mindst 2h2 knuder i et h�jdebalancerettr� af h�jde h � 0.Vink: Hvad er det st�rste h0 (udtrykt ved h), for hvilket man kan garantere, atbegge rodens undertr�er har h�jde mindst h0? 22



Sp�rgsm�al c: Vis, at hvis et h�jdebalanceret tr� af h�jde h indeholder n knuder,s�a g�lder der h 2 O(logn). 2Vi udstyrer nu knuderne med et felt, di�, hvor vi noterer v�rdien: h�jden afvenstre undertr� minus h�jden af h�jre undertr�. Da tr�et er h�jdebalanceretskal disse v�rdier v�re �1, 0 eller 1. For eksemplet ovenfor ville vi f�a:1����1����1����1����0������ �� AA0������� @@@ 1����0������
,,, lll 0�����1����AA0������ AA�1����AA0����

Vi er nu interesseret i at kunne f�je nye knuder til et h�jdebalanceret tr�. En nyknude tilf�jes altid l�ngst til venstre (en venstretilf�jelse).Hvis vi laver en venstretilf�jelse til ovenst�aende, f�ar vi f�lgende situation, hvorden \ulovlige" di�erence, 2, optr�der 
ere steder:2����2����2����2����1����0������ �� �� AA0������� @@@ 1����0������
,,, lll 0�����1����AA0������ AA�1����AA0����

For at bringe tr�et i orden igen kan man bruge f�lgende operation:3



2����d����A�� BBB�� LLC �! d1����A�� LLd2����B�� BBChvor A, B og C er vilk�arlige h�jdebalancerede undertr�er, og d er enten 0 eller 1.Sp�rgsm�al d: Hvad bliver v�rdierne (udtrykt i d) af di�-felterne i de to interneknuder til h�jre, d1 og d2, n�ar denne operation er udf�rt? 2Sp�rgsm�al e: Antag, at man laver en venstretilf�jelse til et h�jdebalanceret tr�med n knuder. Forklar, hvordan man i tid O(logn) kan s�rge for, at tr�et bliverh�jdebalanceret. 2
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Opgave 2 (25%)Vi ser p�a tekststrenge, hvor bogstaverne 'a' til 'z' og cifrene '0' til '9' m�a indg�a.Desuden ser vi p�a m�nstre, der yderligere p�a indeholde tegnet '*', som kan st�afor en vilk�arlig streng (ogs�a den tomme). Et m�nster m matcher en streng s, hvisman kan v�lge strenge for hver '*' i m�nsteret, s�a m (med disse valg indsat istedet for '*') bliver lig med s.F�lgende Python-funktion afg�r om et m�nster matcher en streng (de udskrevnev�rdier st�ar angivet som kommentarer):false, true = 0, 1def Match(m, s, i, j):if i == len(m): return j == len(s)elif m[i] == "*":for k in range(j, len(s)+1):if Match(m, s, i+1, k): return truereturn falseelif j == len(s): return falseelif m[i] == s[j]: return Match(m, s, i+1, j+1)else: return falseprint Match("hej * dig", "hej med dig", 0, 0) # 1print Match("dm* er sj * vt", "dm02 er sjovt", 0, 0) # 1print Match("*111*222*", "111122223333444", 0, 0) # 1print Match("bare * jul", "gid det snart var jul", 0, 0) # 0print Match("*13*", "karakter", 0, 0) # 0Sp�rgsm�al a: Forklar, hvordan Match virker. 2Det viser sig, at Match bliver kaldt med de samme parametre gentagne gange, ogat den f�ar eksponentiel udf�relsestid. Derfor vil vi lave en forbedring:Sp�rgsm�al b: Lav en ny version af Match vha. dynamisk programmering. 2Sp�rgsm�al c: Hvad bliver tabelst�rrelsen i dynamisk-programmerings-udgaven?Hvad bliver tidskompleksiteten? 2
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Opgave 3 (25%)I denne opgave ser vi p�a venstrepro�ler. Givet en ikke-tom liste af heltal, L, skalder konstrueres en liste, P, s�a P[i] er 1, hvis L[i] er st�rre end eller lig medalle tal til venstre for denne position i listen L, og 0 ellers. Listen P kaldes envenstrepro�l.Som et eksempel, hvis L er listen [2,6,4,8,5,42,42,6,17], s�a skal P v�re listen[1,1,0,1,0,1,1,0,0]. P[0] er selvf�lgelig altid 1.F�lgende Python-program l�ser problemet:# PreP = len(L) * [None]m = L[0]P[0] = 1i = 1while i < len(L): # Iif L[i] >= m:P[i] = 1m = L[i]else:P[i] = 0i = i + 1# PostSp�rgsm�al a: Bevis, at programmet terminerer. 2Sp�rgsm�al b: Lad I v�re udsagnet:i 2 IN ^ i � len(L) ^ m = maxfL[0]; : : : ; L[i� 1]g ^8j 2 f0; : : : ; i� 1g : P [j] = 1 , L[j] � maxfL[0]; : : : ; L[j � 1]gVis, at I er en invariant for while-l�kken. 2Sp�rgsm�al c: Antag, at pre- og postbetingelserne for programmet er f�lgende:Pre: len(L) � 1Post: 8j 2 f0; : : : ; len(L)� 1g : P [j] = 1 , L[j] � maxfL[0]; : : : ; L[j � 1]gArgument�er for, at programmet er korrekt. 26



Opgave 4 (20%)Nedenfor ses et eksempel p�a et rodet tr�.
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Mere pr�cist er et rodet tr� en orienteret graf, der er konstrueret ved at tageudgangspunkt i et ikke-tomt bin�rt tr�, hvor alle knuder har 0 eller 2 b�rn.Derefter tilf�jes s�a en kant fra hvert blad til roden. Endelig har kanterne ikke-negative v�gte.M�ngden af rodede tr�er er alts�a en delm�ngde af alle orienterede grafer. Del-m�ngden har en r�kke s�rlige egenskaber; f.eks. er antallet af kanter mindre end32n, hvor n er antallet af knuder.Vi interesserer os for f�lgende problem: Givet et rodet tr�, en reference til rodenog referencer til to knuder, a og b. Hvad er l�ngden af den korteste vej fra a til b?Sp�rgsm�al a: Angiv p�a s�a simpel form som muligt den tidskompleksitet somDijkstra's algoritme vil garantere for dette problem. Argument�er for dit svar. 2Sp�rgsm�al b: Forklar, hvordan man kan lave en algoritme, der l�ser problemeti tid O(n). 2
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