
Skriftlig EksamenDatastrukturer og Algoritmer (DM02)Institut for Matematik og DatalogiOdense UniversitetFredag den 5. januar 1996, kl. 9{13Alle s�dvanlige hj�lpemidler (l�reb�ger, notater, etc.) samt brug af lommeregner ertilladt.Eksamenss�ttet best�ar af 4 opgaver p�a 5 nummererede sider (1{5). Fuld besvarelse erbesvarelse af alle 4 opgaver.De enkelte opgavers v�gt ved bed�mmelsen er angivet i procent. Der m�a gerne refererestil algoritmer og resultater fra l�rebogen inklusive �velsesopgaverne. Specielt m�a mangerne begrunde en p�astand med at henvise til, at det umiddelbart f�lger fra et resultat il�rebogen (hvis dette alts�a er sandt!). Henvisninger til andre b�ger (udover l�rebogen)accepteres ikke som besvarelse af et sp�rgsm�al.Bem�rk, at hvis der er et sp�rgsm�al i en opgave, man ikke kan besvare, m�a man gernebesvare de efterf�lgende sp�rgsm�al og blot antage, at man har en l�sning til de foreg�aendesp�rgsm�al.
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Opgave 1 (15%)Opgaven drejer sig om en type ikke-orienterede, v�gtede grafer, kaldet b�ltegrafer. Enb�ltegraf er en k�de af ringe med to s�rlige knuder kaldet endepunkterne. Der �ndes �etendepunkt i hver af de yderste ringe. Nedenfor ses et eksempel, hvor k�den best�ar af treringe, og endepunkterne er u og v.u t tt@@@@2����1 ����0@@@@3 t tt tHHHHHHHH6������1 4��������5QQQQQQ3 t tt tt t����3@@@@1 22 @@@@4����3 vI det f�lgende bruges n for antallet af knuder, m for antallet af kanter, og k for antallet afringe i en b�ltegraf. Antag, at grafen er repr�senteret ved, at hver knude har tilknytteten liste af alle naboknuder (adjacency lists).Sp�rgsm�al a: Hvad er m udtrykt ved n og k i en vilk�arlig b�ltegraf. 2Sp�rgsm�al b: Forklar i ord, hvordan man altid kan �nde den korteste vej mellemendepunkterne (u og v) i en b�ltegraf i tid O(n). 2Opgave 2 (25%)Opgaven drejer sig om sortering. Vi har givet en liste af heltal A med index fra 0 til n.Elementerne fra index 1 til n skal sorteres. Det antages, at A[0] �ndes, og at tallet i A[0]er mindre end alle andre tal i A. Vi antager, at A ikke indeholder dubletter. Dvs. alle taler forskellige. Nedenfor er angivet to sorteringsalgoritmer.Udvalgssorteringfor i = 1 to n�1 dom = ifor j = i+1 to n doif A[j] < A[m] thenm = jif i 6= m thentemp = A[i]A[i] = A[m]A[m] = temp
Inds�ttelsessorteringfor i = 1 to n doj = ix = A[j]while A[j�1] > x doA[j] = A[j�1]j = j�1A[j] = xSp�rgsm�al a: Hvad er kompleksiteten af de to sorteringsalgoritmer, hvis de udeluk-kende k�res p�a lister, der i forvejen er sorterede? For hver sorteringsalgoritme angives�en af de tre muligheder: O(n2), O(n log n) eller O(n), samt en kort begrundelse (angiv ihvert tilf�lde den mindste �vre gr�nse for kompleksiteten). 22



Vi de�nerer nu, at en liste er i c-uorden, hvor c er et heltal, hvis enhver n�gle i listener anbragt h�jst c pladser fra den plads, den ville st�a p�a, hvis listen var sorteret. I detf�lgende lille eksempel er A[0] ikke medtaget.Listen 3 2 0 7 4 6 9 8er i 2-uorden, som det ses ved at sammenligne med den sorterede liste0 2 3 4 6 7 8 9Det ses, at 3 st�ar to pladser v�k fra sin rigtige plads, 2 st�ar rigtigt, 0 st�ar to pladserforkert, 7 st�ar ogs�a to plads forkert, 4 st�ar �en plads forkert, osv. Listen er derimod ikke i1-uorden, netop fordi der er elementer, der st�ar mere end �en plads forkert. Hvis en listeer i 0-uorden, er den alts�a helt sorteret.Sp�rgsm�al b: Hvad er kompleksiteten af de to sorteringsalgoritmer, hvis de udeluk-kende k�res p�a lister, der er i c-uorden for en konstant c > 0? For hver sorteringsalgoritmeangives �en af de tre muligheder: O(n2), O(n log n) eller O(cn), samt en kort begrundelse(angiv i hvert tilf�lde den mindste �vre gr�nse for kompleksiteten). 2Sp�rgsm�al c: Angiv, om der kan laves ganske sm�a �ndringer i algoritmerne, s�a kom-pleksiteten p�a lister, der er i c-uorden (c > 0), kommer ned p�a O(cn) (hvis det ikke skerautomatisk). Bem�rk, at algoritmerne nu ikke beh�ver at virke p�a input, der ikke er ic-uorden. Forklar kort, hvori �ndringerne best�ar. 2Opgave 3 (25%)Opgaven drejer sig om at udregne den mest pro�table plan for at investere et antal kroneri en r�kke virksomheder.Vi har givet d virksomheder nummereret fra 1 : : : d. Desuden har vi funktionen udbyttetil r�adighed. Vi antager, at udbytte(p; c) for vilk�arlige p og c i konstant tid returnerer detforventede udbytte af at investere p kroner i virksomhed c. Alle v�rdier er heltal st�rreend eller lig med nul.Ved at kalde invester(p; 1), hvor pseudo-koden for invester er givet nedenfor, kan vi f�aberegnet det maksimale forventede udbytte af at investere p kroner i de d virksomheder.function invester(p,c)if c > d thenreturn 0elsemax = �1for i = 0 to p dotemp = udbytte(i,c) + invester(p�i,c+1)if temp > max thenmax = tempreturn max 3



Sp�rgsm�al a: Forklar kort i ord, hvad invester(p; c) beregner. 2Sp�rgsm�al b: Vi betragter nu kaldet invester(p; 1). G�r rede for, at de samme resultaterberegnes 
ere gange. Dvs. at der �ndes q og c, s�a kaldet invester(q; c) foretages adskilligegange. 2Kompleksiteten af algoritmen er eksponentiel, netop fordi de samme kald laves gentagnegange.Sp�rgsm�al c: Konstru�er en bedre l�sning ved at anvende dynamisk programmering.Hvad bliver kompleksiteten udtrykt i p og d? 2Opgave 4 (35%)Opgaven drejer sig om s�getr�er. Vi ser p�a s�getr�er, hvor knuderne som s�dvanligthar en n�gle og en v�rdi. Vi bestemmer os for, at v�rdien i en knude skal v�re summenaf alle n�glerne i knudens undertr� (husk, at det inkluderer knuden selv). Nedenfor seset eksempel. N�glerne st�ar �verst og v�rdifeltet nederst. Vi antager, at ingen n�gleroptr�der to gange. 740����216����00������� AAA 514����33������� AAA 66������� AAA 817����AAA 99����En knude har alts�a �re felter: key, val, left og right til henholdsvis n�gle, v�rdi, venstrebarn og h�jre barn. Desuden kan man antage, at variablen root refererer til tr�ets rod.Sp�rgsm�al a: Beskriv detaljeret (gerne i Python eller Modula-2), hvordan man foren givet n�gle k kan beregne summen af alle n�gler st�rre end eller lig med k. Komplek-siteten skal v�re begr�nset af en konstant gange tr�ets h�jde. NB! k beh�ver ikke �ndesi tr�et. 2Sp�rgsm�al b: Forklar, hvordan man givet to n�gler k1 < k2 kan beregne summenalle n�gler i tr�et, der ligger mellem k1 og k2 (begge n�gler inklusive). Kompleksitetenskal v�re begr�nset af en konstant gange tr�ets h�jde. Vink: anvend algoritmen frasp�rgsm�al a. 24



F�lgende transformation p�a et s�getr� kendes fra Kingston side 112.zsz����ysy���������� DDDDDDA���� \\\ xsx���������� DDDDDDB���� TTTT������ DDDDDDC
��� @@@@������ DDDDDDD =) xs0x����ys0y���������� DDDDDDA���� TTTT������ DDDDDDB,,,, llll zs0z���������� DDDDDDC���� TTTT������ DDDDDDDSp�rgsm�al c: Forklar, hvordan v�rdifelterne kan bringes i orden i konstant tid, hvisovenst�aende transformation foretages et sted i tr�et. Man kan antage, at X, Y og Z ervariabler, der refererer til knuderne med n�glerne henholdsvis x, y og z efter transforma-tionen. 2Vi er nu interesseret i en operation average, som givet to n�gler k1 < k2 �nder gennem-snittet af n�glev�rdier i tr�et, der ligger mellem k1 og k2 (begge n�gler inklusive). Ieksemplet f�rst i opgaven med k1 = 4 og k2 = 8 f�as et gennemsnit p�a 264 , da n�glerne 5,6, 7 og 8 ligger mellem 4 og 8.Sp�rgsm�al d: Beskriv en struktur, der kan underst�tte operationerne insert og delete,som de kendes fra Kingston side 103{104, samt operationen average, alle i tid O(log n)amortiseret, hvor n er antallet af elementer i strukturen p�a et givet tidspunkt. Forklar,hvordan strukturen vedligeholdes under operationerne. 2
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