
Skriftlig EksamenDatastrukturer og Algoritmer (DM02)Institut for Matematik og DatalogiOdense UniversitetMandag den 12. januar 1998, kl. 9{13Alle s�dvanlige hj�lpemidler (l�reb�ger, notater, etc.) samt brug af lommeregnerer tilladt.Eksamenss�ttet best�ar af 4 opgaver p�a 6 nummererede sider (1{6). Fuld besva-relse er besvarelse af alle 4 opgaver.De enkelte opgavers v�gt ved bed�mmelsen er angivet i procent. Der m�a gernerefereres til algoritmer og resultater fra l�rebogen inklusive �velsesopgaverne.Specielt m�a man gerne begrunde en p�astand med at henvise til, at det umiddel-bart f�lger fra et resultat i l�rebogen (hvis dette alts�a er sandt!). Henvisninger tilandre b�ger (udover l�rebogen) accepteres ikke som besvarelse af et sp�rgsm�al.Bem�rk, at hvis der er et sp�rgsm�al i en opgave, man ikke kan besvare, m�a mangerne besvare de efterf�lgende sp�rgsm�al og blot antage, at man har en l�sningtil de foreg�aende sp�rgsm�al.
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Opgave 1 (40%)Vi har et antal n�gler, som vi vil have anbragt i et s�getr�. Vi v�ed hvor ofte, dervil blive s�gt efter de forskellige n�gler, og �nsker at udnytte denne informationtil at bygge et optimalt s�getr�. Nedenfor ses en r�kke n�gler og et bes�gstal forhver n�gle. N�gle a b c d e fBes�gstal 30 42 3 18 2 5Summen af bes�gstallene i dette eksempel er 100, og tabellen fort�ller dermed,at ud af 100 s�gninger vil man s�ge efter a 30 gange, b 42 gange, c 3 gange, osv.Et s�getr�, der kunne v�re et fornuftigt bud p�a et optimalt arrangement, kunnev�re f�lgende: b� �� �a� �� � �� AAd� �� �c� �� � �� AAf� �� �e� �� � ��Dette tr� har bes�gsv�rdi 70. Dette er det totale antal kanter, der skal f�lges for atlave alle de s�gninger, der er angivet i tabellen. Dvs. 30 a s�gninger, 42 b s�gninger,osv. Bes�gsv�rdien 70 er alts�a fundet som 30 �1+42 �0+3 �2+18 �1+2 �3+5 �2.Et optimalt s�getr� med hensyn til en given tabel er et s�getr� med mindst muligbes�gsv�rdi.Sp�rgsm�al a: Man kunne tro, at et optimalt s�getr� altid kan laves ved atanbringe n�glen med st�rst bes�gstal i roden og forts�tte rekursivt med at laveet venstre og h�jre undertr� af de n�gler, der er mindre end, henholdsvis st�rreend rodens n�gle. Vis ved et eksempel, at dette ikke er tilf�ldet. 2Nedenfor de�neres en funktion OBV, der skal beregne bes�gsv�rdien af et opti-malt s�getr�. Funktionen kaldes med en liste af bes�gstal, der st�ar i r�kkef�lgesvarende til sorterede n�gler. F.eks. [30, 42, 3, 18, 2, 5] fra eksemplet. Funktionenreturnerer et par best�aende af det totale antal s�gninger samt tr�ets bes�gsv�rdi.
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def OBV(bt, first, last):if first > last:return (0,0)elif first == last:return (bt[first], 0)else:MinVal = MAXINTfor i in range(first, last + 1):r = bt[i](cl,vl), (cr,vr) = OBV(bt, first, i-1), OBV(bt, i+1, last)c, v = cl + r + cr, vl + cl + vr + crif v < MinVal:Count, MinVal = c, vreturn (Count,MinVal)print OBV([30, 42, 3, 18, 2, 5], 0, 5) # udskriver ( 100 , 70 )
Sp�rgsm�al b: Forklar kort i ord, hvordan OBV virker. Herunder hvad for-l�kkenpr�ver igennem, og hvad cl + r + cr samt vl + cl + vr + cr beregner. 2Sp�rgsm�al c: Vis (evt. gennem et eksempel), at OBV beregner samme delre-sultater adskillige gange. 2Sp�rgsm�al d: Anvend dynamisk programmering til at �ndre OBV, s�a delre-sultater kun beregnes �en gang. 2Sp�rgsm�al e: Hvad bliver tidskompleksiteten af algoritmen, n�ar der anvendesdynamisk programmering? 2
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Opgave 2 (25%)Betragt nedenst�aende ikke-orienterede, v�gtede graf.
ss ss ss ss ss ss ssa 1 2 1 2 1 1

2 1 1 4 1 321 1 42 2 7 2 2
Sp�rgsm�al a: Angiv ved en tegning et lettest udsp�ndende tr� for grafen, samtdets v�gt. 2Vi ser nu p�a en klasse af v�gtede orienterede grafer kaldet frem-og-tilbage grafer.Knuderne i en s�adan graf er organiseret i to lige lange r�kker, og der er et uligeantal knuder (mindst 3) i hver r�kke. I �verste r�kke g�ar kanterne mod h�jre ogi nederste r�kke mod venstre. Desuden er der �en kant mellem hvert par af knuderi samme position i de to r�kker. Disse kanter g�ar skiftevis ned og op (startendemed ned). Nedenst�aende graf er et eksempel p�a en frem-og-tilbage graf.

ss -� ss -� ss -� ss -� ss -� ss -� ss6 6 6? ? ? ?a 1 2 1 2 1 1
2 1 1 4 1 321 1 42 2 7 2 2

Sp�rgsm�al b: Forklar, hvordan man kan beregne korteste veje fra �verste ven-stre hj�rne (markeret med \a" i eksemplet) til alle andre knuder i en s�adan grafi tid O(n); dvs. i tid proportional med antallet af knuder n i grafen. (Dijkstra'salgoritme er ikke hurtig nok.) 2Det f�lgende sp�rgsm�al handler ikke om frem-og-tilbage grafer.Dijkstra's algoritme foruds�tter, at v�gtene p�a kanterne er ikke-negative. Deter klart, at hvis der er negative kredse, s�a er problemet slet ikke velde�neret,da stil�ngderne kan g�res vilk�arligt lave. Husk, at en kreds er en sti, der p�a ettidspunkt vender tilbage til udgangspunktet. Den kaldes negativ, hvis summenaf kanternes v�gte er negativ.Sp�rgsm�al c: Find et eksempel, der viser, at Dijkstra's algoritme faktisk ikkevirker, hvis der er negative v�gte, selv hvis der ikke er negative kredse (det er ikken�dvendigt at bruge ret mange knuder). Det skal forklares, hvordan Dijkstra'salgoritme afvikles p�a det eksempel, du angiver. 24



Opgave 3 (15%)Vi har givet en sorteret liste af heltal som f.eks. f�lgende:A = [0,1,4,5,6,7,9,10,11,16,17,19,21,25,27,28,29]Nu laves der et antal opdateringer, der hver is�r best�ar i, at talv�rdien p�aen plads i listen for�ges eller formindskes. Listen er herefter ikke n�dvendigvissorteret.Listen B = [0,1,4,3,6,7,12,10,11,16,17,15,21,25,26,28,29]er blevet �ndret p�a �re pladser i forhold til den oprindelige liste A; nemlig p�aindex 3, 6, 11 og 14.Vi v�ed om listerne, at der ingen dubletter er (heller ikke efter opdateringerne),og at der efter en opdatering er mindst to u�ndrede elementer p�a hver side af et�ndret.Vi er interesserede i at f�a en udskrift af index p�a �ndrede elementer. Da opda-teringerne foretages direkte i den oprindelige liste, kendes den oprindelige listeikke l�ngere, s�a �ndrede elementer, der stadig st�ar sorteret, kan naturligvis ikkeopdages. Hvis man ikke kan afg�re, hvilket af to elementer, der er blevet �ndret,accepterer vi at f�a begge index udskrevet.P�a listen B ovenfor ville vi forvente f�lgende udskrift:2 3611Vi kan nemlig ikke konstatere �ndringen p�a index 14, og vi kan heller ikke se,om den �ndring, der faktisk skete p�a index 3, skete p�a index 2 eller 3.Sp�rgsm�al a: Skriv en Python funktion, der tager en opdateret liste somargument og udskriver den omtalte liste af index, der har �ndret sig. 2
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Opgave 4 (20%)I forbindelse med disjunkte m�ngder (disjoint sets) sikrede vi logaritmisk h�jdeved at sammens�tte tr�er afh�ngig af deres st�rrelse. I denne opgave ser vi p�aet alternativ til den metode, hvor vi i stedet for at gemme antallet af knuder,giver hver knude en rang.1N�ar en ny knude laves (operationen MakeSet), gives knuden rang 0. N�ar to tr�ers�ttes sammen med Union, g�res roden med mindst rang til barn af den andenrod som nedenfor:kra����� BBBBB Union(ra > rb) krb����� BBBBB = kra����� BBBBB krb����� BBBBB
aaaa

Der er alts�a ingen knuder, der f�ar deres rang �ndret.Hvis r�dderne har samme rang, v�lges vilk�arligt, og roden efter sammens�tnin-gen f�ar sin rang talt op med �en:kra����� BBBBB Union(ra = rb) krb����� BBBBB = krc����� BBBBB krb����� BBBBB
aaaarc = ra + 1

Operationen Find �ndrer ikke strukturen.Sp�rgsm�al a: Vis ved induktion p�a antallet af operationer, der udf�res, at derer mindst 2r knuder i et tr� med rang r. 2Sp�rgsm�al b: Argument�er for, at hvis en knude med rang r har et barn medrang r0, s�a er r > r0. 2Sp�rgsm�al c: Vis, at Find er O(logn), hvor n er antallet af elementer i struk-turen. 2
1Dette har intet at g�re med den rang, der de�neres i forbindelse med splay trees.6


