Dynamisk programmering



Dynamisk programmering

Et algoritme-konstruktionsprincip (“paradigme”) for
optimeringsproblemer.

Har en hvis lighed med divide-and-conquer: Begge opbygger Igsninger til
stgrre problemer fra Igsninger til mindre problemer.

Forskel:

» Divide-and-conquer: delproblemer typisk halvt s store, ingen
gentagelser af delproblemer (heller ikke flere lag nede i rekursionen).

» Dynamisk programmering: delproblemer indeholder nogle hvis
stgrrelse kun er reduceret med én, der er gentagelser blandt
delproblemers delproblemer.



Eksempel

Du har en guldkaede med n led. Den kan deles i mindre leengder (med n
led tilsammen, dvs. ingen led gar tabt). Guldsmeden kgber guldkaeder af
forskellige lengder til forskellige priser:

lengdei [ 1 2 3 4 5 6 7 8 9
prisp; | $1 $5 $8 %9 $10 $17 $17 $20 $24

Hvordan skal du opdele din guldkade for at optimere din salgspris?
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Optimale delproblemer

Observation: en opdeling af en kaede af leengde n ma best3 af:

» Et sidste stykke af leengde i < n.
» En opdeling af resten, dvs. en opdeling af en kade af leengde n — J.

Den essentielle egenskab (optimale delproblemer):

For en optimal opdelingen af kaeden af lengde n, m& opdelingen
af resten vaere optimal for en kade af leengde n — i. For hvis
der fandtes en agte bedre opdeling af den, kunne man bruge
den til at forbedre opdelingen af kaeden af lengde n.

Kald veerdien af en optimal opdeling af en kaede af leengde n for r(n).

Det er klart at r(0) = 0. Vi vil gerne finde r(n) for n > 0.



Rekursiv formel for r(n)

En opdeling af en kade af leengde n bestar af:

> Et sidste stykke af leengde i < n.

» En opdeling af resten, dvs. en opdeling af en kade af lengde n — i.

Lad T; veere opdelingen som bestér af et sidste stykke af laengde i < n,
samt en optimal opdeling af resten.

Pga. den essentielle egenskab: En af Ty, Ty, T3,...,T, er en optimale
opdeling for lengde n.

Verdien af T; er p; + r(n — i), og ingen af disse vaerdier kan veere stgrre

end vardien af den optimale.

Heraf:

n) = max (i r(n=1),  r(0) =0



Beregne de optimale vardier
r(n) = max (pi +r(n —1)), r(0) =0

Dvs. r(n) er (matematisk set) rekursivt defineret ud fra mindre instanser.

Er rekursion ogsa en god Igsning, algoritmisk set?

Man kan vise via induktion at der er 2" knuder i rekursionstraeet. Sa
kgretiden vil blive ©(2")

Problemet er gentagelser blandt delproblemers delproblemer.



Beregne de optimale vardier
Problemet for en rekursiv algoritme er gentagelser blandt delproblemers
delproblemer, dvs. gentagne beregninger af de samme Igsninger.
Fokusér i stedet pa en tabel over vaerdien af de optimale Igsninger.

Start:

n 012345678910

repfol TTTTTTTTT]

Beregn r(n) for stigende n:

n 012345678910

r(n) = max (pj + r(n—1)), r(0)=0

1<i<n

Tid: O(14+2+3+4+---+n)= 0(n?)



Eksempel

Brug

r(n) = max (pi + r(n — 1)), r(0)=0

1<

og tabellen over p;:

5 6 7 8 9 10
10 17 17 20 24 30

Iaengdei‘l 2 3 4
pris p; ‘1 5 8 9

til at udfylde tabellen over r(n) fra hgjre mod venstre:

4 5 6 7 8 9 10

lengde n 3
8 10 13 17 18 22

2
optimal veerdi r(n) 1 5

0
0



Find selve Igsningen

Tallet r(n) er kun veerdien af den optimale Igsning. Hvad hvis vi gerne vil
have selve Igsningen (de enkelte leengder, guldkaeden skal brydes op i)?

Gem lengden s(n) af det sidste stykke for en optimal Igsning for

lengde n.
()= pax (pr+r(n= 1), r(0) =0
lengde i ‘ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
pris p; ‘ 1 5 8 9 10 17 17 20 24 30
lengde n ‘ 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10
optimal verdi r(n) |0 1 5 8 10 13 17 18 22 25 30
sidste lengdes(n) |0 1 2 3 2 2 6 1 2 3 10
while n >0
print s[n]

n=n—s[n



Memoization

Rekursion: O(2"). Struktureret tabeludfyldning: O(n?)

Kan de to kombineres?Ja.

GULDKEDE(n)
ifn=0 O,
return O
else if r(n) allerede udfyldt i tabel @
return r(n) e’
else ‘
x = maxy<j<n(pi+GULDKEDE(n — i)) @
r(n) = x
return x ©

En kant i grafen, der viser delproblemers afhaengighed af hinanden, vil
blive en kant i rekursionstraeet praecis én gang.

S3 samme kgretid O(n?) og pladsforbrug O(n) som for bottom-up
udfyldning af tabellen. Men nok darligere konstanter i praksis.



