Korteste veje



Korteste veje i vaegtede grafer

Langde af sti = sum af vaegte af kanter pa sti.



Korteste veje i vaegtede grafer

Langde af sti = sum af vaegte af kanter pa sti.

d(u, v) = lengden af en korteste sti fra u til v. Saettes til oo hvis ingen
sti findes.



Korteste veje i vaegtede grafer

Langde af sti = sum af vaegte af kanter pa sti.

d(u, v) = lengden af en korteste sti fra u til v. Saettes til oo hvis ingen
sti findes.

Single-source shortest-path problemet: Givet s € V/, find (s, v) (og en
konkret sti) for alle v € V.



Korteste veje i vaegtede grafer

Langde af sti = sum af vaegte af kanter pa sti.
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Korteste veje i vaegtede grafer

Bemaerk: problemet er ikke veldefineret hvis der findes kredse (som kan
n3s fra s) med negativ sum:

Omvendt: hvis der ikke findes sddanne negative kredse, kan vi ngjes med
at s& pa simple stier (ingen knuder gentages). Der er et endeligt antal
sadanne (antal < n!), s3 “leengde af korteste sti" er veldefineret.
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Relaxation

INIT-SINGLE-SOURCE(G, s) RELAX(u, v, w)
for cachv € G.V ifv.d>u.d+wu,v)
v.d = 00 v.d =u.d+wu,v)
v.rt = NIL V.T = U
s.d =0
E‘Rm AX(u v W)
: 2 :

Bemark: Implementation af “oo”, skal fungere matematisk korrekt med
“>" og +" (bare at bruge Integer.MAX_VALUE som “occ0” er ikke nok).



Relaxation

INIT-SINGLE-SOURCE(G, 5) RELAX(u, v, w)
for eachv € G.V ifv.d>u.d+ wu,v)
v.d = 00 v.d = u.d+ w(u,v)
v.mr = NIL VT =Uu
s.d =0

Hvis man efter INIT-SINGLE-SOURCE kun andrer v.d og v.m via
RELAX, ses nemt ved induktion pd antal RELAX at fglgende invariant
gelder:

Hvis v.d < oo er der en sti fra s til v af l&engde v.d, og denne sti
kan gennemlgbes (bagleens) ved at fglge m-pointere.



Relaxation

INIT-SINGLE-SOURCE(G, 5) RELAX(u, v, w)
for eachv € G.V ifv.d>u.d+ wu,v)
v.d =0 v.d = u.d+ w(u,v)
v.mr = NIL VT =Uu
s.d =0

Hvis man efter INIT-SINGLE-SOURCE kun andrer v.d og v.m via
RELAX, ses nemt ved induktion pd antal RELAX at fglgende invariant
gelder:

Hvis v.d < oo er der en sti fra s til v af l&engde v.d, og denne sti
kan gennemlgbes (bagleens) ved at fglge m-pointere.

Heraf fglger, at der altid gaelder é(s, v) < v.d, og derfor (da v.d kun kan
falde) at hvis 0(s, v) = v.d p3 et tidspunkt, vil dette ikke a&ndres senere.
(Specielt galder det sidste allerede efter INIT-SINGLE-SOURCE for
knuder, som ikke kan nas fra s).



Bellman-Ford-Moore [1956-57-58]

BELLMAN-FORD(G, w, 5)
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fori =1t |G.V|—-1
for each edge (u,v) € G.E
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return FALSE
return TRUE
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BELLMAN-FORD(G, w, 5)

INIT-SINGLE-SOURCE(G, 5)
fori =1t |G.V|—-1
for each edge (#,v) € G.E
RELAX(u, v, w)
for each edge (u,v) € G.E
ifv.d>u.d+ wu,v)
return FALSE
return TRUE

Kgretid: O(nm)




Bellman-Ford, korrekthed

Seetning: Hvis der findes en negativ kreds, som kan nas fra s, svarer
algoritmen FALSE. Ellers svarer den TRUE, og v.d = §(s, v) for
alle v € V nér den stopper.
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Case 2: der er en negativ cykel som kan nas fra s. Vi kan antage at
denne cykel er simpel (hvis den har gentagelser blandt knuderne, bestar
den af flere, mindre cykler, hvoraf mindst een m3 vaere negativ).



Bellman-Ford, korrekthed

Case 2: der er en negativ cykel som kan nas fra s. Vi kan antage at
denne cykel er simpel (hvis den har gentagelser blandt knuderne, bestar
den af flere, mindre cykler, hvoraf mindst een m3 vaere negativ).

Lad knuderne pa denne cykel vaere vy, va, ..., vk, hvor v er en knude i
cyklen som kan nds fra s med en sti (s =)u, up, ..., uj(= vi) med
faerrest muligt kanter.

P3a grund af minimaliteten af stien kan der ikke vaere gentagelser blandt
knuderne p3 stien og cyklen (udover v;). Sa

S= Uy, U,...,Uj = Vi, Vo,..., Vg er en sti med hgjst n knuder. Det er let
at se via induktion over i at efter / iterationer af fgrste for-lgkke er

v.d < oo for de fgrste i + 1 knuder pa denne sti. Derfor galder v.d < oo
for alle knuder pa cyklen nar fgrste for-lgkke er feerdig.



Bellman-Ford, korrekthed

Antag at algoritmen ikke svarer FALSE. S3 gaelder ved algoritmens
afslutning

Vip1.d < vid + W(V,'7 V,'+1)

for 1 <j <k (med vg11 = vq). Og dermed galder

Zv,d<Zv,d+Z w(Vvi, Vit1).

Da v;.d < oo for alle i, er de to fgrste summer ikke bare ens, men ogsa
< 00, sa de kan traekkes fra og give

w(Vi, Vig1),

IN
1M~

hvilket er i modstrid med at cyklen er negativ. S3 algoritmen ma3 svare
FALSE. O



Dijkstras algoritme [1959]

Gradig algoritme som trinvis opbygger maengde S af knuder med korrekte
v.d og v.m. Bruger en prioritetskg Q. Kraever alle kantvaegte > 0.

DUKSTRA(G, w, s)

INIT-SINGLE-SOURCE(G, s)
S=40
0 =GV // i.e., insert all vertices into Q
while Q # 0

u = EXTRACT-MIN(Q)

S =SUf{u}

for each vertex v € G.Adj[u]

RELAX (u, v, w)
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Dijkstras algoritme [1959]

Gradig algoritme som trinvis opbygger maengde S af knuder med korrekte
v.d og v.m. Bruger en prioritetskg Q. Kraever alle kantvaegte > 0.

DUKSTRA(G, w, s)

INIT-SINGLE-SOURCE(G, s)
S=40
0 =GV // i.e., insert all vertices into Q
while Q # 0

u = EXTRACT-MIN(Q)

S =SUf{u}

for each vertex v € G.Adj[u]

RELAX (u, v, w)

Kgretid: n INSERT (eller een BUILD-HEAP), n EXTRACT-MIN og m
DECREASE-KEY (i RELAX). | alt O(mlog n) hvis prioritetskgen
implementeres med en heap.

Setning: Nar v indlemmes i S er v.d = §(s, v) (hvis alle kantvaegte er
> 0).

Bevis: en modstrid kan opnas ved at se pa fgrste knude indlemmet i S
for hvilket det ikke gaelder.



Dijkstra, eksempel
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Algoritme for DAGs [unknown]

Recall: DAG = Directed Acyclic Graph.
Recall: En topologisk sortering kan findes via DFS i tid O(n + m).

DAG-SHORTEST-PATHS (G, w, 5)

topologically sort the vertices
INIT-SINGLE-SOURCE(G, )
for each vertex u, taken in topologically sorted order
for each vertex v € G.Adj[u]
RELAX(u, v, w)

Kgretid: O(n + m).

Satning: Nar algoritmen stopper er v.d = (s, v) for alle v € V.

Bevis: For en knude v med en sti fra s til v: alle knuder péd en korteste

sti er blevet relaxeret i raekkefglge (hvorved korrekte d-veerdier sattes pd
denne sti). For alle andre knuder gelder co = §(s, v) s3 korrekthed her

fglger af o(s, v) < v.d.
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Korteste veje mellem alle par af knuder

All-pairs shortest-path problemet: For alle s € V, find (s, v) (og en
konkret sti) for alle v € V.

Een mulighed: kgre Dijkstra fra hver source s € V (kreever ikke-negative
vaegte): O(nmlog n) tid.

Eller: kgre Bellman-Ford-Moore fra hver source s € V (hvis der er
negative vaegte): O(n’m) tid.

En anden mulighed: Floyd-Warshalls algoritme. O(n?) tid. Klarer
negative vaegte.

Endnu en mulighed: Johnsons algoritme. Kgrer i O(nmlog n) tid. Klarer
negative vaegte.



Floyd-Warshalls algoritme [1962]

Dynamisk programmeringalgoritme.
Bruger adjacency-matrix reprasentationen.
Output ogsd pad matrice-form:

D = (dj), dij = 6(vi, vj) = leengden af en korteste sti fra v; til v;. Seettes
til co hvis ingen sti findes.
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Dynamisk programmeringalgoritme.
Bruger adjacency-matrix reprasentationen.
Output ogsd pad matrice-form:

D = (dj), dij = 6(vi, vj) = leengden af en korteste sti fra v; til v;. Seettes
til co hvis ingen sti findes.

M = (mjj), mj = sidste knude fgr v; pd en korteste sti fra knude v; til
knude v;. Saettes til NIL hvis ingen sti findes.
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(Kun konstruktion af D-matricen vises.)

FLOYD-WARSHALL (W, n)

DO =w
fork = 1ton
let D% = (di(/-k)) be a new n X n matrix
fori =1ton
forj =1ton
d® = min (@0, a% +ak")
return D™

Kgretid: O(n®). Plads: O(n?) (kun forrige D) matrice behgves
gemmes).

Satning: Nar algoritmen stopper er dj; og 7 sat korrekt for
alle v;, vj € V (hvis ingen negativ kreds er i grafen).

Bevis: Invarianten er, at D) indeholder laengden af korteste veje mellem
v; og v; som passerer knuderne vy, vo, ..., vk (udover endepunkterne v;

og vj).



Johnsons algoritme [1977]

Bruger:

» Kgrer Bellman-Ford-Moore een gang pa let udvidet graf.

» Herudfra justering af kantvaegte sa alle bliver positive uden essentielt
at &ndre korteste veje.

» Kgrer Dijkstra fra alle knuder.

Kgrer i O(nmlogn+ nm) = O(nmlog n) tid, klarer negative vaegte.



