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1 Diverse nyttige regneregler

1.1 Regneregler for brgker

a-d+b-c

+
B b-d

a
b

Addition og subtraktion. Nar man gerne vil leegge to
brgker sammen/traekke fra, findes en faelles nevner.

a .

a

S Q[ a

Q| o
G‘|
QU

Multiplikation. Nar to brgker ganges, ganger man
teeller med teeller og neevner med navner.

Division. Nar en brgk divideres med en anden brgk,
ganger man med den omvendte dvs. den farste braks
teeller med den anden brgks navner og sa den farste
brgks navner med den anden brgks teeller.

Forlengelse. Nar en brgk skal forlenges, skal det man
gnsker at forleenge med bade ganges pa teller og
ne&vner.

Forkortelse. Hvis en brgk kan forkortes, skal man
forkorte med det samme béde i teeller og naevner.

Multiplikation med tal. Hvis et tal skal ganges pa en
brok, ganges det pa tzelleren.

Division med tal. Hvis en brgk skal deles med et tal,
ganges dette pa naevneren.

1.2 Potensregneregler

am . q" = gm+n

Nar to potenser med samme rod ganges, leegges
eksponenterne sammen.

a™-p™ =(a-b)™

Nar to potenser med forskellige redder men samme
eksponent ganges, ganger man rgdderne sammen i en
parentes der oplgftes i den feelles eksponent.

Nar en potens deles med en anden potens og de har

m
4 _ am—n feelles rgdder, treekkes eksponenterne fra hinanden.
an
am aum Nar to potenser med forskellige redder men samme
= (_) eksponent divideres, dividerer man rgdderne sammen i
bm b en parentes der oplgftes i den felles eksponent.

Hvis en potens oplgftes i en eksponent, ganges de to
eksponenter.

Er en rod oplaftet i en negativ eksponent, er det det

am = i samme som at skrive 1 over roden oplgftet i den
am positive eksponent
Alt opleftet i 0’te giver 1.
0 _
a’=1

1hvad som helst! — 1

1 oplaftet i hvad som helst, giver bare 1.
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1.3 Kvadratsatninger

(a+b)>=a’+b*+2-a-b
(a=b)>=a’+b*-2-a-b
(a+b)-(a—>b) =a%-b?

1.4 (Nogle) Rod-regneregler
Ji=d
W = g
(Va)" = am
"ap ™ = aP

1.5 Den naturlige logaritme
In(e) =1

n(1)=0

1.6 "ldiot-reglen”

cos?(x) + sin?(x) = 1

1.7 Nulreglen

Hvis man har en ligning, hvor der f.eks. star: 4x? — 2x = 0, s& kan det veere en fordel at sztte x og
evt. et tal, der gar op i begge koefficienter (her 2) udenfor en parentes, i stedet for at lgse ligningen ved
diskriminant-metoden.

Dvs.. 2xQ2x—-1)=2x=0VvV2x—-1=0=>x=0Vx=7 (V betyder eller)
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2 Funktion-Differentialkvotient-Stamfunktion

Funktion Differentialkvotient/afledte Stamfunktion/ubestemt integral
f(x) (x) F(X)
0 0 k;k R
a 0 a-x+k;k eR
x 1 ~-x?+kk €R
q . xd-1 x4+ k;k eR
X q-x 7+1 x +kK;
1 1
Z -= Inlx|+k;k €R
X x
e* e* e*+k;k R
eb~x
ebx b-eb* T-l—k;k ER
X
a* a* - In(a) +k;k ER
In(a)
a-x+b a %-a-x2+b-x+k;k €R
b
b-a* b-a*-in(a) -a*+k;k ER
In(a)
b-x¢ b-a-x%1 —— x4 k:k ER
a+1
1
In(x) - x-In(x)—x+k;k €R
X
log(e)
log(x) logle)-(x - In(x) —x)+k;k €R
X
sin(x) cos(x) —cos(x)+k;k R
cos(x) —sin(x) sin(x)+k;k €R
1
2 — —_ .
tan(x) 1+ tan®(x) = —cosz(x) Inlcos(x)| +k;k €R
sin(c - x) c-cos(c:x) —M+k;k €R
c
cos(c-x) —c-sin(c-x) M+k;k ER
2 In|cos(c - x)|
tan(c - x) c-(1+tan?(c-x)) ——————— " +k;k ER
C
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3 Differentiation

3.1 Regneregler

(k-f0)) =k-f'();k €R

Hvis en konstant ganges pa en funktion og denne
differentieres, beholdes konstanten og funktionen
differentieres som normalt.

(F) £ 9() = f/(x) £ g'(x)

Nar to funktioner lagt sammen eller trukket fra
hinanden differentieres, differentieres den farste
funktion og derefter leegges/traeekkes fra den anden
funktion differentieret.

(Fx) - g(@) =F'(x) - g(x) + fF() - g'(x)

Produktreglen: Nar produktet af to funktioner skal
differentieres tager man den farste funktion
differentieret gange den anden funktion
udifferentieret + den farste funktion
udifferentieret gange den anden funktion
differentieret.

<@> _ (f’(x) 90 — f(x) -g'(x>>
g(x) (g(x))z

Nar en brgk af to funktioner differentieres opstilles
en ny brak, hvor der i teelleren star: den farste
funktion differentieret gange den anden funktion
udifferentieret minus den fgrste funktion
udifferentieret gange den anden funktion
differentieret. | naevneren star der den anden
funktion i anden.

(F(900)) = (g - g'CO)

Kadereglen: Nar en funktion af en funktion
differentieres, differentierer man den ydre funktion
og lader indmaden sta, og ganger det hele med
indmaden (den indre funktion) differentieret.
EKSEMPEL:

1

(ln(xz - 3)), = m - 2x

OBS! Ved en funktion med mere end en variabel, bruges ofte implicit differentiation.

Eksempel:

y3+3x?-y=13

d
%:3y2-y’+6x-y+3x2-y’=0

Her ser man y som en funktion af x, og differentierer
mht. x. Det farste led 3y? - y' fas ved at bruge
keedereglen pa y3, idet der er tale om en sammensat
funktion, hvor den ydre funktion er ”i tredje” og den
indre funktion er y. Det naste led 6x - y + 3x2 - y'
fas af 3x2 - y ved at bruge produktreglen. Her er 3x?2

den farste funktion og y den anden funktion.
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Implicit differentiation

Ved en funktion af flere variable kan det veere en fordel at bruge implicit differentiation:

of
af _ _ox
=-5
dx >
Eksempel:
eV +x—y=0
df e V. 2+1  2ePV -1 27V +1
dx e V.(-1)—-1  —e2X¥V—-1 ez V41

Partiel differentiation

Partiel differentiation, bruges ved funktioner af flere variable: f(x, y), og skrives:

0

%:f dif ferentieres mht.x,0g y holdes konstant

af . ,

@:f dif ferentieres mht. y,0g9 x holdes konstant

o*f 0 (of , .

Fr ke _x(a):f dif ferentieres to gange begge gange mht. x

0*f f , .

6_y2 = @(@)f dif ferentieres to gange begge gange mht. y

0*f . . . ,

axay:f dif ferentieres to gange forst med hensyn til x dernaest med hensyn til y
0% 02

Det geelder ogsa at: Y a]; = ay;x (for de funktioner vi arbejder med).

. of 9f
De partielle afledte af 1. orden: —, —
dx 0dy

0%f 0% 0%
f1 f oG f
dy?2' 9x?2 dx0y

De partielle afledte af 2. orden:
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3.4 Differentialet

4.1

4.2

Differentialet for en funktion f beskrives som:

af of
df—a'dk"{' Ed}/

Dvs. hvis der sker en &ndring i X- og y-veerdierne fra et punkt, kan man vha. differentialet, finde ud af
hvilken @&ndring det har for f ud fra det oprindelige punkt. Vi skal altsa have udregnet differentialet for f,
for punktet (1,1) (eksempelvis), hvis x &ndrer sig fra 1 til 3 og y e&ndrer sig fra 1 til 4, bliver hhv. dx = 3
-1=20g dy =4-1=3. Disse indsattes saledes i ligningen for differentialet for f, og eendringen for f
er fundet. OBS! Nar andringen eksempelvis dx skal regnes ud er det vigtigt, man tager den nye veerdi
minus den gamle, lige meget om dette giver et negativt tal. Desuden skal man veare opmarksom pa, at
bliver man bedt om den nye f-veerdi, skal man laegge a&ndringen for f til den oprindelige f-veerdi.

Approksimation

Linezer approksimation
Pi(x) = f(x0) + f'(x0) + (x — x¢)
Kvadratisk approksimation

Py () = f(xo) + f1%0) - (x = x0) + 5+ f" () - (x = %o)?

Elasticitet

Elasticiteten kan bruges til at fortelle om, hvilken &ndring efterspargslen far/hvilken procentforggelse y
far, hvis man haver prisen x med en bestemt procentdel. Dvs. hvis vi f.eks. har beregnet elasticiteten i

et bestemt punkt til — % og vi far af vide, at prisen settes op med 8 %, da fas:
£=—1-8%=-2%.

Altsa falder efterspgrgslen med 2 % eller procentforggelsen af y bliver —2 %. Ofte bliver man bedt om,
at beregne den nye y-verdi, safremt x forages med 8 %.

Denne beregnes saledes:

Yny = Vg1 + (1 + procenrforggelsen)

I vores eksempel vil det sige: y,,,, = 5 - (1 + (-2 %)) =49
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5.1 Elasticiteten af y mht. x
er givet ved:
ELy = x dy (Skal elasticiteten findes i et bestem punkt f.eks. (3,4), og Z—i’ i dette
xY — 3 5 ,
y dx punkt allerede er beregnet, kan man blot sige: ;-%(3,4)

Dvs. direkte indszette punktet (3,4), i stedet for fgrst at udregne
elasticiteten og derefter indsatte x- og y-veerdierne)

5.2 Regneregler for elasticitet
ELA=0
Elx(f 'g) = Ele + Elxg

El, (g) — EL.f — El g

f'Eleig'Elxg
ftg

EL.(f)*=a-ElL.f ; nar a = en konstant

Elx(f ig) =

El,f(g(x)) = EL,f (W) - Elyu ; naru= g(x)

6 Integralregning

Integralregning er nermest omvendt differentialregning, og bruges bl.a. til at finde stamfunktioner og
arealer.

6.1 Ubestemt integral/Stamfunktion

[f)dx=F(x)+ k; keR s '(x) = f(x)

6.2 Bestemt integral/Areal

jb f()dx = [FIE = F(b) — F(a)
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6.3 Uegentlige integraler

[ (F@) dx — [2(f(0)dx
To tilfelde:

1) Integralet er divergent, hvis det er uendeligt.
2) Hvis integralet er et bestemt tal, er det konvergent.

(Gode eksempler herpa er de tidligere eksamensopgaver vi har lavet f.eks. opg. 3 side 89 i det rade
heefte)

6.4 Regneregler for integraler

L [ftg=[ft[g
. [k-f=k-[f
. [f-g og fﬁ har ingen bestemt formel, brug partiel integration el. integration ved substitution.

i. Partiel integration:

f (F® - gGo) + F00) - g'@) dx = FG0) - g(0) +k

= [(f'(x) - g())dx = f(x) - g(x) = [(f(x) - g'(x))dx
Eller skrevet pa en anden made: [(f-g) = (F-g) — [(F-g")

Eksempel:

J(x - %) dx Hvis viveelger f(x) = og g(x) = e* fas 2-x%-e* — [(1-x%-e¥)dx (vedat
bruge den fede linie). Dette gar det ikke lettere for os, men hvis vi derimod valger f(x) = e*
0og g(x) =xfisie* - x— [(e*-1)dx = x-e* — e* + k. Det er muligt at tjekke om man har
regnet rigtigt, ved at differentiere det resultat man har faet. Derved skal man fa de oprindelige
funktioner der star i integralet til at starte med, her altsa: x - e*.

ii. Integration ved substitution:

[ (71(909) - ) ax = f(g) + &

Visatter g(x) =u = Z—Z =g'(x) = du=g'(x)dx.

Dvs. [(f'(w))du = f(w) +k = f(g(x)) + k.
Eksempel:

J((x? +10)5° - x)dx. Vi satter g(x) = x>+ 10 = Z—g 2x = dg=2x-dx

Dvs.: f(;(g(x))s")dg - %.f((g(x))so) dg =22 g(0)%) +k =1 g0 +k
=L (x* +10)° + k.

Igen kan man tjekke ved at differentiere det fundne udtryk, og skal derved have den
oprindelige funktion, her: (x% + 10)°° - x.
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7 Stationare punkter

For en funktion f af flere variable, er det muligt at finde stationaere punkter. Dette gares ved at satte:

of of

a:() 0g a_y_

0
Herved fas to ligninger indeholdende x og y, som lgses pa alm. vis, og derved findes de stationaere
punkter.

Huvis vi skal bestemme arten af de stationare punkter skal vi bruge:

0% f % f 0% f
0x2’ 0y? °9 0x0dy

Vi setter:
B 0% f % f 0% f

B = C =
ox?’ oxdy ’ oy?

og bruger nedenstaende skema til at bestemme arten af de stationare punkter.

Fortegn pa

Stationart punkt A B C A-C — B? A.C - B2
o*f o%f o%f
(x0,¥0) ﬁ(’%)’o) m(xo,%) a—yz(xo,YO) +eller -

Der geelder nu flg. om de stationzre punkter:

HvisA-C —B? >0 og A > 0,sder (x,,,) lokalt min.
HvisA-C —B? >0 og A < 0,saer (xy,V,) lokalt max.
Hvis A - C — B? < 0, sder (x,,y,) et saddelpunkt.

Hvis A - C — B2 = 0, s& kan intet sluttes.

8 Max og Min

@nsker man at finde max eller min for en funktion, skal man som hovedregel undersgge det indre og
randen.

8.1 Indre
Ser man farst pa det indre, er de stationeere punkter de eneste muligheder. Her tager man altsa det
stationzre punkt og finder funktionsveerdien af det. Dvs. hvis vi har det stationare punkt (x,, v4),
finder vi £ (xq, vo)-
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8.2 Randen

Her bruges de afgraensninger vi far givet i opgaven, typisk at x og y er mindre/starre end el. lig med et
tal. Far vi f.eks. givet at x > 0 og y > 0, starter vi med at se pa x = 0, dvs. vi udregner £(0,y),

dette giver en funktion af y, og for at finde max eller min af den, differentieres denne funktion af y og
seettes lig med nul. Nu beregnes funktionsveerdien for de to punkter vi nu har (x = 0) er givet fra
starten, og vi fandt fer et y,, dvs. vi beregner £(0, y,). P4 samme made beregner vi for y = 0, altsa

f(0) osv..

Vi har nu funktionsveerdier fra et stationaert punkt (indre) og for punkter pa randen. Vi skal desuden
huske at beregne funktionsverdien i begge betingelserne, her er det £(0,0). Alle de funktionsvardier
vi har sammenlignes, og gnsker vi at finde max (min), skal man valge det punkt hvor
funktionsveerdien er starst (mindst).

Dog er der undtagelser, hvorved en randundersggelse kan undgas: se det rade haefte side 119.

9 Lagrange

Ved opgaver vedrgrende Lagrange far man opgivet en funktion og en forudsatning. Oftest bliver man
bedt om at opstille tre ligninger med tre ubekendte. Dette gares ved at bruge den funktion man har faet
f(x,y) og treekke A gange forudsatningen (en ligning) fra,

. dvs..L(x,y) = f(x,y) — A (forudsaetning)

Farst differentierer man, for hver variabel:

oL oL
0x °9 dy
For at finde de tre ligninger med tre ubekendte, seettes disse tre ligninger nu lig nul:
Il. Ligning 1: g—iz
Ligning 2: oL _ 0
igning 2: 3y =

Ligning 3: Den forudsatning man har faet: g(x,y) = c

I1l.  Disse tre ligninger skal lgses, saledes man finder en lgsning (x*, y*, 1%).

IV.  Bliver man bedt om at beregne max (min) af f(x, y) under en vis forudsatning.
Her kan vi netop bruge de lgsninger for x og y som vi lige har fundet,
dvs. vi beregner f(x*, y*) og sammenligner disse veerdier

Differentieres f(x*, y*) fas netop A. | det A naermest virker som differentialet her, bruger vi ogsa denne,
hvis vi skal finde ud af, hvad der sker, nar der kommer en &ndring i vores forudsatning. A udtrykker
altsa den @ndring, der sker pr. enhed @&ndring. (Se eks. opg. 8 side 108 i det rade hafte).
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