Gamle eksamensopgaver

Diskret Matematik med Anvendelser (DM72)
&
Diskrete Strukturer (DM504)

Institut for Matematik & Datalogi
Syddansk Universitet, Odense

Alle seedvanlige hjeelpemidler (leerebgger, notater etc.), samt brug af lommeregner
er tilladt.

Fuld besvarelse er besvarelse af alle opgaver. De enkelte opgavers vaegt ved be-
dgmmelsen er angivet i procent.

Der ma gerne refereres til resultater fra leerebogen og ugesedlerne inklusive gvelses-
opgaverne. Henvisninger til andre bgger (ud over leerebogen) accepteres ikke som
besvarelse af et sporgsmal.

Bemaerk, at hvis der er et spgrgsmal i en opgave, man ikke kan besvare, ma man
gerne (sa vidt det er muligt) besvare de efterfglgende spgrgsmal og blot antage,
at man har en lgsning til de foregaende spgrgsmal.

Husk at begrunde alle dine svar!

NB: Pensum for DM72 var ikke det samme som det nuveerende DM504 kursus.
Pga. dette vil du derfor komme ud for flere af de gamle opgaver, som du ikke kan
lave uden at laese ekstra i laerebogen fgrst.



2003.13: DM72 eksamen Januar 2004

2003.13.1 Opgave 1 (20 %)

Hvilke af de fglgende pastande a) - d) er sande, hvilke er falske. Giv et fuldstaen-
digt bevis for alle dine svar.

a) For alle n,k € N med n > k geelder
ny 2n
k) \2k)"

b) Lad S := {1,2,3,4} veere et sandsynlighedsrum. Sa er funktionen P, defi-
neret ved

1 r=3
P(@::{o z € {1,2,4}

en sandsynlighedsfordeling pa S.

c) Lad S vere en endelig meengde, lad P veere en sandsynlighedsfordeling pa
S og lad X : P(S) — R vaere en stokastisk variabel. Sa eksisterer der en
elementzer heendelse A € S med

E2-X] = 2-X(A).
d) De fglgende tre udsagn er sekvivalente:
P =V2zeNdyeNz?>y
P, =VyeNdzeNy’>z
Py =1>2

2003.13.2 Opgave 2 (15 %)

a) Vi definerer to funktioner

f:Z—ZX7Z og ¢g:ZXZL—17

som fglger:

VeelZ f(x):=(x—1,2)



0g
Ve,y e Z g(z,y) =x+y.

Undersgg de fire funktioner f,g, f o g og g o f med hensyn til, hvilke er
injektive, hvilke er surjektive og hvilke er bijektive.

b) Findes der en funktion h : Z +— N saledes at ho h : Z — N er bijektiv?
Begrund dit svar.

Hint: Betragt begrzensningen af h til argumenter i N.

2003.13.3 Opgave 3 (15 %)

Bevis, at for alle n € N geelder

2n—1

(-1 = (2n-1).

j=0

2003.13.4 Opgave 4 (15 %)

Bestem alle hele tal x € Z, sa at der gaelder:

z =1 mod 20

z = 2 mod 27

2003.13.5 Opgave 5 (20 %)

I undervisningslokalerne pa Syddansk Universitet benyttes en speciel type neon-
rgr. Producenten af rgrene garanterer det fglgende:
Sandsynligheden for, at et rgr stadigveek virker efter ¢ ar er givet ved (%)t .

a) Beregn for alle ¢t € {1,2,3} sandsynligheden for, at et ror gar i stykker i
lgbet af ar t.

b) Beregn sandsynligheden for, at et ror gar i stykker i lgbet af ar ¢ for et
vilkarligt ¢t € N.

c) Beregn forventningsveerdien af den stokastiske variabel, som angiver det ar
t i hvilket et rgr gar i stykker.

d) Antag, at der i et undervisningslokale haenger tre neonrgr af den ovenaevnte
type. Alle tre arbejder uathsengigt af hinanden.
Efter hvor mange ar kan vi forvente, at den fgrste af de tre gar i stykker?



Hint for ¢) og d): Du ma benytte uden bevis, at funktionen f(q) := 3 ¢, hvor
k=0

lg| < 1 er differentiabel og har den afledede f'(q) = kz k- q" L.
=

2003.13.6 Opgave 6 (15 %)

a) For V :={2,3,4,...,10} definerer vi en ikke-orienteret graf G := (V, E)
som folger: (i, j) er en kant i E, hvis og kun hvis i # j og et af de to tal 4, j

gar op i det andet.
Tegn grafen G. Er G todelt?

b) Bevis den fglgende pastand: I enhver ikke-orienteret graf med n > 2 knuder
findes mindst to knuder som har den samme grad (d.v.s. det samme antal
naboer).

2004.06: DM72 eksamen juni 2004

2004.06.1 Opgave 1 (20 %)

Hvilke af de fglgende pastande a) - d) er sande, hvilke er falske. Begrund alle dine
svar.

a) Lad my, my € N veere to naturlige tal som ikke er “relatively prime”, d.v.s.
gcd(my, mg) > 1. Sa geelder det for alle par (aq,as) med 0 < a; < my,0 <
az < me, at systemet

ay mod my
(05} mod mo

T
a

ikke har nogen lgsning x € N.

b) Lad A := {(n,m)|n,m € N og n-m er lige}. Der eksisterer en bijektiv
funktion f: A+— N .

c) Betragt S :={1,...,10} sammen med den uniforme sandsynligheds-forde-
ling. Lad X veere en stokastisk variabel (m.h.t. S og den uniforme fordeling)
med E[X] # 0. Sa eksisterer en stokastisk variabel Y (m.h.t. S og den
uniforme fordeling) som opfylder

E[X]-E[Y]=1

{Vn eN: <Z]> er et primtal} ={Vn>2Ve,y,z e Na" +y" # "}



2004.06.2 Opgave 2 (15 %)

Bevis, at det for alle n € N gaelder
SIS
k-k! — '
k=1

2004.06.3 Opgave 3 (15 %)

Betragt maengden Wi af alle strenge, som bestar af praecis fem af de otte bogstaver
T,Y,S, K, L, A, N, D. Hvert element i W5 na hgjest indeholde hvert bogstav én

gang.
a) Hvor mange elementer har W57

b) Hvor mange strenge i W5 indeholder fra venstre til hgjre delstrengen TYK?
Her er det ikke ngdvendigt, at delstrengen forekommer pa tre efterfglgende
positioner, d.v.s. at for eksempel strengen STYLK er tilladt.

¢) Hvor mange strenge i W5 indeholder mindst en af strengene TYK, LYS eller
AND som delstreng (hvor ‘delstreng’ har den samme betydning som i del
b))?

2004.06.4 Opgave 4 (20 %)

En permutation IT : {1,...,n} — {1,...,n} kaldes en involution, hvis og kun
hvis der gaelder II o IT = id, det vil sige

Vie{l,...,n} I(II(7)) =i .
Lad I(n) betegne antallet af involutioner for n elementer, hvor n € N.
a) Beregn I(1) og I(2).
b) Find alle permutationer af {1,2, 3}, som ikke er involutioner.

c) Bevis, at for n > 3 geelder
In) = In—-1)4+(n—-1)-I(n—2) .

Her ma du gerne benytte et kombinatorisk argument, d.v.s. det er ikke
ngdvendigt at gennemfgre et induktionsbevis.



2004.06.5 Opgave 5 (10 %)

a) Klaus deltager i en skriftlig eksamen pa SDU. Opgaverne har multiple-choice
formen med m € N, m > 2 svarmuligheder for hver opgave. Klaus kender
det korrekte svar for en opgave med sandsynligheden p € [0,1]. Desuden
geelder:

- Hvis han kender det korrekte svar, sa giver han det.

- Hvis han ikke kender det korrekte svar pa en opgave, sa geetter han
bare pa, hvad det korrekte svar er. I denne situation veelger han en af
de m muligheder med sandsynlighed %

Beregn i athaegighed af p og m sandsynligheden for, at Klaus virkeligt kend-
te det korrekte svar nar han har givet det korrekte svar.

b) Find en tupel med konkrete veerdier (p,m) € [0,1] x N, sadan at sandsyn-
ligheden beregnet i del a) bliver 3.

2004.06.6 Opgave 6 (20 %)

Frederik og Henrik spiller med hinanden spillet “Hvem vil blive kongen”. T spillet
benyttes en terning med seks sider; nar terningen kastes, forekommer hver side
med sandsynlighed %. Blandt de seks sider viser fire et 1-tal og de andre to et
2-tal.

a) Spillet foregar efter de folgende regler: Frederik betaler 3 kroner i indsats til
Henrik. Derefter kaster Frederik terningen fem gange. Hver gang terningen
viser et 1-tal skal Henrik betale 1 krone tilbage til Frederik. Den, som til
sidst har en positiv gevinst, bliver konge.

Beregn forventningsveerdien for Frederiks gevinst.

b) For hvilket startbelgb, som Frederik betaler til Henrik, bliver spillet rimeligt,
hvis Henrik stadig betaler 1 krone tilbage for hvert 1-tal, d.v.s. for hvilket
startbelgb er forventningsvaerdien i a) lig med 07

c) Hvis nu startbelgbet skal veere 3 kroner, hvor meget skal Henrik betale
tilbage, hver gang Frederik kaster et 1-tal, for at spillet er rimeligt?

2004.08: DM72 eksamen august 2004

2004.08.1 Opgave 1 (20 %)

Hvilke af de fglgende pastande a) - d) er sande, hvilke er falske. Begrund alle dine
svar.



a) Lad f : N — N vare en funktion for hvilken det gaelder, at f er injektiv og
f? : N+ N er surjektiv. Sa er funktionen f3: N N bijektiv.

Husk: f? er defineret som kompositionen f o f; tilsvarende for f3.

b) For alle a,b,c € N geelder: Hvis a og b er indbyrdes primiske (“relatively
prime”), sa eksisterer s,¢ € N som opfylder

c=s-a+t-b
c) Der eksisterer en lineser rekursionsligning af formen

fn:2'fn—1+c'fn—27 ceR

som har Igsningen
fn=3-2"4+3".

d) Lad p vere et primtal. Sa eksisterer der for alle z € {1,...,p*> — 1} en
multiplikativ invers til £ modulo p>.

2004.08.2 Opgave 2 (15 %)

For naturlige tal x,y, z betragter vi de fglgende predikater:
U(z) : x er ulige

L(z) : z er lige

P(z) : z er et primtal
S(x,y,2) : z+y==z
M(z,y,z) : x-y==z

a) Nedenfor fortolkes alle kvantorer over de naturlige tal. Hvilke af de fplgende
propositioner er sande, hvilke er falske?

Begrund dine svar.

) VaVyVe {M(z,y,2) NL(z) AN L(2)} = Uly)) .
i) 3z Iy Iz (S(z,2,y) ANS(y,2,2) A P(z) N P(y) A P(2)) .
i) Va vy ({5 2,y) APx)APy)} = Uly)) -
b) Angiv negationerne af de tre propositioner i a). Her ma du ikke benytte

implikationen som operation, d.v.s. du skal udtrykke negationerne kun ved
hjeelpen af de logiske operatorer A, V, - og kvantorerne 3 og V.



2004.08.3 Opgave 3 (15 %)

Bevis, at det for alle n € N gaelder

2271 X 3k2 _ 2n—l X (3n+1 _ 1)

k=0

2004.08.4 Opgave 4 (15 %)

Efter Klaus har undervist i diskret matematik 30 ar, synes alle, at det er nok.
Derfor vil Klaus stoppe og fordele alle sine matematiske bgger mellem de tre
bedste studerende i kurset DM72. Han har s > 4 bgger. Den bedste studerende
skal mindst have to bgger, bade den anden og den tredje bedste skal mindst
have en bog. Hvor mange forskellige muligheder eksisterer for at fordele bggerne
mellem de tre? Angiv resultatet i afhsengighed af s.

Hint: Benyt principiet af inklusion-eksklusion.

2004.08.5 Opgave 5 (20 %)

To spillere, A og B, spiller det folgende spil: Spiller A kaster en erlig terning fire
gange. Hvis terningen alle fire gange viser et lige tal, sa far A 20 kroner af B.
Forekommer preecis tre lige tal, sa far A 10 kroner af B. Ellers skal A betale 4
kroner til B.

a) Beregn forventningsveerdien af gevinsten for A.

b) Hvordan skal man forandre det belgb, A skal betale til B i hvert parti, for
at fa et rimeligt spil (d.v.s. et spil for hvilket forventningsveerdien af A’s
gevinst er 0)?

¢) Hvordan skal man forandre belgbet, A far for fire lige tal, for at fa et rimeligt
spil?

2004.08.6 Opgave 6 (15 %)

Lad G = (V, E) betegne en ikke-orienteret graf (uden loops og uden multiple
kanter). En automorfi af G er en bijektiv afbildning f : V' — V| saledes at

VijeV: (i,j)e B« (f(i), f(U) € E.
Bestem alle automorfier for de fglgende grafer:

a) G=(V,E)med V :={1,2,3}, E := {(2,3)}. Grafen altsa er



° oo
1 2 K

b) G er en vej over n knuder, dv.s. V= {1,....,n}, E = {(i,i + 1)]1 <i <
n — 1}. Grafen altsa er

° ° @ @
1 2 n-1 n

w

c) Grafen G givet ved

Begrund dine svar!

2004.13: DM72 eksamen januar 2005

2004.13.1 Opgave 1 (10 %)

Hvilke af fglgende pastande a) og b) er sande, og hvilke er falske. Begrund alle
dine svar

a) x = 165 er den eneste lgsning til det fplgende ligningssystem:

z=0 (mod5)
r=4 (mod?7)
xr=3 (mod9)

b) Folgende graf G er todelt (bipartite).

a




2004.13.2 Opgave 2 (15 %)

Vis at der for alle hele tal n > 1 gaelder

i(i+1) n+1

i=1

2004.13.3 Opgave 3 (15 %)

For at fa en masse kager beslutter Jens sig for at lave en kageklub. Et nyt medlem
af klubben skal i lgbet af sin fgrste uge hverve 3 nye medlemmer og kan dernaest
slappe af og blot spise kage.

a) Vis at antallet af medlemmer i klubben efter uge n kan beskrives ved fol-
gende rekursionsligning:

p =3 Qp—1 — 2 p—2
b) Los rekursionsligningen fra a) for a, i alle uger med begyndelsesveerdierne
agp — 1 og a; = 4.

c) Hvis alt forlgber efter planen, hvor mange uger gar det for der mindst er et
tusinde medlemmer? Dvs. find det mindste n, hvor a,, > 1000.

2004.13.4 Opgave 4 (20 %)
Lad U veere meengden af alle funktioner f: A — A, hvor A = {1,2,3,4}.

a) Hvor mange funktioner indeholder U? Dvs. find |U].

b) Hvor mange funktioner f i U overholder at f(x) # 2 for alle z € A.
¢) Hvor mange funktioner i U er en-til-en? (injektive)
)

d) Hvor mange funktioner f i U er en-til-en og har f(1) # 1 og f(3) # 3.

Hint: Brug princippet om inklusion-eksklusion.

2004.13.5 Opgave 5 (20 %)

Lene kaster to segte terninger og beregner derefter gjensummen for kastet. Viser
den ene terning f.eks. 3 og den anden 4, da er gjensummen 7. NB: En aegte terning

er en terning, hvor sandsynligheden for at terningen viser i gjne er p(i) = % for

ie{l,2,...,6}.



a) Antag, at gjensummen er 7. Givet dette, hvad er sandsynligheden for, at
mindst én af terningerne viser 27

b) Lad A vere haendelsen gjensummen er 7, og
lad B veere heendelsen mindst én af terningerne viser 2.
Er A og B uatheengige haendelser?

c) Hvor mange gange skal man i gennemsnit kaste med to terninger, for man
opnar et slag, hvor gjensummen er 77

Nu kastes 5 aegte terninger. I et Yatzy-spil med 5 terninger betyder tre ens, at
man har faet et slag, hvor #re terninger viser det samme, mens de sidste to viser

noget, der bade er forskelligt fra de tre ens og fra hinanden. For eksempel er
(3,3,3,5,6) tre ens, mens (3,3,3,4,4) og (3,3,3,3,5) ikke er det.

d) Hvad er sandsynligheden for at fa tre ens i ét kast med 5 aegte terninger?

2004.13.6 Opgave 6 (20 %)

Lad X og Y veere to uathaengige stokastiske variable, der begge antager veerdier
uniformt fra Z, = {0,1,2,...,p — 1}.
Dvs. for alle i € Z, geelder P(X =i) = P(Y =) = %.

a) Hvad er forventningsveerdien af X, F(X)?
b) Hvad er variansen af X, Var(X)?
Lad den stokastiske variable S veere defineret ved S = (X +Y) mod p.
c) Hvad er distributionen af S? Dvs. for hvert i i Z,, hvad er P(S =1)?

d) Hvad er forventningsvaerdien af S, E(S)?

2005.06: DM72 eksamen juni 2005

2005.06.1 Opgave 1 (15 %)

a) Angiv den logiske negation af de folgende udsagn. Dine formler ma hverken
indeholde negationssymbolet — lige fgr en kvantor eller den logiske impli-
kationsoperator =.

A = VneN:{10giropi2l®—4 = 10 garopi 21" —4}
B = VzeNVeeNIycZ: z+3=1?

b) Afger for udsagnene i del a) om det givne udsagn eller dets negation er
sandt. Begrund dine svar!

10



2005.06.2 Opgave 2 (15 %)

Benyt et induktionsbevis for at vise, at for alle naturlige tal n > 1 geelder

"1
——>2/n+1-2

2005.06.3 Opgave 3 (20 %)

Benyt den kinesiske restklassessetning for at finde det mindste naturlige tal z > 0
som opfylder de fglgende ligheder:

r = —3 mod 5
r = 4 mod 7
r = =9 mod 11

2005.06.4 Opgave 4 (20 %)

Lad G = (V, E) veere en graf med 100 knuder. Det forudsaettes at enhver knude
v € V mindst har 76 naboer.

Vis at der findes en maengde af mindst 5 forskellige knuder i V' saledes at alle er
parvis forbundet i G.

Hint: Start med at veelge en vilkarlig knude v;. Betragt nabomaengden S; af vy
i G. Prov at finde en yderligere knude v, sammen med en yderligere maengde So,
som har et hgjt antal feelles knuder med 5.

Princippet om inklusion-eksklusion kan nu veere en hjelp.

2005.06.5 Opgave 5 (15 %)

Bade din instruktor og din leerer kan godt lide at spille tennis. For at besta
eksamen i DM72 far du fglgende chance.

Du skal spille ialt tre kampe mod dem. Din chance for at vinde mod leereren er
p € (0,1), din chance for at vinde mod instruktoren er r € (0,1). Selvfglgelig
geelder p < 7.

Du ma nu selv veelge en af de fglgende to muligheder for raekkefglgen i hvilken
du spiller mod de to:

1) Du spiller kampene 1 og 3 mod laereren og kamp 2 mod instruktoren

eller

2) du spiller kampene 1 og 3 mod instruktoren og kamp 2 mod laereren.

11



For at besta kurset skal du vinde mindst to kampe i treek.

a) Analyser sandsynlighederne for at besta hvis du veelger mulighed 1, og hvis
du veelger mulighed 2.

b) Hvilken mulighed giver den stgrre sandsynlighed for at besta? Kan du for-
klare resultatet uden at tage hensyn til dine beregninger i del a)?

c) Antag at vi ved, uafheengigt af muligheden du veelger, at du taber din forste
kamp mod leereren. Beregn for begge muligheder den betingede sandsynlig-
hed for at besta kurset.

2005.06.6 Opgave 6 (15 %)

Lad n € N. For en streng = = (x1,...,x,) € {0,1}" kalder vi en stabil delstreng
enhver delstreng xpxr. ... 7, af x saledes at alle komponenter er ens og delstren-
gen ikke kan forlenges til en stabil delstreng, det vil sige xp_1 # 71 0g T3 # Tsy1
(eller k =1 eller s = n).
Eksempel: Strengen

x = 0100100011

har 6 stabile delstrenge, som er
r = 0,213'2 = 1,5(335(34 = OO,SL’5 = 1,213‘62177.1’8 = 000725'925'10 =11

a) Velg en tilfeeldig sekvens (xy,...,z,) € {0,1}". Sandsynligheden for at et
komponent bliver 0 er p € [0,1] og sandsynligheden for at et komponent
bliver 1 er g :=1 — p.

Beregn det forventede antal stabile delstrenge i den valgte sekvens.

b) Hvor mange stabile delstrenge kan vi forvente i en sekvens pa 6 bits hvis
hver bit er trukket under den uniforme fordeling fra {0, 1}.

Hint: Selv hvis du ikke kan lgse del a) kan du prove del b) uathaengigt.

2005.08: DM72 eksamen august 2005

2005.08.1 Opgave 1 (15 %)

Hvilke af de fglgende pastande a) - d) er sande, hvilke er falske. Begrund alle dine
svar.

a) For alle injektive funktioner f : N — N findes to funktioner g,h : N — N
saledes at det gaelder

fogoh=hofog.

12



b) Lad M veere en meengde. For alle k& € N og meengder M, ..., M, C M

geelder
k

M\ = MM, .

i=1 =1

c) Betragt en endelig meengde S sammen med en sandsynlighedsfordeling Pr
som er defineret for potensmeengden af S. Lad A, B og C vaere tre forskellige
heendelser saledes at A C B. Sa geelder

Pr(A) < Pr(B)+ Pr(C)

d) Lad n > 1 veere et naturligt tal. Hvis p € N, 1 < p < n er et primtal som
gar op i n, sa gar p ikke op i (n — 1)! + 1.

2005.08.2 Opgave 2 (15 %)

Bevis at for alle n € N gaelder

& k? _n-(n+1)
;(2k+1)-(2k;—1)_2-(2n+1)

2005.08.3 Opgave 3 (20 %)

Lad d,, betegne antallet af strenge i {0, 1,2}" saledes at der hverken forekommer
to 1’ere eller to 2’ere i traek.

a) Beregn veerdierne for d; og ds.

b) Vis at for alle n € N opfylder veerdien d,, ligningen

dn =2- dn—l + dn—2 .
c) For vilkarlige n € N lgs ligningen i del b) med startveerdierne fra del a).
Hint til b) Det anbefales at overveje hvordan man kan forlaenge strenge, som
afslutter med et 0 og strenge, som afslutter enten med 1 eller 2. Vis at antallet

af strenge som bade opfylder betingelserne, har leengde n — 1 og afslutter med et
0, er preecis d,,_».

13



2005.08.4 Opgave 4 (15 %)
a) Betragt udtrykket
(z+y+2+w)
i de fire variable x, y, z, og w.

Beregn koefficienten af termen x - y*- 2% - w, det vil sige beregn hvor mange
gange vi far termen x - y* - 2% - w nar vi multiplicerer (x + y + 2 + w) otte
gange med sig selv.

b) Lad a; < ay < ... < agy veere en sekvens af 21 forskellige naturlige tal i
meengden {1,...,100}. Betragt alle mulige differencer a; — a; som man far
for et vilkarligt valg 1 < j < i < 21.

Vis at der findes et resultat som forekommer mindst tre gange.

2005.08.5 Opgave 5 (15 %)

For at besta eksamenen i DM72 tilbyder din leerer dig folgende chance.
Han placerer tre kasser foran dig. Hver kasse er fyldt med 60 kugler. Der er ialt
120 hvide kugler og 60 sorte kugler. Kuglerne er fordelt som fglger i de tre kasser:

- kasse 1 indeholder 10 sorte og 50 hvide kugler;
- kasse 2 indeholder 20 sorte og 40 hvide kugler;

- kasse 3 indeholder 30 sorte og 30 hvide kugler.
Du far nu bind for gjnene, sa at du ikke kan se kasserne og deres indhold.

a) Leereren beder dig forst om at veelge en tilfeeldig af de tre kasser (uniform
fordeling). Derefter skal du traekke en tilfeeldig kugle fra den valgte kasse
(uniform fordeling).

Hviss kuglen du traekker er hvid bestar du eksamenen.
Hvad er sandsynligheden for at besta?
b) Nu far du selv muligheden for at fordele de sorte og de hvide kugler i de

tre kasser. Der skal dog stadigveek veere 60 kugler i enhver kasse. Derefter
gennemfgres det samme eksperiment.

Hvad er den optimale fordeling af de sorte og hvide kugler i de tre kasser,
saledes at sandsynligheden for at besta eksamenen bliver maksimal?
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2005.08.6 Opgave 6 (20 %)

En kasse indeholder 5 kugler. Hver kugle er markeret med et tal. To kugler er
markeret med 0, én kugle med 2, én kugle med 3 og én kugle med 4.

Du bestemmer nu hvor mange kugler du gnsker at trackke. Du skal dog traekke
mindst én og hgjest alle 5. Herefter traekker du nu tilfeeldigt (uniform fordeling)
det antal kugler fra kassen, som du pa forhand bestemte dig for.

Din gevinst er produktet af tallene som star pa de kugler, du har trukket.

a) Hvor mange kugler skal du treekke for at fa den maksimale forventede ge-
vinst? Beregn den forventede gevinst for alle antal i € {1,...,5} af trukkede
kugler.

b) Betragt nu 6 kugler, som er markeret med tallene 0, 0,0, —3, —4, —8. Hvad
er det optimale antal kugler du skal trackke? Svar pa dette spgrgsmal uden
at gennemga de tilsvarende beregninger fra del a).

2005.13: DM72 eksamen januar 2006

2005.13.1 Opgave 1 (15 %)

Hvilke af folgende pastande er sande, og hvilke er falske. Begrund alle dine svar.

a) Folgende graf G = (V| E) har en Euler-kreds.

a

b) Fglgende meengde A er teellelig.
A:={V/n|neNy} CR,
hvor Ny = {0,1,2,...}.
c) For alle udsagn P og Q) er folgende altid sandt
(PVQ)=Q)=(Q=(PVQ).
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2005.13.2 Opgave 2 (15 %)

Bevis at der for alle positive heltal n gaelder

n

Z (fz)2 = fn fn—i—la

i=1
hvor f; is Fibonacci-tallene defineret ved fo = 0, fi = 1 0g fn = fa_1 + fn_a for
n > 2.

2005.13.3 Opgave 3 (15 %)

Find maengden af positive heltal z, for hvilke fglgende er sandt:

x=1 (mod5)
r=0 (mod?7)
r=4 (mod9)

2005.13.4 Opgave 4 (20 %)

Betragt fglgende inhomogene rekursionsligning

an=40a,1—4a,_2+3n (*)

med begyndelsesbetingelser ag = 0 og a; = 3.
a) Den associerede homogene rekursionsligning er
a,=4a,_1 —4a,_s.
Angiv den generelle form for Igsninger til denne homogene rekursionsligning.

b) Angiv en bestemt lgsning (particular solution) til den inhomogene rekur-
sionsligning (*) uden hensyntagen til begyndelsesbetingelserne.

c) Hvad er lgsningen til den inhomogene rekursionsligning (*), nar begyndel-

sesbetingelserne ogsa tages i betragtning?

2005.13.5 Opgave 5 (20 %)

Efter en lang uge pa arbejde beslutter Jens sig for at tage til Schweiz for at spise
nogle lackre kager. Han kgber tre kager til en pris af i alt 10 Schweizerfranc. Alle
priser er heltal, og alle kager koster mindst en Schweizerfranc. Dvs. antallet af
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mader priserne pa de tre kager kan summe op til 10 Schweizerfranc svarer preecis
til antallet af lgsning til ligningen

xr1+ To + x3 = 10,
hvor x; er positive heltal.

a) Hvor mange lgsninger er der til ovenstaende ligning, safremt alle x; er po-
sitive heltal?

b) I virkeligheden kostede ingen kage mere end 5 Schweizerfranc, dvs. vi leder
faktisk efter antallet af lgsninger til

SL’1+LL’2—|—SL’3:10,
hvor x; € {1,2,3,4,5}.

Hvor mange lgsninger er der i dette tilfeelde?

2005.13.6 Opgave 6 (15 %)

Anders og Inge vil dele en chokoladestang. Stangen bestar af 2n + 1 blokke af
samme leengde (hvor n er et positivt heltal).

I stedet for at dele chokoladestangen lige over beslutter de sig for at dele den ved,
at de hiver i hver sin ende af stangen.

>,

S

Anders Inge

En velkendt kendsgerning fra chokoladevidenskaben fastslar, at chokoladestangen
ved denne proces vil blive delt i netop to stykker i en af de 2n revner mellem de
2n + 1 blokke stangen bestar af. Revnen veelges uniformt mellem mulighederne.
Lad den stokastiske variabel X veere antallet af blokke i den lengste af de to
resterende stykker. Jaevnfor det ovenstaende har vi

P(X =1i) = %, forie{n+1,n+2,...,2n},
mens P(X =) =0 ellers.
a) Find E(X).
b) Find variansen Var(X) af X.

¢) Brug Chebyshevs ulighed sammen med spgrgsmal a og b til at finde en gvre
greense for sandsynligheden for at det leengste stykker har lseengde mindst
15n 4 1 blokke.
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2006.03: DM504 eksamen marts 2006

2006.03.1 Opgave 1 (20 %)

Hvilke af folgende pastande er sande, hvilke falske? Begrund alle dine svar!
a) Lad A veere maengden af alle funktioner fra N til Z, d.v.s.
A=A{flf:N—1Z}.
Vi definerer en afbildning F' : A — Z som
F(f):= f(3) for alle f € A.
Da er afbildningen F' surjektiv, men ikke injektiv.

b) Lad X vere en diskret stokastisk variabel, som er defineret pa N og giver
reelle veerdier, d.v.s. X : N — R. Desuden opfylder X fglgende betingelse:

X (i) >0 for alle i € N.

Sa findes en diskret stokastisk variabel Y som er defineret pa N og som
opfylder
Y2(i) — 2Y (i) — X (i) = 0 for alle i € N.

c¢) Der findes et konstant tal ¢ € N saledes, at det for alle n > 3,n € N gaelder

<g) gc-n?’.

d) Lad Xi,..., Xjo veere diskrete stokastiske variabler defineret for en endelig
meengde S. Desuden antager vi at X;’erne opfylder folgende ulighed:

Xi(s) < Xa(s) < ... < Xjo(s) for alle s € S.

Sa geelder
EX;+Xo+ ...+ X9 <9 E[Xy0).

2006.03.2 Opgave 2 (15 %)

Lad a og b veere to reelle tal.

a) Bevis at hvis a # b, sa geelder for alle n € N

n+l bn+1

- a
E ak X bn—k — ;
a/ p—
k=0

b) Beregn den eksplicitte veerdi af summen Y~ a* - b"~* hvis a = b.
k=0
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2006.03.3 Opgave 3 (15 %)

Et lattice punkt i planen er et punkt (z,y) for hvilket begge komponenter x og y
er hele tal.

For to forskellige lattice punkter p; := (x;, y;) og p; := (x;,y;) defineres midtpunk-
tet af linien som forbinder p; og p; som punktet med koordinaterne (xl;% , &2%)
Bemeerk at midtpunktet af to lattice punkter ikke behgver selv at veere et lattice
punkt.

a) Antag at 5 forskellige lattice punkter pq, ..., ps er givet. Bevis at der findes
mindst to af disse hvorom geaelder at deres midtpunkt er et lattice punkt.

b) Er pastanden i del a) stadigveek sand nar kun 4 lattice punkter er givet?
Enten bevis den tilsvarende pastand eller find et modeksempel.

Vink: For del a) benyt pigeonhole princippet.

2006.03.4 Opgave 4 (15 %)

Det danske ministerium for uddannelse planlaegger en ny uddannelse om Tysk
Fodbold Kultur for at styrke den internationale stilling af SDU.

Uddannelsen skal forga efter fglgende regler. Der er 8 mulige kurser {Uy, ..., Us}
i Bachelordelen og 10 mulige kurser {Gj, ..., Gy} i kandidat delen.

Et korrekt curriculum bestar af preecis 4 kurser i Bachelordelen og preecis 3 kurser
i kandidat delen.

a) Hvor mange forskellige curricula er mulige?

b) Antag at ethvert kursus fra listen {G1, ..., G5} kreever at man tidligere har
laest Uy og at ethvert kursus fra listen {Gg, . . ., G1o} kreever at man tidligere
har laest bade U, og Us.

Hvor mange forskellige curricula er nu mulige?

2006.03.5 Opgave 5 (20 %)

To spillere P; og P, spiller folgende spil. De prgver pa skift at kaste en bold i et
hul.

Spiller P; starter, derefter har P, et forsgg, derefter er det igen P;’s tur o.s.v.
Spillet slutter nar en af spillerene fgrste gang har succes.

I ethvert forsgg af P; er sandsynligheden for succes lig p;. Lignende geaelder at i
ethvert forsgg af P, er sandsynligheden for en succes lig ps.

a) Beregn sandsynligheden for at P; vinder spillet nar p; = 1.
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b) Beregn sandsynligheden for at P; vinder spillet nar p; < 1 og p, = 1. Beregn
ogsa sandsynligheden for at P, vinder i denne situation.

c) Antag at p; < 1,py < 1 og p; + p2 > 0. Beregn sandsynlighederne for at Py
vinder og for at P, vinder.

Dine resultater skal veere i form af et udtryk, som afhsenger bade af p; og
Pp2-

d) Angiv en generel betingelse som p; og ps i del ¢) skal opfylde for at begge
spillere har en lige stor chance for at vinde.

Vink for del c): For ethvert naturlig tal £ € N betragt haendelsen Ay at spillet
er forbi efter k forsgg (hvor der teelles forsgg af begge spillere). Beregn Pr(Ay).
Hvordan er sammenhaengen mellem forskellige veerdier af k og heendelserne at Py
vinder eller at P vinder?

Nu kan man benytte fglgende resultat fra foreleesningerne: For alle |z| < 1 gaelder

- 1
Zxr:l—z'

r=0

Betragt x := (1 —p1) - (1 — pa2).

2006.03.6 Opgave 6 (15 %)

Lad X veere en diskret stokastisk variabel for hvilket der geelder:

x2 .
Pr(X =) = { 2 hvisx € {~3,-2,-1,0,1,2,3)

0 ellers

Her er ¢ € R et fast konstant tal som skal beregnes nedenunder.

a) Bestem veerdien af konstanten c.
b) Beregn forventningsveerdien F[X] af X.
c¢) Definer en anden diskret stokastisk variabel Y ved
Y = (X — E[X])?
Beregn for alle # € R sandsynligheden af Pr(Y = z).
d) Beregn variansen Var(X) af X.
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2006.13: DM504 eksamen januar 2007

2006.13.1 Opgave 1 (20 %)

Hvilke af folgende pastande er sande, og hvilke er falske. Begrund alle dine svar.

a) For to vilkarlige meengder A og B geelder:
(A-B)=AUB.

b) Koefficienten af 2%° i (z + 3y)'® er 3648645.
c) For et primtal p og to vilkarlige heltal a og b geelder

a=b (modp) = a*=b" (mod p)

d) For et primtal p og to vilkarlige heltal a og b gaelder

a>=b (modp) = a=0b (modp)

2006.13.2 Opgave 2 (15 %)

Bevis at der for alle heltal n,n > 1 galder

n—

> (iil)=nl—1.

=0

2006.13.3 Opgave 3 (20 %)

Malthe vil meget gerne finde ud af, preecis hvor mange Duplo klodser han har.
Han deler klodserne op i bunker af stgrrelse 7, 11 og 30 og kan ved at se, hvor
mange der bliver til overs, opstille fglgende ligningssystem, som antallet af klodser
x ma opfylde:

=5 (mod 7)
=0 (mod 11)
=4  (mod 30)

a) Angiv alle heltallige lgsninger = € Z til ovenstaende lgsningssystem.

b) Malthe ved, at han har nogle neerige foraldre, hvorfor 0 < x < 2300. Givet
dette, hvor mange Duplo klodser har Malthe?
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2006.13.4 Opgave 4 (20 %)

Lad U veere meengden af alle funktioner f : A — B, hvor A = {1,2,3,4} og
B=1{1,2,3,4,5}.

a) Hvor mange funktioner indeholder U? Dvs. find |U].
b) Hvor mange funktioner i U er injektive?
¢) Hvor mange funktioner i U er surjektive?

)
)
)
d) Hvor mange funktioner i U er bijektive?
e) Hvor mange funktioner f i U overholder, at f(1) 4+ f(2) = 37
)

f) Hvor mange funktioner f i U overholder, at f(1) + f(2) = f(3)?

2006.13.5 Opgave 5 (10 %)
Betragt den folgende rackke af tal:

5 11 31 197 1231

Antag at vi nu foretager os fglgende:
1. Vi veelger et af tallene tilfeeldigt (uniform fordeling).

2. Fra tallet valgt i 1. tages nu to cifre tilfeeldigt og uatheengigt (uniform
fordeling). Gentagelse er tilladt.

Lad den stokastiske variabel X betegne antallet af 1-taller, der veelges i trin 2.

a) Hvad er sandsynligheden for, at veelge mindst et 1-tal i trin 2., dvs. hvad
er P(X >1)7

b) Hvad er det forventede antal 1-taller, der bliver valgt, dvs. hvad er F(X)?

2006.13.6 Opgave 6 (15 %)

For nedenstaende antager vi, at sandsynligheden for at fade en dreng hhv. en
pige er den samme, dvs. 1. Endvidere antages at udfald af fgdsler er uafheengige

2
heendelser.

a) For en given familie med to bgrn ved vi, at mindst ét af de to bgrn er en
dreng. Hvad er sandsynligheden for, at begge bgrn er drenge?
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For et givent positivt heltal n og en given meengde af familier, antages at sand-
synligheden for at familien har ¢ bern, for 1 < i <n, er p;, saledes at Y. p; = 1.
Endvidere er de 2° mulige mader at fa bgrn pa for en given familie med 7 bgrn
lige sandsynlige.

b) For 1 <i < n, hvad er sandsynligheden for at veelge en familie med netop
1 drenge og 0 piger?

c¢) Det oplyses at en familie kun har drenge. Givet dette, hvad er sandsynlig-
heden for at familien har netop ét barn?
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