APPENDIX A

SRAFTEORETISKE DEFINITIONER

En graf G Dbestar af et tripel

G = (P(G), K(G), Vi)

hvor P(G) og K(G) er mengder, og { er en funktion, som til
hvert k€K(G) tilordner et par U(k) af elementer fra P(G).

Mengden P(G) kaldes mengden af punkter og K(G) kaldes meng-
den af kanter. For en kant k kan emva bestd af enten

1) et ikke-ordnet par (x,y) af punkter x og y. I dette
tilfelde siges kanten at vare <kke-orienteret,

eller

2) et ordnet par (x,y) af punkter x og y. I dette tilfelde
siges kanten at vare orienteret fra x til vy ,

eller

3) et par (x,x) bestdende af det samme punkt to gange. I dette

tilfelde siges kanten at vare en slgjfe.
Ofte beryttes (x,v) som navn for en kant k med eoﬁwv = (x,y).

En graf kan anskueligggres vha. et diagram, hvor punkterne re-
prasenteres af smd cirkler, og kanterne reprasenteres af kurver
eller linier mellem de pdgzldende par af punkter. Man siger ogs§,

at en kant forbinder de padgazldende punkter, som kaldes kantens

endepunkter.
v Y
b
X
ikke-orienteret orienteret kant slgjfe

kant fra x til vy
S&fremt en graf har forskellige kanter wé, og Wm med
gﬁwév = eAwNv‘ siges der at vaere multiple kanter i grafen.

Sadfremt alle kanter i en graf er wamlowwm:ﬁohmamy siges grafen
at vere ikke-orienteret. Sadfremt alle kanter i en graf er ori-
enterede, siges grafen at vare orienteret. Safremt en graf har
sdvel ikke-orienterede som orienterede kanter, siges den at vare
blandet.



A2

0fte benyttes ordet graf i betydningen en ikke-orienteret graf,
evt. uden slgjfer og multiple kanter. Vi betragter kun endelige

grafer, dvs. grafen G hvor savel P(G) som K(G) er endelige.

safremt P(G,) < P(G,), K(G,) c K(G,) og v, (k) =¥, (k) for

1 2

alle wmmmAmdv~ siges oa at vere en delgraf af Ow ; skrevet

04 c ON . Safremt md c mw

vare en udspendende delgraf.

1

og mAmAv = mAmmv siges G, at

Sdfremt G er e~ graf oy K' < K(G) betegner G-K' delgrafen
i G opndet fra < ved at fjerne alle kanter i K' fra G
(men ingen punkter fijernes). Safremt P' < P(G) betegner G-P°'
delgrafen i G opndet fra G ved at fjerne alle punkter i P°
og alle kanter med mindst et endepunkt i P' fra G. Nar x
er en enkelt kant eller et enkelt punkt, skrives G-{x} ofte
blot G-x.

Valensen vi{x,G) af et punkt x 1 en graf G er
antal ikke-orienterede kanter, som har x som pracis

det ene endepunkt,

+

2. (antal slgjfer af typen (x,x) i G).

Indgangsvalensen v (x,G) af et punkt x i G er antallet
af orienterede kanter i G til x. Udgangsvalensen <+Ax.mv
af et punkt x i G defineres tilsvarende som antallet af

orienterede kanter i G fra x.

En rute i en graf mellem punkter x, og vy, , ogsd kaldet en

kant-felge, er en sekvens af kanter

_HW\_ 14 WN 14 H_.n.w r e e 7 WH.H.IA 4 Ws”_
hvor WH forbinder X, 09 Y, for i=1,2,...,n, og hvor
y; = xH+g for i=1,2,...,n=-1. Hvis xg =y, kaldes ruten

lukket, og hvis X4 * Y, kaldes den dben. Hvis WM for alle

i er orienteret fra x5 ﬁHH Y; er Hcﬂmsm:mwwwwmw.
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MMMmHmEﬁmHHm WMbﬁmH HmswcdmmHmOHmeHHHmm,memmm&mzmb
m .
Zur, mmemqmmeJ P Xy g eee p X, 09 Y alle er forskellige,

kkaldes turen en vej, som forbinder X o9 Yy, - Safremt

1
Mﬁ_~xw roeee X alle er forskellige, og x; =Yg wmwﬂmm

*uren en kreds. Veje og kredse opfattes ogsd ofte som delgrafer.
Lengden af en vej eller en kreds er antal kanter i den. En slgjfe

er sdledes en kreds af langde 1.

Séfremt en graf G indeholder en rute mellem to forskellige
punkter x og y , s& vil en kortest mulig sddan rute i G

w¥re en vej mellem x og V.

En graf, hvor der for vilkarlige to punkter X og y er en
rute mellem x og y , siges at vaere sammenhengende. Sé&fremt
en graf G ikke er sammenhzngende, kan den opdeles i disjunkte
delgrafer mA ‘Ow y oeee .mw‘.moS tilsammen indeholder alle G's
punkter og kanter og som hver for sig er sammenh&ngende. Disse

delgrafer kaldes G's sammenhengskomponenter,

En sammenhazngende ikke-orienteret graf T uden kredse som del-
grafer, kaldes et tre. En bro i en graf er en kant, som ikke
er med i nogen kreds. Et tre er sdledes en sammenhangende graf,

hvor alle kanter er broer.

Da et tra T er sammenhzngende, har vilkarlige to punkter x
og vy envej i T mellem sig. Der er pracis én sddan vej, thi
to forskellige veje mellem x og y ville give anledning til

en kreds. Et tra T med > 2 punkter kan derfor ogsd defineres

som en graf, hvor vilkarlige to punkter er forbundet med pracis

én vej i T.

Beviset for at to forskellige veje mellem x og y vil give
anledning til en kreds, kan gives pa fglgende made: Lad de to

veje hedde <A og <m . Fglg <A fra x indtil vi fe¢rste

gang mgder en kant k , som ikke er pa <N (k eksisterer, da

de to veje er forskellige). Betragt den delvej <* af <A , som
starter med kanten k og ender i punktet y. Lad x' vare det
fgrste punkt pd denne vej, og lad y' vere det fgrste punkt
efter x', som ogsd ligger pé <N (y' eksisterer, da y er et
punkt efter x' pa <* og y ligger pa <mv. Den delvej <«
af Vv, , som forbinder x' og vy' har sa kun de to punkter x'

og y' og ingen kanter fazlles med <N . Sammen med delvejen
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af v, , som forbinder x' og y' , danner <ﬂ en kreds.

Fvis T er et tra med > 2 punkter, sd vil en lengst mulig vej

A T forbinde to punkter x og y med v(x,T) = v({y,T) = 1.
T-x er et tra med &t punkt mindre end T. Ved induktion fglger,
at et tr2a T med n punkter har pracis n-1 kanter.

En to-delt graf er en graf, hvor P(G) kan deles i to disjunkte
mangder A og B saledes, at enhver kant har &t endepunkt i
A og det andet i B.

En pardannelse P i en graf G er en mengde af kanter i G ,

hvor vilkarlige to kanter i P ikke har et fzlles endepunkt.

En dekning D 1 en graf G en mengde af punkter i G , hvor
en vilkarlig kant i G har mindst ét af sine endepunkter i D.



B.1

APPENDIX B

ALGORITMISK NOTATION

Algoritmerne i kapitel I og II beskrives i et pseudo-sprog.
En algoritme beskrevet i dette sprog kan opfattes som et trin
pa vejen mod udviklingen af et egentligt computer-program i

£.eks. Pascal.

Algoritmerne i1 pseudo-sproget er angivet som en rakke ordrer

med simikolon imellem.

P4 vilkérlige steder i disse ordrer kan der indsattes kommentarer
mellem tegnene " (*" og "*)". Disse kommentarer er ikke en del af

selve algoritmen, men har karakter af forklaringer.

Ordrerne i en algoritme kan vaere af fglgende typer:

1. Tilordning

Variabel := udtryk.

Et udtryk kan bestd af en aritmetisk formel, af ordet "sand"

eller "falsk", eller en beskrivelse af en mangde.

2. IF-THEN-ELSE-ordre

IF betingelse THEN ordre 1 ELSE ordre 2.

En betingelse er et logisk udtryk, som kan vare enten sand eller
falsk, f.eks. "X €L" eller "x < N og y < M". Safremt betingelsen
er sand, udfgres ordre 1 og i modsat fald ordre 2. Den sidste del
af ordren, dvs. ELSE-delen, kan udelades saledes, at der ikke ud-

fgpres nogen ordre, ndr betingelsen er falsk.

3. FOR-ILgkke

FOR liste DO ordre 1.

Listen angiver alle vardier af en variabel for hvilke ordre 1
skal udfgres, f.eks. "j:=1,2,...,n". Af og til skrives ogsa

i det navnte eksempel

FOR 3j:=1 TO n DO ordre 1
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vVi tillader ogs& lister af typen "alle x€L, hvor x har

egenskaben E".

4. WHILE-Igkke

WHILE betingelse DO ordre 1
Her udfgres ordre 1 gentagne gange, s& lange betingelsen er sand.

5. Beskrivende ordre

Her tillader vi nasten hvad som helst, hvis det blot er laseligt
og nogenlunde klart, f.eks. "Valg v, sd& m(v) er mindst mulig"”

"

eller "Find en pardannelse P i grafen bestdende af ...".

6. Sammensat ordre

BEGIN ordre 1 : ordre 2 ; ... ; ordre k END

Ordrerne i en s&dan sammensat ordre kan vare af en vilkarlig af
typerne 1-6. Lag ogsd merke til, at de enkelte ordrer i typerne

2-6 kan vere sammensatte.
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APPENDIX C.  A¥rsuT Seu Rase
1.4 LABYRINTER. AF BoeeN.

En labyrint bestdr af en rakke gange og forgreningspunkter

0g reprasenteres matematisk mest nerliggende af en graf.

Eksempel 1.5 Fglgende labyrint og graf sverer til hin-

anden

Grafen kan tegnes simplere sdledes:
o s

Eksempel 1.6 Den bergmte labyrint af hakke i haven pd

o)

Hampton Court i England ser sdledes ud:

Den tilsvarende graf er

C F I K L
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At finde vej 1 en labyrint er sdledes problemet at finde en
rute fra et punkt i en graf til et andet. Dette andet punkt
kan vere et vilkadrligt sted i grafen, og vi vil derfor for-
s¢ge at finde en algoritme til at bestemme en rute, som
starter i et givet punkt x og indeholder alle grafens

kanter og punkter.,

Ved at indsatte en ekstra kopi af alle kanter i grafen f&s
en graf, som har en Eulertur. Vi vil imidlertid ikke accep-
tere ALGORITME EULERTUR I eller II og heller ikke ALGORITME
POSTBUD, som mulige lgsninger, idet disse algoritmer forud-
setter ct globalt kendskab til hele grafen. Det der kende-
tegner Hmv<nwsn|ﬁnovwmatﬁ<@ms,mH netop, at vi ikke kender
grafen. For at problemet skal have mening, er det dog ngd-
vendigt at forudsatte é&n eller anden mowa for "lokalt" kend-
skab til grafens struktur p& det sted, vi er ndet til p&

ruten.

Dette "lokale" kendskab kan have flere former. En mulighed
(Ariadnes trdd til Theseus) er, at man pd et vilk&rligt sted
pd ruten kan gennemlgbe den allerede tilbagelagte rute bag-
lens til udgangspunktet. En anden mulighed, som vi vil benyt-
te , cr: For ethvert af grafens punkter P , vi ankommer til

pPd ruten, ved vi

a) hvilke kanter der tidligere pa ruten har varet benyttet
vek fra P ,

L) hvilken kant, der blev Um:wwwmw~ da vi f¢rste gang kom

til P . Denne kant vil vi kalde en 7ind-kant for P .

Det viser sig, at denne information er nok til at sikre, at
vi med en simpel regel woaamn,wcsmw i hele grafen (under
forudsatning af at den er sammenh@&ngende) . Reglen er fgrst
formuleret af en franskmanden Gaston Tarry i 1895: Den siger,
at vi ved P skal valge en kant bort fra P ,» som ikke tid--
ligere pd ruten har veret benyttet bort fra P , dog skal

P's ind-kant kun benyttes, hvis der ikke er andre muligheder.
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Mere formelt:

ALGORITME LABYRINT

INPUT: Sammenh&ngende graf G med punkter

XqrXgreeasX og mindst &n kant.

n

OUTPUT: En lukket rute R i G fra punkt X4

hvor hver kant i G er gennemlgbet

:

pracis é&n gang i hver retning.

BEGIN

R:= @ ; (*R skal betegne fglgen af kanter alle-

rede gennemlgbet ¥*)

y:= Xg ; (*y skal betegne det punkt vi er ndet
til *)

BEGIN

I(i):= me&ngden af kanter incidente med punkt

; i G
X; 1 ’

(* I(i) skal betegne maengden af kanter inci-
dente med punkt X, o9 ikke tidligere benyttet

bort fra x; *)

k(i) := @ ;
(* k(i) skal betegne ind-kanten for punkt X, *)
END

WHILE I(y) # @ DO
BEGIN
Velg kant k=(y,u) € I(y), hvor ksk(y)
medmindre dette ikke kan undgdas;
I(y):= I(y)~{k} ;
R:= Rmed k tilfgjet;
IF k(u) =@ og u*x, THEN k(u):= k ;

y:= u

END
END.
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Xg

Algoritmen anvendt p& G giver f.eks.:

*

| ER —Azﬂs/\st ..XNvaw.v ) AxusXAV\*Axhwxwv ’ AxN~mev r Axmﬁvﬁbww

A./..b~./."|VV\ Mvm_\sv..st AxN~xbv~ VAQ\VAWV~ A‘xw\xwvi Avmwsx\_v“_

vVed de med * merkede steder er der flere valgmuligheder.

Do understregede kanter er ind-kanter.

NIt algoritmen gennemfgres p& en graf er det smart at satte

o

pile pa kanterne, ndr de gennemlgbes:

y > u
oq o saette oen o specicl pil pa, hvis kanten er ind-kant for u:
’ b

Ovenstdende graf kommer s& til at se sdledes ud:

o—<

hvoraf det fremgdr, at den opndede rute er som beskrevet

1 output,

e T
_ . R —
Opgave 1.14 Benyt ALGORITME LABYRINT p& Eksemplerne

1.5 0og 1.6.

Vi skal nu bevisc, at algoritmen virkelig giver det ¢gnskede

resultat.

Algoritmen standser ndr L(y) = @ for ét eller andet Yy .
r y # X, er vi kommet ind til vy &n gang mere end vi er

qdct bort fra vy , men da vi aldrig benytter samme kant to
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gange i samme retning, er det en modstrid med at L(y) = @.
Altsd standser vi i punkt Xy Og har brugt alle kanter fra

punkt X4 bort fra X4 én gang hver og dermed ogsd alle

kanter ind til X, én gang hver.

Lad Yq = Xqs¥ye¥3s... vaEre punkterne i den rakkefglge i
hvilken vi mgder dem fgrste gang p& R . Antag at der er
kanter, som ikke er blevet gennemlgbet i begge retninger, og
lad %u vere det fgrste punkt i rekkefglgen incident med en
sddan kant. Iflg. ovenstdende er Jj > 2 . Endvidere lgber

R ind og ud af %u_ det samme antal gange, sd der er kanter

bort fra %u , som ikke er gennemlgbet.

Lad ind-kanten for yy vere A%H~<uv . S& er y; medt tid-
ligere pd& R end Yy oo dvs. i < j . Men sd er A<H~<Jv
gennemlpbet i begge retninger pd R , da det galder for alle

kanter incidente med Y -

Ind-kanten A%H‘%uv er altsd gennemlgbet bort fra <u , sam-—
tidig med at der er andre kanter fra %u , 1kke gennemlgbet
bort fra y. . Det er i modstrid med den m&de neste kant skal

J
velges pd i algoritmen. Altsd er alle kanter agennemlgbet i

begge retninger. n

Mezngderne I(i) indeholder i starten tilsammen alle kanter
to gange. Ved hvert gennemlgb af WHILE-lgkken fjernes mindst
et element fra et I(y) og hvert gennemlgb bestar af hgjst
et konstant antal skridt (uafhengig af G's st@¢rrelse). Alt
i alt er ALGORITME LABYRINT en god algoritme af kompleksitet
0(IK(G) 1) .

Algoritmen giver pracis &n ind-kant for alle punkter # xd .
Endvidere er det let at se, at ind-kanterne ikke danner nogen
kreds (antag at %u er det fgrste punkt fra rekkefglgen oven-
for, som er med i en kreds af ind-kanter; det giver let en
modstrid) . Det fglger heraf, at den delgraf af G , som ind-
kanterne og deres endepunkter danner er et tra i G , som
indeholder alle G's punkter. Et s&dant tra kaldes cf -

cpendende tre i G .
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Det er muligt at gg¢re valget af kanten (y,u) 1lige efter
det sidste BEGIN i ALGORITME LABYRINT lidt mere pracist

ved at kreve, at vi sd vidt muligt vender tilbage ad den
kant  (y,u) vi lige er kommet til y ad . De to eneste

situationer, hvor det ikke er muligt, er

a) A<»cv er u's ind-kant, dvs. det er fg¢rste gang vi

mpder u , og u er incident med andre kanter

b) (y,u) er y's ind-kant, som vi altsd netop har brugt

i retningen bort fra vy .

[ ¢n sddan situation er den orden YqrYoreees vi mgder @::WIA
terne i, pen 1 forhold til trzet T af ind-kanter. Mgnste-
ret fremgdr (vist) af fglgende figur. En ordning Y1rYgrees
af punkterne i et tra som vist pd figuren kaldes en pre-

TN

Yy Yg

Alle pvrige kanter i G , dvs. alle ikke ind-kanter, gar
-mellem punkter "pd samme gren af T ", dvs. hvis Axw,xuv € K(G),
sd er punkterne x. og x. forbundet med en ensrettet vej

1 J
af ind-kanter
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I ovenstdende eksempel kan der altsd ikke vare nogen af

kanterne (Y3:¥qg) + (y3r¥q9) + (¥g5r¥g) Osv. i grafen G .
Men A%N‘%AV, Amw.%dov ' Aww 'Yy ) osv. kan evt. vere i

G .

Kanterne i G deles altsd8 i to grupper: ind-kanterne (alle

kanterne i T ) og de ¢vrige kanter, kaldet bak-kanterne

{alle kanterne ikke i T ).

Den beskrevne modifikation af ALGORITME LABYRINT er en Em@mw
nyttig sgge-algoritme for grafer. Den har navnet dybde-forst-
spgning (DFS). Ved gennemfgrelse af DFS for en graf G

vil output normalt ikke bestd af ruten R , men af en eller

flere af

a) raekkefglgen YqeYoreso o dvs. for hvert X, et nummer
j = EAxHV , hvor x, = <u , _

b) treet T , dvs. for hvert xu » J22 , en kant wﬁxuvu Axw.xuv.
som er xu.m ind-kant. Med tanke p& stam-trar kaldes X4
af og til xu_m far 1 T ,

c) for hvert xu et nummer maxuv , som angiver det laveste
SAwa for et punkt X4 med SAxHV < aaxuv , som kan
nds fra x. ved fgrst evt. at gd fremad i T for der-

J
efter at g& tilbage langs en bak-kant (hvis ingen sddan

vej findes sattes pruv = B.xuvv.

Disse data giver mange oplysninger om G's struktur, f.eks.
er en kant Axw~xuv i G med BAxHV < BAxuv en bro hvis

og kun hvis Axw.xuv er en kant i T og pruv < BAxHV .
Algoritmen for DFS kan altsd bl.a. benyttes til effektivt

at finde alle broer i en graf. Disse og mange andre egenskaber
ved DFS har specielt to amerikanske auﬁmwommw J. Hopcroft og

R. Tarjan undersggt og gjort opmarksom pd i 1972.
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Opgave 1.15 Tegn et eller flere eksempler pd grafer og

pr¢v DFS pa disse eksempler. Angiv numrene SAxwv pa
punkterne og angiv trzet T . Overvej ogsd hvordan pgxwv
kan beregnes (vink: ndr x; mgdes fgrste gang fér Xy
sit nummer SAxHV , xAxH_ bestemmes, og maxwv s®@ttes
forelgbigt til Bﬂxwv . &Axwv &ndres lgbende under den
videre gennemsggning hver gang vi vender tilbage til Xy
indtil vi sidste gang forlader xwv.

Den merkning _ijHv » der sker af punkterne i en graf G ‘ved
bI's, foregdr ved fgrst at marke X, og derefter sa vidt mu-
ligt at merke et punkt forbindet til det sidst markede af de
allerede maerkede punkter. Ser vi bort fra hvilke merker der

settes, ser metoden mere pracis sdledes ud

ALGORITME MARKNING VED DFS

INPUT: Sammenh&ngende graf G med mindst
ét punkt x .

OUTPUT : En merkning af G's punkter.

L:= [x]; (*L skal betegne en liste af ikke-
maerkede punkter,der i G er for-
bundet til allerede markede punk-

ter *)
WHILE L # @ DO
BEGIN

v:= sidst tilfgjede punkt i L;

"

L:= L med v fjernet;
Merk v;

L:= L med alle ikke merkede punkter,
der er forbundet til v i G 0g som
ikke allerede er i L, tilfgjet

END

END.

Cg
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En liste L , hvor vi tilfgjer og fjerner elementer i samme
ende af L , kaldes en stak, og den ende af stakken hvor
elementer fjernes og tilfgjes kaldes stakkens top. En stak
er karakteriseret ved princippet "sidst ind - ferst wud".

Et andet meget brugt princip for en liste er "fgrst ind -

fgrst ud", dvs. elementer fjernes i den ene ende og til-
fgjes i den anden. En s&dan liste kaldes en kg.

Zndres listen T i ALGORITME MERKNING VED DFS fra en stak
til en k¢ fds en metode kaldet "bredde-ferst-spgning"” (BFS)
i stedet for DFS.

ALGORITME MERKNING VED BFS

Som ALGORITME MZERKNING VED DFS med
fprste ordre efter det sidste BEGIN
e&ndret til:

v:= f@rste punkt i L

Den merkning, der foregdr i de to algoritmer, kan se ud péa
aw:@m forskellige Bmmmw‘.om metoderne er i mange sammenhange
nyttige. I neste afsnit skal vi se hvordan me&rkning ved BFS

kan benyttes til bestemmelse af korteste veje.



