KAPITEL I

RUTEPROBLEMER

1.1 INDLEDNING

De forskellige typer af ruteproblemer blev i mange ar be-

tragtet kun som "morskabsmatematik". I de fleste populare

samlinger af hovedbrud findes opgaver af disse typer, f.eks.

tegning af figurer 7 en streg, labyrinter eller korteste
veje.

Eksempel 1.1 Bogen "T&nke, tanke, t®nke" (Fremad 1949)

indeholder fglgende ruteproblem og forklaring dertil:
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"Tegningen forestiller gangene i en mine. Vi kan antage, at

hver gang eller passage, A til B
H, H til I osv., er 100 m lang. Det vil ses, at der
er 31 sadanne passager. Nu skal en embedsmand inspicere
dem alle, og han begynder ved punktet A . Hvor langt
skal han ga, og hvilken rute vil du anbefale ham? Maske

svarer l®seren straks: "Der er 31 passager, hver pa 100 m,

altsd mad han gd 3100 m". Men dette forudsatter, at han

aldrig behgver at g& mere end &n gang gennem hver passage,

og det holder ikke stik. Tag en blyant og prgv at finde
en korteste rute. Du vil snart opdage, at der er brug for

betydelig dgmmekraft. I virkeligheden er det en kravende
opgave."

r B til C , C til




De problemer, som vi skal behandle, er endelige: man kan i
princippet lg¢se dem ved at undersgge alle muligheder. S&

matematisk set kan problemerne maske i f@grste omgang fore-
komme uinteressante.

Eksempel 1.1 fortsat Det er let at konstruere en mulig
rute R af langde allerhgjst 2-3100 m, s& vi behgver
blot at kontrollere alle ruter af langde mindre end R's

leangde for at finde en korteste rute. Derfor er problemet
endeligt. P& den anden side skal de mulige ruter dakke

alle forbindelser, sd& vi skal passere alle n knude-

punkter mindst én gang hver. Ved hvert knudepunkt er der
2, 3 eller 4 valg for en rutes MOH#mmﬁﬁmHmm~.mw der er
mindst 2" mulige ruter (dette er en grov vurdering -

der er i virkeligheden mange flere). Er n=20 som i
Eksempel 1.1, og er vi kvikke og kan undersgge 10 mulig-
heder pr. minut, altsa 600 muligheder pr. time, vil det
tage os allermindst NNO\moo ~ 1748 timer at lgse opgaven
ved at undersgge alle muligheder. Havde vi til rddighed

en computer, som kunne klare f.eks. 10 muligheder pr.

se-

kund, ville det hjelpe noget: for n=20 ville computeren

bruge mindst 220/36000 ~ 29 timer, men for n=30 mindst
3 art

Antallet af samtlige muligheder, selv i smd problemer, er ofte
sa stort, at det ikke er realistisk at l@se problemerne ved

at undersgge alle muligheder, heller ikke med computer. Der

er derfor behov for metoder, der er "bedre end endelige",

dvs. metoder, som finder en l¢sning langt mere effektivt end
ved at kigge alle muligheder igennem. I mange (men ikke alle!)
tilfelde er dette muligt ved hjelp af en matematisk analyse

af problemtypen og dens struktur.

De typer af ruteproblemer, vi skal se pa, er:

a) Tegning af figurer 7 én streg. Vi kunne ogsa kalde denne
problemtype turistens problem ved at formulere opgaven som
(om muligt) at finde en rundtur i en by eller bydel, sa

hver gade gennemgds pracis én gang.



b) Postbudets problem. Eksempel 1.1 er af denne type: der
gnskes en kortest mulig rute, der gennemgdr alle strazk-

ninger mindst én gang.

c) Korteste veje. Dexr ¢gnskes en korteste forbindelse méellem

to punkter i et netvark af mulige strzkninger.

d) Den handelsrejsendes problem. En handelsrejsende skal be-
s¢gge en rakke byer - problemet er at finde en rakkefglge
at besgge byerne i, sd den samlede tur bliver kortest mu-
lig (antal muligheder med n byer er n! , hvilket selv

for beskedne n-vaerdier er voldsomt stort).

Som antydet ovenfor, skelner vi mellem begreberne problem-type
og problem saledes, at en problem-type er en mengde af prob-
lemer. Postbudets problem er en problem-type med Eksempel 1.1
som ét problem af denne type. De lgsninger, vi sgger, er lgs-
ninger til problem-typer. Vi er altsd ikke tilfredse med blot
at lgse det konkrete problem i Eksempel 1.1, men ¢gnsker at
lgse alle problemer af denne type.

b&mswsmmﬁum.mwaw<mm i form af algoritmer. En algoritme til
lgsning af en problem-type bestar af en endelig liste af
OHmHmH~ woa_wwmwgsmmswmm;WMLNHQOHHWBmum:deGﬁ. Et Znput

er &t problem af typen. Ordrerne skal vare klare og kunne
udfgres i endelig tid (der mda godt vare repetitioner af
ordrer, forudsat der er ordrer, som angiver repetition,

men der m& ikke vare uendelige repetitioner eller uendelige
lgkker, som man ogsd kalder det). Ordrerne i en algoritme
vil vi angive i en blanding af almindelig dansk og den mere
formelle form beskrevet i Appendix B. Nar listen af ordrer
i en algoritme med et givet input er fgrt til ende, skal der
foreliage et output som svar. Dette output kan have form

af et JA eller et NEJ eller et tal, for eksempel.
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Antallet af samtlige muligheder for et problem af stgrrelse

n af en problem-type er oftest mindst eksponentielt i n
(dvs. af WOHEmD c-a”, hvor c > 0 og a > 1) eller maske

sd slemt som c-.n! . For at kalde en algoritme for en s&dan
problem-type effektiv eller god benyttes ofte den definition,
at antal skridt algoritmen skal gennemfgre er hgjst en potens-
funktion i stgrrelsen af input (dvs. af formen o.bU hvor c¢

’

og b er konstanter, som opfylder ¢ > 0 og b > 0).

En algoritme, som for mﬁ.@HOUHmE af stgrrelse n, finder out-
put i hgjst c-£f(n) skridt, hvor ¢ > 0 , siges at vare af
kompleksitet hgjst O(f(n)) (leses store o af £(n)).

Opgave 1.1 Antag, at din computer kan gennemfgre 1000000
skridt pr. sekund. Hvor lang tid vil det tage den at gennem-
fgre henholdsvis Sw , 5m ' 20 og n! skridt for n =20

40 og 60 ?
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Definitionen af en god algoritme ovenfor kan synes grov (er

en algoritme af kompleksitet OASAooo

) virkelig god ?). Den er
imidlertid i @¢jeblikket det bedste bud pad en rimelig defini-
tion. Den har den fordel, at den er robust (hvis vi f.eks.
teller det at finde et bestemt element i en me&ngde med n
elementer som &t skridt, hvor andre ville talle n skridt,

sd giver denne uenighed ikke anledning til uenighed om algo-
ritmen er god eller ej). Endvidere giver definitionen anled-

ning til interessante resultater, som vi skal se.

En alternativ mdde at lgse en problem-type pd end ved at an-
give en god mHQOHHﬁEmV er at finde en god matematisk satning
i form af en karakterisation. Vi skal senere se eksempler her-
pd. Ligesom vi ovenfor har @Haowmmwmwy hvad vi vil forstd wved
en god algoritme, skal vi senere pracisere, hvad vi vil forsta

ved en god setning. Et af budskaberne bliver s&, at gode algo-

ritmer og gode satninger ofte fglges ad, og der er en tat vek-
selvirkning mellem de to Igsningsformer.




[.2 TEGNING AF FIGURER I EN STREG

Matematikeren Leonard Euler (1707-1783) skrev i 1736 en ar-
tikel om muligheden af at g& en tur i byen Kdnigsberg i

Preussen sdledes, at byens 7 broer over floden Pregel hver

blev overskredet é&n gang og kun &én gang. Fglgende diagram

over broernes beliggenhed stammer fra Euler's artikel:

Euler forteller: "Da der i K&nigsberg-problemet er 7 broer,
kan det lgses ved en fuldstandig opregning af alle de mulige
veje, som man kan ga. P& den made ville det blive klart, om
der fandtes eller ikke fandtes en vej som den i problemet
forlangte. Men pa& grund af det store antal kombinationsmulig-
heder er denne lgsningsmetode bade for vanskelig og for be-
sverlig, og i andre problemer med endnu flere broer ville den
slet ikke kunne anvendes. Blev en metode af denne art fgrt
til ende, ville man f& svar pa mange spgrgsmal, der slet

ikke var stillet; heri ligger utvivlsomt arsagen til mange

af vanskelighederne. Efter at have forkastet denne metode

gav jeg mig til at sgge efter en anden, der blot skulle af-
slgre om der fandtes en vej eller ikke. Thi jeg havde mis-

tanke om, at en sddan metode ville vise sig langt simplere."

Euler gav lgsningen ikke blot pa K8nigsberg-problemet, men
pd alle problemer af samme type. For at formulere lgsningen
er det bekvemt at benytte grafteori. Se Appendix A for pra-

cise grafteoretiske definitioner.

1.5



hvor de 4 punkter i punktmengden P(G) svarer til de 4 om-

rdder i KSnigsberg, og de 7 kanter i kantmengden K(G)
svarer til de 7 broer. For eksempel svarer kanten g = (C,D)

i grafen til broen g mellem omrdderne C og D i Eulers
diagram.

En rute i en graf G , ogsa kaldet en kant-fgolge, er en

sekvens af kanter

HWA.WN.W k k

37" n-1" mu

i i
Yi = %41 for i =1,2,...,n=-1 , dvs. WH slutter hvor
WH+A starter. Ruten er lukket S<Hm X, =Yy, ©°9 Gben
hvis X, *# y, . Den kaldes en tur hvis WH ¥ wu for i # j
dvs. alle kanterne er forskellige. Hvis alle kanter i en

hvor k., forbinder x, og Yy for 1 =1,2,...,n og

’

graf G er med i en tur kaldes turen en Fuler-tur i G

Eksempel 1.2 I grafen ovenfor er [a,b,c,d,e,f,g] ingen
rute, men [a,b,c,d,e,f,a,bl og [a,e,f,b] er abne ruter,

hvoraf kun den sidste er en tur.

Kdnigsberg-problem-typen kan nu formuleres som spgrgsmalet,
om en givet graf har en Euler-tur eller ej. Mere uformelt
er et problem af den type at tegne en figur &.mm.mwwmmr
dvs. uden at lgfte blyanten fra papiret og uden at

tegne den samme streg to gange.



Euler viste, at eksistensen af en Euler-tur afhanger af
v(x,G)
er antal kanter i G

grafens valenser. Valensen af et punkt x 1

grafen G fra x (ogsada kaldet antal

kanter <incidente med x.v. Euler viste fgrst

SETNING 1.1 Summen af alle valenser i

en graf G

(Eulexr 1736)
er lig med to gange antal kanter :

X v(x,G) =2 - [K(G)]
XEP (G)

Bevis:

Summen af alle valenser medregner hver kant (x,y)

to gange, nemlig én gang i hver af v(x,G)

og vi(y,G)

Opgave 1.2

Prgv at tegne en graf med &t punkt med ulige

valens, f.eks. 3, og alle andre punkter med lige valens.
Hvorfor lykkes det ikke?

SETNING 1.2 (Euler 1736)

et lige antal punker af ulige valens

En graf har altid

Bevis: Fglger af Setning 1.1, da summen af alle valenser er lige |

Eulers lgsning af problem-typen om Euler-ture er

SETNING 1.3 (Euler 1736)

sammenh®&ngende graf.

L.ad G vare en

G har en lukket Euler-tur

Alle punkter i G har lige valens.

Bevis:

! Ved hver passage af et punkt i gennemlgbet af en lukket
Euler-tur benyttes to kanter (for begyndelsespunktet mod-
svares den fgrste kant pd turen af sidste kant p& turen). Da
hver kant benyttes pracis én gang fglger heraf at alle punk-

ter har lige valens.



t  Lad X, vere et punkt i G , og lad os starte en tur

i G fra Xq dvs. en fglge af forskellige kanter:
:xa_xmw\Axw~xwv.gxu.x»,....

hvor ingen kant gentages. Da der kun er et endeligt antal
kanter i G kan vi ikke fortsztte i det uendelige, men
standser i et UGSWﬁ X efter at have gennemlgbet turen T :

T = HAxA~xNV.Axm~xwv.Axu,xbv~....axsxm.xs|4V~Axsng.x:,u .

Lad G' vare den delgraf af G , som disse kanter og deres
ende-punkter danner. Da G' kan gennemlgbes som turen

T , har alle punkter i G' 1lige valenser, bortset fra at

Xq 09 X i tilfaldet Xy ¥ X

0 har ulige valenser.

n

Da T standser 1 Ns er alle kanter incidente med X i

G med i T , dvs. X, har lige valens i G' , da den har

det i G . Heraf fe¢lger at Xq = X, o9 at alle punkter i

G' har lige valens.

Hvis T omfatter alle kanter i G er vi ferdige. Hvis ikke,
fds ved fjernelse af alle kanter i T fra G , at alle de
resterende kanter danner én eller flere sammenh@ngende

grafer md~mm....~mw med alle valenser lige, dvs. de op-
fylder samme forudsetning som G .

Da G er sammenh®&ngende vil et af punkterne X fra G'
ligge i OA . Nar vi gennemlgber T kan vi nu standse i

i
samme metode som T i G ) , for sd endelig at fortsatte

med resten af T fra Xy -

x. , derefter foretage en lukket tur ed i oA (fundet med

Ved ovenstdende fremgangsmade er T @ndret til en tur T*
indeholdende flere af G's kanter end T . Ved at starte
forfra med T* i stedet for T og fortsaztte sdledes opnés

til slut en tur indeholdende alle G's kanter. B



Selv om den formulering beviset for ¢t Thar fdet maske ikke
er den matematisk set mest elegante, udmerker den sig ved
at vere konstruktiv, idet der i beviset umiddelbart ligger

en algoritme til bestemmelse af en Euler-tur:

ALGORITME EULER-TUR I

INPUT: Sammenh®ngende graf G med mindst

en kant og med alle valenser lige.
Et fast punkt x i G

OUTPUT: En lukket Euler-tur i G startende
i ox .
BEGIN
K:= K(G) ; (*K skal betegne mzngden af kan-

ter endnu ikke gennemlgbet *)

jae!
i
e,
a

(*P skal betegne mangden af punk-

ter incidente med kanter fra K¥*)

T:= @ ; (*T skal betegne fglgen af kanter
allerede gennemlgbet *)

WHILE K#%¢ DO

BEGIN Tncident med kant feo T hvis T+
Find vy € PVYi(for T= & valges vy=xXx);

Gennemlgb en tur T4 fra y med kanter

fra K indtil det ikke er muligt at fort-
sette;

K:= K~{kanterne i HAWn
P:= P~{punkter hvorfra alle kanter er i HAWN

T:

T med T, "indsat ved y"(for T=p szttes _H.un.H_i
END

END.




Denne algoritme er fg@grste skridt pd vejen til et effektivt
computer-program. Idet den m®ngde af operationer hver kant
deltager i (inkludering i ea + £jernelse fra K , evt. fjer-
nelse af punkt fra P , inds®ttelse i T ) er konstant, dvs. uvaf-
hengig af G's stgrrelse, bliver antal skridt hgjst kon-

stant - |K(G)| . Altsd siger vi ogs&, at algoritmen er af kom-

pleksitet O0(IK(G)|) . Der er sdledes tale om en god algoritme.

Euler's satning 1.3 er en god satning, idet den pracist
forklarer, hvad der er galt, nar der ikke er en Euler-tur.
Algoritmen EULERTUR I er en god algoritme. Beviset for
setningens og algoritmens korrekthed er det samme! Dette
afsnit er derfor et eksempel p& den filosofi, der er ud-
trykt nederst side 1.4. _

Matematisk set kan beviset for f  ggres elegantere ved enten

[at benytte induktion, dvs. vise ft for G med < 2 kanter,
‘0g derefter vise +# for G med n kanter under forudsetning
af at ¢ er korrekt for alle grafer med < n kanter. I dette
tilfelde kan s& i beviset benyttes at ®4~mw~...~mw har

Euler-ture] eller [at lade T vare en langst mulig tur i

G fra X4+ 09 sd bevise, at T md indeholde alle G's
kanter].

Opgave 1.3 Gennemgd beviset pd begge de antydede m&der.

Det fgrste af de to navnte versioner (induktion) kan ogsa
oversattes til en algoritme. Denne algoritme bliver rekursiv,
idet metoden til bestemmelse af turen undervejs benvtter
(eller kalder) sig selv.

Rekursive metoder er et vigtigt redskab ved udvikling af al-
goritmer. Ofte kan en algoritme ggres elegant og overskuelig
ved benyttelse af rekursion, men prisen er at en rekursiv’

metode kan stille 1lidt stgrre krav til plads (til "bogholderi")
og tid.



ALGORITME EULER-TUR IT

INPUT: Sammenha&ngende graf G med mindst en
kant og med alle valenser lige. Et

fast punkt x i G .

OUTPUT: En lukket Euler-tur i G startende
i x .
BEGIN
Gennemlgb en tur T i G fra x indtil

det ikke er muligt at fortsatte;

:= K(G)~{kanterne i T};
P:= P(G)~{punkter hvorfra alle kanter er i T};
IF K+ THEN

BEGIN

Find sammenhzngskomponenterne

md.mw~...~mw i grafen med punktmengde
P og kantmengde K , og find punkter
Xqyr¥greoorXy o hvor Xy € mAmHV for
i=1,2,...,k;

FOR i:=1 TO k DO

Find v.h.a. ALGORITME EULER-TUR II
en lukket Euler-tur T, i G.

i i
startende i X
T:= T med HA~HN~...-HW indsat ved
KyrXpreee Xy
END
END.
¢ Den sidste version af beviset for ft (T 1langst mulig) ser

pa forhadnd ud til ikke at kunne oversattes til en algoritme.
En narmere analyse viser dog, at vi ved at vere mere om-
hyggelige, na&r kanterne til det fgrste T valges, kan sikre,

at T selv bliver hele Euler-turen. Vi skal nu se hvordan.

En bro i en graf G er en kant (x,y) , hvor fjernelse af
kanten fra G giver en graf G-(x,y) med x og y i hver

sin sammenhangende del af G-(x,y) .
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Eksempel 1.3 I de tre grafer

er alle kanter market med b broer. mw er et eksempel
pd et tre, dvs. en sammenhangende graf, hvor alle kanter

er broer.

Opgave 1.4 Vis at en kant k i en graf G er en bro

hvis og kun hvis k ikke er med 1 en kreds i G , dvs.

en graf af fglgende type:

Q0 AT

C, C

‘_ m.v‘ “« s n

Opgave 1.5 Vis at en graf med en bro altid har punkter

med ulige valens (vink: man kan benytte enten Satning
1.2 eller Satning 1.3).

Opgave 1.6 Lad G vare en sammenhazngende graf med mindst

én kant. Vis at G har en lukket Euler-tur hvis og kun
hvis G er en kant-disjunkt forening af kredse (dvs. G

kan opdeles i kredse, som to Og to ingen kanter har falles).



punkter Emm valens 1 (vink: enten pr. induktion eller

Opgave 1.7 Vis at et tre med > 2 punkter altid har to

ved at se pd endepunkterne i en langst mulig tur).

Vis mmwsﬁmﬁ~ at et tre med n punkter altid har n-1 kanter.

Nar vi i begyndelsen af beviset for % ~valger T siledes,
~at den naste kant ANH~xH+4v ikke er en bro i
mled~xwv|AxN~xuV|ww1|AxH|4.va » medmindre dette ikke kan

undgds, sd bliver T en Euler-tur i G .

I beviset herfor vil vi benytte notationen fra beviset for

t . Antag at T ikke bliver en Euler-tur. Lad os dele punk-
terne i G i to klasser: klassen A er de punkter, hvor

alle kanter fra et sddant punkt er med i T , og klassen B

er resten. Startpunktet x, ligger i A (thi ellers kan T ud-
vides) og alle punkter fra mé~mm~...~mw giver netop B .

Lad k vare den sidste kant fra T , som har et punkt i B

som et endepunkt. Vi kan skrive k. = AxH~xH+~v , hvor Xy € B
o9 X;.,4 €A, da T  ender i X, €A, Sa er AxH~NH+Av
en bro i mleg.xmvl...|AxH|4~va . Men da vi stod i X; ©og
valgte AxH~xH+AV kunne vi i stedet have valgt en kant fra
mu for et eller andet j , og en sadan kant ville ikke have
veret en bro, da mu ikke har broer (jfr. Opgave 1.6). Det
giver en modstrid, altsa er T en Euler-tur. n

Lidt mere formelt opstillet ser algoritmen sdledes ud:
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ALGORITME EULER-TUR ITT

INPUT : Sammenha&ngende graf G med mindst en
kant og med alle valenser lige. Et

fast punkt x i G .

OuUTPUT: En lukket Euler-tur i G startende

i x .

; (*y skal betegne det punkt vi er ndet
til pa turen *)

K:= K(G) ; (*K skal betegne me&ngden af kanter

endnu ikke gennemlgbet *)

T:= @ ; (*T skal betegne fglgen af kanter alle-
rede gennemlgbet *)

FOR i:= 1 TO m DO

BEGIN
Vaelg kant WM = (y,u) fra K incident med

y saledes, at WH ikke er en bro i den graf,
som kanterne i K og deres endepunkter dan-

ner, medmindre dette ikke kan undgéas;

Tilfgj k., til T ;

END.

Ved videreudvikling af denne algoritme til et computer-program
fds en algoritme, som i kompleksitet er darligere end den
tidligere givne algoritme, idet vi nu for hver kant skal af-
gg¢re om mms er en vHo mHHmH ej, dvs. vi mme se om en Vvis

graf minus wmbﬁmd er mmBEmsrﬁszU&m eller ej. Dette mwwmumm.

er ikke "konstant" for den enkelte kant, idet det afhenger af
grafens stgrrelse.



+
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For smd eksempler med h&ndkraft er EULER-TUR III dog mere
tilfredsstillende end I ved at give turen "fra en ende af"

uden senere "reparationer".

Opgave 1.8 ©Lad G vere en sammenhangende grafr medq

mindst én kant og alle valenser lige, og lad x vare

et punkt i G. Under hvilke omstendigheder kan vi vare
helt sikre p&, at WHILE-lgkken i EULER-TUR I kun gennem-
lgbes én gang ? (Vink: Vis, at .dette sker hvis og kun hvis
G-x ikke indeholder wwm&mm~ d.v.s. hver sammenhangende

del af G-x er-et ww&b,@<ﬁ,.owmm<m 1.5).

Vi har indtil nu kun beskaftiget os med lukkede Euler-
ture. En satning om dbne Euler-ture svarende til Satning
1.3 (nu skal der vare pracis to punkter af ulige valens)

kan vises meget let ved at benytte Satning 1.3.

Opgave 1.9 Kan man gd en Euler-tur i denne by fra
Euler's artikel (1736) ?

1.15




Opgave 1.10 Hvilke af fglgende figurer kan tegnes

i én streg ? I hvilken figur skal blyanten lgftes
flest gange ?

] 4

Ogséa for orienterede grafer, hvor hver kant skal gennem-
lgbes i en pa& forhand fastsat retning, kan problemet lgses
d la Setning 1.3. Betingelsen er nu, at udgangsvalensen
<+Ax‘ov skal vere lig indgangsvalensen v (x,G) for alle

punkter x.

Et andet eksempel er behandlingen af Euler-ture i blandede

grafer, d.v.s. grafer hvor nogle kanter er ikke-orienterede,

mens andre er orienterede. Her blev en god s®tning,sa vidt

jeg ved, fgrst fundet i 1962:



SETNING 1.4 (Ford og Fulkerson 1962) Lad G

vere en sammenhengende blandet graf.
G har en lukket Euler-tur
g

1) <+Ax,mv + v (x,G) + v(x,G) lige for alle

X € P(G).

2) _<+Am~mvl v (S,G)] < v{S,G) for alle del-

mengder S af P(G)

Her betyder <+Am~mv antal orienterede kanter, som star-
ter 1 S og slutter udenfor S ; v (S,G) antal ori-
enterede kanter, som starter udenfor § 0og slutter i

S ; v(sS,G) antal ikke-orienterede kanter mellem punkter
i og udenfor sS.

Opgave 1.11 Vis den lette vej $. Vis med et eksempel,

at det ikke er nok for t kun at have 1) og 2) for alle S
med S| = 1,

Setningen er en god satning. Lad os antage, at en larer
giver sine elever en kampe blandet graf og beder dem af-
gg¢re, om den har en lukket Euler-tur eller ej. For eleverne
er det at benytte sztningen ikke umiddelbart let: hvis G
har n punkter, er antal mulige mengder S 1lig med 20,
Ndr vi alligevel kalder satningen god, er det fordi den

giver lazreren en let mulighed for at kontrollere, om et

givet svar er korrekt: hvis svaret er "ja , der er en Euler-

tur", s& skal eleverne blot vise, hvordan den gennemlgbes;
hvis svaret er "nej, der er ingen Euler-tur", si skal ele-

verne blot vise et x eller et S , som ikke opfylder 1)
eller 2).

At der er en god satning betyder altsd ikke umiddelbart,
at der er en god algoritme. Imidlertid er beviset for
Sztning 1.4 igen samtidig et bevis for, at en bestemt god

algoritme giver korrekt svar. Vi behandler ikke dette her.
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1.5 POSTBUD-PROBLEMET

Postbud-problem-typen kan formuleres som spgrgsmalet

om i en givet sammenhangende graf G at finde en luk-
ket rute, som indeholder hver kant mindst &n gang, og
som gennemlgber et mindst muligt antal kanter ialt. I

en mere generel udgave af problemet er hver enkelt kant
(x,vy) i G merket med et tal L(x,y) > 0, kaldet leng-
den af (x,y). Problemet er s& at finde en lukket rute,
som indeholder hver kant mindst én gang og som er af
minimal samlet l&ngde.

S&fremt grafen har en lukket Euler-tur, er denne natur-
ligvis en rute af minimal samlet langde, idet hver kant

er indeholdt i ruten pracis én gang.

S&fremt grafen ikke har en lukket Euler-tur, vil det vare
ngdvendigt pd en korteste rute at gennemlgbe mindst &én af
kanterne mere end én gang. Benyttes en kant k ialt p

gange, kunne vi registrere det ved til grafen at tilfgje

p-1 kopier af k. Hverved opstdr en graf G*, som har en
lukket Euler-tur.

Vha. Setning 1.2 kan vi derfor omformulere postbud-problem-
typen sdledes: Tilfgj til en sammenh@ngende graf G kopier
af kanter fra G sdledes, at den derved fremkomne graf G*
har alle valenser lige, og sdledes, at de tilfgjede kopier
er af minimal samlet langde.

Vi vil nu analysere, hvordan grafen G' bestdende af de
tilfgjede kopier ser ud. Hvis G kun har lige valenser,
er K(G') = ¢. Ellers har G iflg. Sztning 1.2 et lige

antal punkter KyrXpreearXos qr¥gy (i>1) af ulige valens.

I G'  har Xy rXoreoorXyy q1¥gy ogsd som de eneste punkter

ulige valens. Hver sammenhangende del af G' indeholder

et lige antal af XirKogreeerXgy qr¥gs (igen iflg. Satning
1.2), og to af dem X, o9 xu er derfor forbundet med en
vegd <Wu i G' , d.v.s. G' har en delgraf af formen
o 0 0 0 0 O— ¢¢s O—0O <Wu c G'
X. N X



Fjernes kanterne i <Wu fra G' har den resterende
graf 2i-2 punkter med ulige valens. Er i > 2 er to

af disse punkter derfor forbundet med en vej i den re-
sterende del af G', o.s.v. Da foreningen af de i
veje, som opstdr pd denne made, pracis har

Xqr&yreeerXys 41Xy SOM punkter af ulige valens, og

¢' har minimal samlet langde, bestdr G' af pracis

disse 1 veje.

Konklusionen er altsa, at hvis G har 2i punkter

af ulige valens, s& bestar G' af kopier af i veje

fra G , hvor disse veje i G forbinder punkterne af

ulige valens to og to. Enhver af disse veje er en korteste
vej mellem sine endepunkter i G Y thi ellers kunne vi fjerne
kopien af vejen fra G' og erstatte den med en kopi af

en korteste vej i G mellem de samme to punkter. Da

G' har samlet minimal lzngde, er det ikke muligt.

Denne analyse viser, at vi kan lgse postbud-problem-typen
ned fglgende algoritme:

ALGORITME POSTBUD

INPUT: Sammenha&ngende graf G med mindst
én kant. En langde 2(x,y) > O
tilknyttet hver kant (x,y).

OUTPUT: En lukket rute R 1 G , som be-
nytter hver kant mindst én gang,

og som har minimal samlet lengde.

BEGIN
Find korteste veje <Hu i G mellem alle
par af punkter X; o9 xu af ulige valens;

Find en pardannelse P 1 m@&ngden af punkter
af ulige valens saledes, at den samlede

langde af de veje V ; hvor x, og x.

ij i j
danner par, er minimal;
Lad G* vare grafen opndet fra G ved at

tilfgje kopier af kanterne i de veje V, ’




hvor X; o9 Nu danner par i P ;

Find en lukket Euler—-tur T i G*
vha. ALGORITME EULER~TUR ;

Erstat i T enhver kopi af en kant i G
med den oprindelige kant i G. Derved

dannes ruten R i G

END.

Eksempel 1.4 TLad G vere grafen

X1 2 )
1 1
X

) 3

G har 4 punkter xA-xw.xw-xp med ulige valens, og
langderne af korteste veje mellem alle par af disse
er angivet pd kanterne i fglgende komplette 4-graf

N» H

For de tre mulige pardannelser ﬁAxg~xNv. Axw~x¢vw~

{(x,x5), ﬁxw~xpvw og {(xq,%,), Axm~xuvw er den sam-

lede langde af de korteste veje henholdsvis 6, 8 og 6.

En mulig graf G* er derfor

BN
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og den korteste lukkede rute R for et postbud har

lengde 28. R kan findes som en lukket Euler-tur
i G*.

Det ses, at for at ALGORITME POSTBUD kan kaldes en god
algoritme, er det ngdvendigt at etablere gode algorit-
mer for korteste veje og for vegtet pardannelse. Det

kan ggres, og vi skal vende tilbage til det i senere
afsnit.

Vi kan ogsé& udtrykke o4m5mdmmsmm ved at sige, at post-
bud-problem-typen er blevet reduceret til problem-typerne
"korteste vej" og "vagtet pardannelse". Sa&danne reduk-
tioner af problemtyper er en ofte anvendt metode, enten
til at vise, at en problem-type kan lg¢ses v.h.a. en god
algoritme, eller til at vise, at en problem-type er van-

skelig (vi har ovenfor set, at hvis postbud-problemet er

meget vanskeligt, s& m& enten "korteste vej" eller "vagtet
pardannelse" ogsd vare det).

@nskes en 8ben rute i stedet for en lukket, evt. mellem
to pd forhdnd fastlagte punkter, kan dette opnds ved en
simpel modifikation af metoden ovenfor.

Opgave 1.12 Lgs problemet i Eksempel 1.1. Svaret

afhanger af, om der kraves en lukket eller aben rute,

og af hvilke krav der stilles til endepunkterne af

en a&ben rute.

Opgave 1.13 Find en kortest mulig lukket rute for

et postbud i grafen
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Opgave 1.14 UD AT SE MED DSB

En rejse rundt i Danmark (med tog og ferge) ¢nskes

wmeHm@ﬁ, s& den starter og ender samme sted, sa
samtlige DSB-strazkninger dakkes mindst én gang, og
s& den samlede rute bliver kortest mulig. Hvilke
strakninger (bortset fra de trivielle som f.eks.
Struer-Thisted, Odense-Svendborg, Roskilde-Kgbenhavn
o.s.v.) skal tilbagelagges to gange ?

(N.B. Tallene p& de enkelte strakninger er ikke af-

stande, men henvisninger til k¢replanen!)

Kort over jernbaner

Emonmoms DS B

Private og udenlandske baner

essssee DSB *mmﬂmmﬂ

A 70 Frederihshavn

Al\h.\

7

B8
Lang&
<)
Arhus

Tisviidelgje_Gilteleje

elsingor
@@ Helsingborg

&,
D_:mxsc_:u
Brande
zo:m-ZmUm_
Skjern

Skanderborg anm 7 OC
L] Nykobing m
Horsens Jm mm Naerum
) 85 xo.g Kas m Tmam:xm
m_ls!.x_
‘ﬁ_am Velo @, 15338
.

benhavn
Bramming ﬁw
Espierg E*mo xo_a U 3t
nm..ﬁ _.::umaxo Ringsted e3e

' ..Nmo . 53w Store-Heddin
Vojens - R ore-Heddinge
oy - edvig
o akse Ladeplads
Rg \ .

ek S

mazaa:_
.33_3
Tonder

f_wuc_.

Eckerrfarde Putigarden *
50a
-
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Opgave 1.15 Vis, at to forskellige af vejene <Hu i ALGORITME
POSTBUD ikke kan have en fzlles kant (Vink: vis, at hvis to af

vejene har en falles kant, sd eksisterer der en bedre pardannelse) .

Vis, at i en korteste rute for postbudet benyttes en kant aldrig
tre eller flere gange).

For orienterede grafer kan postbud-problem-typen l@gses helt
tilsvarende. Men for blandede grafer, selv med alle kantlangder
lig med 1, kendes ingen god algoritme. Det vides, at dette pro-
blem tilhgrer den meget vanskelige klasse af NP-komplette pro-
blemer, som vi skal mgde senere, og det er mest narliggende at
tro, at postbud-problemet for blandede grafer slet ikke har

nogen god algoritme som lg@gsning.

1.4 KORTESTE VEJE,

Vi starter med en ikke-orienteret sammenh®&ngende graf G wuden
slgjfer, og vi gnsker fra et bestemt punkt s at finde veje
med s& fa kanter som muligt til alle andre punkter i grafen.
Antal kanter i en vej kaldes lengden af vejen. Som output af
en algoritme gnskes altsd for hvert punkt i grafen et tal
EAxHV og evt. en vej fra s til X .
Det er klart, at vi skal starte med at satte m(s) = 0.
Derefter merkes alle punkter x, forbundet til s med en

1

kant med BAva = 1. Alle ikke-merkede punkter y; har sa

afstand > 2 fra s . Alle ikke-markede y; » som er forbundet

til et allerede market punkt, gives sd merket Eamwv = 2, osv,

Denne form for merkning kaldes bredde forst sogning (BFS).
For at holde ¢je med, hvor en korteste vej er, angives for

hvert punkt y med merke m(y) > 1 en kant k(y) , som er

en kant fra et punkt med market (m(y) - 1) til vy. En sddan

kant er sidste kant pd en mulig korteste vej fra s til vy.
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Eksempel 1.5 Pa fglgende graf G

giver den antydede algoritme f@glgende merkning af punkterne
(hvor kanterne k(x) er tegnet tykke):

De tykke kanter danner et sadkaldt udspandende tra i G

Nar vi marker et punkt v 1i den fglgende mere pracise udform-
ning af algoritmen, sa tilfgjer vi samtidig til en liste L
alle de naboer til v , som vi ikke tidligere har mgdt. Det
neste punkt, der skal merkes, bliver sd hele tiden det punkt,
som stdr forrest i L. Listen L kaldes ogsd en k¢ , idet et
punkt, der kommer fg¢r ind i L end et andet punkt ogsd bliver

merket og dermed fjernet fra L f@gr det andet ("fgrst ind -
fgrst ud").
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ALGORITME KORTESTE VEJ I

INPUT: Sammenh@&ngende graf G uden sl¢jfer
med mindst &t punkt s .

OUTPUT: En merkning af G's punkter med
antal kanter i en korteste vej

fra s i G .
BEGIN

L:= [s]; (*L skal betegne en liste af ikke-maerkede
punkter, der i G er forbundet til alle-
rede merkede punkter *)

WHILE L + ¢ DO
BEGIN
v:= fgrste punkt 1 L ;

L:= L med v fjernet;

m(v):= m(u)+1 , hvor k(v) = (u,v)

(for wv=s sattes m(v)=0);

FOR alle punkter x ikke i L,
der er forbundet til v med

en kant i G

DO
BEGIN
Tilfgj x til L ;
k(x) := kant fra v til x
END
END

END.

Benyttes ALGORITME KORTESTE VEJ I pa en graf G , som ikke er
sammenh&ngende, standser algoritmen med L = ¢ f¢r alle punkter
er merkede. Hvis vi i algoritmen taller antal merkede punkter, og
hvis dette tal til slut er mindre end antal punkter i G , s& er
G ikke sammenhzngende. ALGORITME KORTESTE VEJ I kan dexfor be-

nyttes til at undersgge, om en graf er sammenha&ngende eller ej.



Antag nu igen, at G er sammenhangende. Kanterne k(x)

for alle punkter x % s .danner en delgraf T i G , som

er et sdkaldt udspendende tre < G . At T er udspendende

i1 G betyder, at T er en delgraf af G indeholdende alle
G's punkter. At T er et tre betyder, at T er sammenhangende
og at T ikke indeholder nogen kreds, d.v.s. en graf af fgl-
gende type:

QoA

c, , C

1 5 or e

Af grafen T , der dannes af kanterne k(x) for alle punkter
X # 8 0g deres endepunkter, virkelig har egenskaberne beskrevet

ovenfor kan indses s&ledes:

For det fgrste forbinder kanten k(x) for alle x # s punktet

x med et punkt v med m(v) = m(x) - 1. Ved at fortsatte

"baglens" med k(v) nds et punkt w med m(w) = m(v) - 1 = m(x) - 2.
Fortsattes sdledes, nds til sidst et punkt med m = 0 , og dette
punkt md vere s , idet s er det eneste punkt med m = 0 .

Kanterne k(x) har altsd tilsammen alle punkter i G som ende-—

punkter, og ethvert punkt er forbundet med en vej i T +til s .

Altséd er T en sammenhangende og udspandende delgraf i G .

For det andet indeholder T ingen kreds. Hvis T nemlig inde-
holder en kreds C , s& lad x vare det punkt pd C , hvor m(x)
er stgrst. S§ er x forbundet med to kanter til punkter med mindre
merker end m(x). Men ethvert punkt x 1 G med x % s er for-
bundet til pracis &t punkt v med et mindre merke end x , nemlig

det andet endepunkt af k(x). Dette giver en modstrid.

Altsd er T virkelig et udspzndende tra i G . En korteste vej
fra s til x i G er netop forbindelsen fra s til x 1 T
(i et tr2a T er der pracis &n vej mellem to punkter, idet ingen
vej ville ggre T ikke sammenhangende og mindst 2 forskellige
veje ville skabe en kreds). Det kunne derfor vere naturligt at
lade k(x) for alle x % s vare en del af ALGORITME KORTESTE

VEJ I's output.
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Opgave 1.16 Anvend ALGORITME KORTESTE VEJ I pa fg¢lgende
grafer. Find i hvert tilfelde et udspandende tra T af
korteste veje.

De punkter som far det samme merke Jj ved ALGORITME KORTESTE
VEJ I siges at ligge 1 den j'te afstandsklasse mht. punktet s ‘

Disse afstandsklasser spiller en vigtig rolle i grafteori.

Bt enkelt eksempel er navnt i den fglgende O®@m<m"

Opgave 1.17 Vis

G er to-delt, dvs. G's punkter kan deles i to
klasser A og B , sa alle kanter forbinder et
A-punkt med et B-punkt

k)

G har ingen ulige kredse.

(Vink: y er let . ¢t vises ved fgrst at marke G's
punkter som angivet i ALGORITME KORTESTE VEJ I. Vis sa
at to punkter med samme maerke J aldrig er forbundet
i G . Klassen A kan valges som alle punkter med

et lige merke).




Vi ggr nu situationen mere generel, idet der til hver kant

k 1 grafen G knyttes en langde 2(k) > 0. Vi vil forsgge
at videreudvikle ALGORITME KORTESTE VEJ I til at finde en
korteste vej fra &t punkt s til alle andre punkter i G ,

hvor "korteste" nu betyder, at de kanter, der indgar i vejen,

tilsammen har mindst mulig langde.

Det som bl.a. kendetegner ALGORITME KORTESTE VEJ I er, at
punkterne markeres ét efter &t med langden af en korteste vej.
Forsgger vi det samme i den situation, vi nu betragter, er
situationen f@¢r et gennemlgb af WHILE-lgkken fglgende:

Mzrkede punkter Ikke-merkede punkter

Vi forudsetter, at de merkede punkter alle er markede med de
korrekte langder af korteste veje fra s. Endvidere forud-
satter vi, at L bestar af alle ikke-maerkede punkter forbun-

det med kanter til markede punkter.

For et punkt v i L forbundet til et merket punkt x med
en kant k er der en forbindelse fra s til v af langde
m(x) + %2(k). En korteste vej til v har altsd langde

< m(x) + 2(k). Velges v, x og k nu, sa m(x) + 2(k) er mindst
muligt, er tallet m(x) + 2(k) langden af en korteste vej

fra s til v , thi en vilkarlig vej V fra s til v

skal benytte en kant k' = (x',v') fra et merket punkt x'

til et ikke merket punkt v'. Det giver:



lengden af Vv

u

lengden af delen af Vv fra s til x' + 2(k') +
lengden af delen af V fra v' til v

mi{x') + 2(k') + 0

ns\s

n\s

m(x) + 2(k)

Det viser, at valger vi v € L som angivet, sd er langden
af en korteste vej fra s til v 1lig med m(x) + 2(v),

og vi kan merke v med m(x) + 2(v).

Mgoritmen bliver derfor nasten som ALGORITME KORTESTE VEJ I.

Andringerne bliver

a) v valges ikke langere som fgrste element i L , men
som det v , der ggr m(x) + 2(k) mindst mulig blandt
alle kanter k = (x ,v ) fra et market x til et

ikke-maerket v ,
b) m(v) settes til m(x) + 2(k),

c) for ikke at udregne tallene m(x) + 2(k) flere gange
end hgjst ngdvendigt meowamﬁv<w %OH et ikke-market
veEL , dette tal som et ikke-permanent marke M(v)

pé v ..

Qo

En algoritme af denne type for korteste veje blev fgrst be-
skrevet af den hollandske datalog E.W. Dijkstra i 1959 og
kaldes derfor af og til Dijkstra's algoritme.

ALGORITME KORTESTE VEJ II

INPUT: Sammenhangende graf G uden slgjfer
med mindst et punkt x og en lzngde
(k) > 0 tilknyttet hver kant k .

OUTPUT: En merkning af G's punkter med lzngden
af en korteste vej fra s i G .
BEGIN

L:= {s};
(* L skal betegne mengden af jkke-merkede

punkter, der i G er forbundet til allerede

merkede punkter *)



M(s) : = 0 ;
WHILE L # @ DO

BEGIN

Velg v € . sa M(v) er mindst mulig;
L:= I~N{v};

m(v): = M(v);

FOR alle ikke-ma&rkede punkter x , der er

forbundet til v med en kant k i G

DO
BEGIN
IF (x ¢ L) eller
(x € L og m(v) + 2(k) < M(x))
THEN
BEGIN
M(x): = m(v) + 2(k);
ki{x): = k;
IF x¢L THEN L:= LU{x}
END
END
END
END.
Kanterne %Wﬁxv | x € wﬂov/ﬁmww danner igen et udspandende tra

T indenfor hvilket korteste veje fra s til alle andre
punkter findes.

Eksempel 1.6 Lad G vare grafen

Korteste veje fra s bestemmes v.h.a. algoritmen, idet

permanente marker pd& punkterne er skrevet i en cirkel



og kanterne k(x) tegnes tykt:

1) 2)

Opgave 1.18 Bestem v.h.a. ALGORITME KORTESTE VEJ II

korteste veje fra s til alle andre punkter i fglgende

graf, og find et udspandende tre af sddanne veje:




Opgave 1.19 Anvend ALGORITME KORTESTE VEJ II p& grafen

Hvad gdr galt ? Hvor benyttede vi under udviklingen
af algoritmen, at (k) > 0 for alle kanter k ?

ALGORITME KORTESTE VEJ II er en god algoritme. WHILE-lgkken
gennemlgbes |P(G)| gange. For hvert gennemlgb skal der
foretages hgjst |P(G)| sammenligninger for at finde v ,
og FOR-lgkken gennemlgbes ligeledes hgjst P(G) gange

(én gang for hvert ikke-merket x). Et gennemlgb af FOR-
lgkken kraver hgjst et konstant antal skridt (uafhangigt

af G's stgrrelse). Alt i alt fglger, at det samlede antal
skridt h¢jst er konstant ._WAQV_N ; d.v.s. algoritmen

er hgjst af kompleksitet oa_mﬂov_wv.

Antal mulige veje fra s til t i en graf Smm n punkter
og en kant mellem hvert par af punkter er mindst (n-2)! .
ALGORITME KORTESTE VEJ II er derfor langt overlegen den metode
at undersgge alle mulige veje og tage den korteste, jvf.

opgave 1.1 side 1.4.

Pnskes en korteste vej mellem alle par af punkter,kan dette
opnas ved at udfgre ALGORITME KORTESTE VEJ II ialt |P(G) |
gange. Det giver en algoritme af kompleksitet OA_wAmv_wv.

En helt anden type algoritme til lgsning af dette sidste
problem er fglgende algoritme, ogsd af kompleksitet
OA_mAmv_uV. Algoritmen formuleres mest naturligt for

orienterede grafer:



ALGORITME KORTESTE VEJ ITII

INPUT: Sammenh@ngende orienteret graf G med

2
P(G) = ﬁx4~xw....‘xbw. Ialt n tal

" 2(i,3) > 0 , hvor 2(i,j) er en langde

tilknyttet kanten fra x, til x. .

i J
Hvis der ingen kant er fra X til
X5 i G mﬁﬁdmm ,mAH~uv = ®© _ Endelig
settes L(i,3j) = 0 for i = j.
QUTPUT: | Ialt Sm tal d(i,3j), hvor d(i,j) er

lengden af en korteste vej fra Xy til

x., 1 G .

J
BEGIN
FOR alle i og j DO d(i,j):=2(i,3);
FOR j:= 1 TOn DO
FOR i:= 1 TO n DO
FOR k:= 1 TO n DO
IF d(i,j) + d(j,k) < d(i,k)
THEN d(i,k): = d(i,3) + 4(3j,k)
END.

Opgave 1.20 Vis at ALGORITME KORTESTE VEJ III giver
det ¢gnskede OUTPUT (Vink: Vis at ndr vi har gennem-

l1gbet den yderste FOR-lgkke for Jj , sd er vardien
QMAH.WV af d(i,k) 1lig med langden af en korteste
vej i G mellem X, 09 Xy hvor alle indre punkter
pd vejen er blandt X, ,X,/...rX. (dette vises pr. in-

J
duktion over j)).

Opgave 1.21 Anvend ALGORITME KORTESTE VEJ III pa ek-

semplet i Eksempel 1.6 med passende orienteringer.

Opgave 1.22 Hvordan kan ALGORITME KORTESTE VEJ III

bringes til at fungere for en ikke-orienteret graf ?

Opgave 1.23 Hvad er det pracise antal sammenlagninger

og sammenligninger ved en udfgrelse af ALGORITME KOR-
TESTE VEJ III p& en graf G med n punkter ?

1.33



1.5 DEN GRADIGE ALGORITME

Vi har i det foregdende afsnit set udspandende trar for sammen-
hangende grafer dukke op i1 forbindelse med korteste veje.

Vi vil nu betragte den opgave i en sammenh&ngende (ikke-
orienteret) graf med vagte &(k) pad de enkelte kanter k

at bestemme et udspandende tre af minimal samlet vagt.

Det viser sig her, at den simplest tenkelige metode (for

en gangs skyld!) virker: man kan bygge trazet op fra en ende
af ved hele tiden at tilfgje en kant af lavest mulig vagt.
En sd8dan algoritme, hvor det, der er bedst i hvert skridt,

d.v.s. pd kort sigt, ogsa bliver det bedste pa langt sigt,
kaldes en gradig algoritme.

Fremgangsmaden til bestemmelse af et minimalt udspzndende
tra minder meget om ALGORITME KORTESTE VEJ II. Den eneste
endring er faktisk, at merket "m(v) + &(k)" overalt er-
stattes af "2(k)". Da tallet m(v) ikke l®ngere spiller

en rolle, vil det dog vere naturligt ogsa at lave andre
justeringer.

Bl.a. viser det sig, at det ikke langere er vaesentligt at
bygge trzet op fra en ende af som vi har gjort det i de
tidligere eksempler, hvor der dukkede udspandende trar op.
Men en opbygning fra en ende af sdledes, at den del af
treet, vi har hele tiden, er sammenh®ngende, er ogsd kor-
rekt. De to mdder svarer til to forskellige mader at
karakterisere udspandende trar pd i en sammenhangende
graf G :

a) et udspandende tra T 1 G er karakteriseret ved,
at X(T) er en maximal mengde af kanter i G uden
kredse,

b) et udspandende tra T 1 G er karakteriseret ved,
at K(T) er en minimal mengde af kanter i G , sa

T er sammenhzngende.

Den fgrste synsmdde giver fglgende grddige algoritme
(kompleksiteten vil bl.a. afha&nge af hvordan betingelsen
efter IF testes, men det kan ggres sa kompleksiteten bliver
hgist O(IP(G)19)) :



ALGORITME MINIMALT TRE

INPUT: Sammenh®zngende graf G med mindst én

kant og en vegt (k) tilknyttet hver
kant.

QUTPUT: Mengde T af kanter, som danner et

minimalt udsp®ndende tra i G .

BEGIN

: =@
K: =K(G);
WHILE K # @ DO

BEGIN

Velg kant k = (x,y) € K med mindst mulig
2 (k) ;

IF 3 kreds af kanter fra Tu{k}

THEN T: = TU{k};

K: = K~{k}
END

END.

Da et tre@ med n punkter altid har n-1 kanter kan be-
tingelsen "K#@" i WHILE-lgkken erstattes af "|T!| < |P(G)|-1".

ALGORITME MINIMALT TRE dur ogsa til at finde et maximalt
tra, blot skal ordene "minimalt" og "mindst mulig" erstattes
af "maximalt" og "stgrst mulig". )

Eksempel 1.7 Lad G vare den komplette 5-graf Wm med
kant-vagte som angivet:




ALGORITME MINIMALT TRE ser pa kanterne i rakkefglge
efter stigende vaegt og inkluderer naste kant, hvis
der ikke opstdr en kreds. Man far fglgende kanter i
treet:

Gyrxg) o Gouxg) o (xyexg) 0 (xgex,)

Udvalges kanterne sd treet opbygges sammenhangende,
fds (startende i punktet xmv"

Axmki p Ax\h.xuv ’ Axw.xt ’ Axw.xmv

altsd samme tra.

Da Nm har ialt 125 forskellige udspa&ndende trar

ANS har Sblwv er metoden her naturligvis langt

overlegen den metode at prgve alle muligheder.

Vi viser nu at algoritmen virker. Lad T vere output af

algoritmen.

Pgrst vil vi overbevise os om, at kanterne i T og deres
endepunkter danner en graf G' , som er et udspzndende tra

i G . For det fgrste indeholder G' alle punkter i "G , thi
hvis punktet x ikke var med, sd ville en kant k incident
med x i G med mindst vagt helt sikkert blive tilfgjet

til T ndr den betragtes i algoritmen, og x ville sa
alligevel vere med i G' . For det andet indeholder G’

ingen kredse, thi hvis k var den sidste til T tilfgjede
kant fra en kreds, s& skulle k ikke have varet tilfgjet.
For det tredie er G' sammenhe&ngende, thi hvis vi kunne

dele G' op i to grafer G! og G! wuden nogen kant imellem,

1 2

sd ville en kant k fra G mellem m“ og mm

vegt helt sikkert blive tilfgjet til T nér den betragtes

i algoritmen, og k ville sa vere med i G'., Alt

med mindst

i alt viser dette,at G' er et udspandende tra.

Antag at kanterne i T blev inkluderet i rekkefglgen
WA.WN~WM~...~WSIA
jfr. Opgave 1.7 eller Appendix A), og antag at T ikke er minimal.

(et tre2 med n punkter har n-1 kanter,



Lad T' vare et minimalt udspandende trz, som indeholder
kanterne WA‘WN~...~Wu|A , men ikke Wu ;, hvor T' er
valgt, s& j er stgrst mulig. H.CAWuw indeholder pra-
cis én kreds C. Denne kreds C har en kant k' 4§ T,

Grafen T'U{k.}I~{k'} er et nyt udspazndende tra T* med

samlet vegt upﬁe*v = 2(T') + &Awuv - 2(k'). Da T' er
minimal, er &(k') < pawuv. P4 den anden side er

pAw.v 2 &Awuv , da k' ellers ville vare blevet valgt i
stedet for Wu som kant i T . Det fglger, at

L(k') = @AWuv , og at T* har samme vagt som e_n T*

er sdledes at minimalt trz og W4~WN~...,Wu er alle i T¥*,
Det strider mod valget af T' . |

Opgave 1.24 Bevis at det er muligt i ALGORITME MINIMALT

TRE at opbygge tr®zet sammenhangende, d.v.s. der startes
med et punkt s , og naste kant k = (x,y) € K valges
med mindst mulig £2(k) , hvor X ermed i T og Yy

ikke ex med i T . (Vink: beviset ovenfor kan bruges med
smd &ndringer) .

Opgave 1.25 Find et minimalt udspzndende tra T i

fplgende grafer. Prgve bade at opbygge T sammen-
hzngende og uden dette krav.

60 56

70

21

Pr¢v ogsd i grafen i Opgave 1.18,

Opgave 1.26 En udspendende vej i en graf er en vej,

som indeholder alle punkter. Vis ved et eksempel, at

det ikke er muligt at finde en minimal udsp@ndende

vej ved at vare gradig. Hvad med en udspendende kreds ?



1.6 DEN HANDELSREJSENDES PROBLEM

Givet n ‘byer, find en korteste rundrejse for en handels-
rejsende, som skal besgge alle byer. Dette problem minder

i sin grafteoretiske formulering meget om de problemer,

vi tidligere har betragtet. I forhold til postbud-problemet
stilles der nu blot det krav, at alle punkterne skal gennem-—
lgbes snarere end alle kanter. Og i forhold til minimalt
udspandende traz-problemet ¢nskes nu blot en minimal ud-

spendende kreds, d.v.s. en kreds med alle grafens punkter.

Det er derfor overraskende, at dette problem er sa svart.
Ingen algoritme bedre end at undersgge alle muligheder

kendes! Problem-typen tilhgrer en klasse af meget vanskeliage

problemer, kaldet NP-komplette, som vi skal mgpde i Kapitel III.

Eksempel 1.8 For 7 nord-amerikanske byer er en korteste

rundrejse angivet pa fg¢glgende kort. Denne rejse er fundet
gennem undersggelse af alle muligheder.

Leg maerke til, at den korteste afstand Minneapolis-

Kansas City ikke benyttes.

Opgave 1.27 Hvem kan finde en korteste rundrejse Ior

en handelsrejsende, som skal besgge byerne Esbjerg,

Herning, Holstebro, Silkeborg, Skive, Vejle, Viborg og
Arhus ?



Arhus

Afstandene er
lengderne af de

indtegnede kan-

ter.

I tilfelde som det foreliggende, hvor det ikke synes muligt
at opnd nogen god algoritme, forsgger man at finde gode al-
goritmer, som giver tilnarmede l@gsninger (heuristiske algo-
ritmer). For den handelsrejsende generelt kendes heller ikke
heuristiske algoritmer af kvalitet, men hvis langderne op-

fylder trekantmuligheden

2(i,3) < 2(i,k) + 2(k,3)

for alle punkter i,k og j , sda er der en elegant heuristisk
lgsning, som skyldes englanderen N. Christofides (1976).
Denne lgsning skyder hgjst 50% over madlet.



ALGORITME HANDELSREJSENDE

INPUT: Talt va tal 2(i,3) > 0 , hvor &(i,3j)

er en langde tilknyttet kanten (x.,x.)

1]
i en komplet graf G med n punkter.
Der skal galde, at 2(i,3) <2(i,k) +2(k,3)

for alle tripler 1i,j,k.

OUTPUT: En kreds C* med alle G's n punkter,

hvor den samlede lengde af C* hgjst

er W * (l®engden af minimal kreds).

BEGIN

Find et minimalt udsp®andende tr&2 T i G v.h.a.
ALGORITME MINIMALT TRE;

Find en minimal pardannelse P i delgrafen af G
bestdende af punkterne med ulige valens i T og

kanterne mellem dem i Gj;
Find en Euler-tur E 1 TU{kanterne i P};

Omaan E til en kreds C* indeholdende alle
grafens punkter ved at foretage Euler-turen, men
overspringe punkter allerede tidligere besggt pa

turen

END

Eksempel 1.9 Lad os lgse problemet i Eksempel 1.8 ved

at benytte ALGORITME HANDELSREJSENDE:

Afstande




MINNEAPOLIS BOSTON

* MIAMI

Minimalt ud-
spandende tra

Minimal par-
dannelse blandt
punkterne med
ulige valens

Euler-tur

Tur for den
handelsrejsende

fundet fra Euler-turen
ved at starte i Boston




It ALGORITME HANDELSREJSENDE giver et output som beskrevet

kan vises saledes:

lad C vare en minimal tur og lad k vare en kant pad C.
$& er C-k et udspandende traz. Heraf fés at &(C) 2 2(T),

Wwor T er et minimalt udspandende tra.

’ardannelsen P danner par mellem nogle af punkterne pa
¢ , nemlig punkterne med ulige valens i T . Kald disse

punkter HA , Hm P , hvor rakkefglgen er den

.

punkterne kommer i pd C

C :
s§ galder
2(P) = ¥ (k)
kEP
¢ min {8(i,,1i,) + Pligri,) +...o4 pﬁwmw|é .wav.
pAHN@‘HAV.TNAHN~HwV.T...+ pAHw@|N~HNW|AVw
< $4(C) (p.gr. af trekantuligheden).

Heraf fés at

2(C*) < L(TUP) = L(T) + 2(P) < wfe

hvor det fgrste ulighedstegn igen er baseret pd trekant-
uligheden. [ |

Opgave 1.28 Anvend ALGORITME HANDELSREJSENDE pa ek-

semplet i Opgave 1.27.



Opgave 1.29 En cykeltur pa Fyn planlagges som en rund-

tur med start og slut i Odense. Den skal g& gennem Assens,

Bogense, Fé&borg, Kerteminde, Middelfart, Nyborg, Ringe
og Svendborg. Planlag turen v.h.a. ALGORITME HANDELS-
REJSENDE. Kommer de korteste strakninger Odense-Kerteminde

og Odense-Ringe mon med i en korteste rundtur ?

- g |
2 |3
AFSTANDE o 518 .
PA 22218 |0 |9 |9 |o
o |0 |0 |¥ |”W o |e D
o 21818 (g (2|28 |3
M%FKMNOR
Assens
Bogense 42
Faborg 36(62
Kerteminde |[59}51}60
Middelfart |[35}31|70)66
Nyborg 671591481975
Odense 38130(39}21146¢30
Ringe 43150126{38{65|25120
Svendborg 617312614984 34}43}23
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