KAPITEL I1I

PARDANNELSE,

[I.1 INDLEDNING

Begrebet "pardannelse" dakker over mange forskellige problem-typer.
Disse problem-typer dukker op i flere forskellige sammenhange og

er af fundamental betydning i algoritmisk kombinatorik. Vi s& s&-
ledes, at pardannelse spiller en vigtig rolle i ALGORITME POSTBUD
og i ALGORITME HANDELSREJSENDE. Som et tredie typisk eksempel kan
nan tenke pd en skoles skema-lagning, som jo bestdr i at danne

par af klasser og larere i hver skematime.

Fksempel 2.1 Lad 5x5-matricen

B, B, By B, Bg

Pg 3 4 5 2 1
PN 4 5 5 3 1
>w 4 4 5 1 2
wb 4 2 4 2 2
Pm 3 2 5 3 3

vere givet. Problemet er at finde 5 skeve pladser, dvs. at ikke to

.

er i samme rakke eller sg¢gjle, s8ledes at summen af tallene pd de
5 pladser er mindst mulig. Dette problem er af en type som kaldes

Jjob-tilordning, idet de 5 rakker wA. bm~...~ A_ i matricen kan

5

svare til 5 ansggere og de 5 s¢jler m;. wm~.... ww kan svare til

5 jobs, som skal besattes. Tallet oHu i rekke 1 og s¢jle j
angiver sd ansgger bw.m uegnethed til job mu (jo stgrre OHu
er, jo mere uegnet er ansgger >H til job wuv. Vi g¢nsker at
besztte de 5 jobs med de 5 ansg@ggere,; saledes at den samlede

"uegnethed" er mindst mulig.



Problem-typen kaldes ogsd af og til for vegtet to-delt pardannelse,
Ordene "to-delt pardannelse" gdr p&, at vi skal danne par, hvor

hvert par Hnmmrowmmﬁ ét element af hver af de to typer ﬁbA ’ >N ’oe..)
og ﬁwg ’ wm ye+-}. Ordet "vagtet" hentyder til, at de enkelte

nulige par Aww » B,) har vagte S5 (i 7kke vegtet to-delt par-
dannelse angives kun, hvilke par APH P wuv~ der er mulige, sadan

at alle s&danne par har samme vagt).

P& figuren

Pu 4 4 5 A”Hv 2
4 A”HV 4 2 2
>m A”Hv_ 2 5 3 3

angiver pladserne med cirkler en job-tilordning, hvor ansgger A
fadr job B

5 ¢ A, far mm r 0.8.v. (eller de angiver en par-
dannelse med par AwA ’ wmv ’ Abm ’ wuv ; 0.8.v.). Den samlede

vaegt af pladserne med cirkler er 12.

Er 12 det minimalt opnédelige p& 5 skave pladser ? Svare et NEJ.

En letforklarlig begrundelse herfor er, at fglgende 5 skave pladser
kun har sum 11 :




Ir 11 det minimalt opnédelige pd 5 skave pladser ? Svaret er
JA. En letforklarlig begrundelse herfor er, at de 5 givne
pladser med sum 11 bestdr af et minimalt element fra hver s¢jle,
s& en mindre sum kan aldrig opnds pa 5 pladser med én plads fra

hver sgjle.

I eksemplet ovenfor sd vi, at bade da svaret var NEJ og da det
var JA, eksisterede der en letforklarlig begrundelse for det

givne svar. En god setning for en problem-type er en karakteri-
sation, som i alle mulige tilfzlde giver en letforklarlig be-

grundelse for det korrekte svar.

I §I1.3 skal vi finde en god setning for job-tilordnings-problemet.
Det betyder, at der altid for et sadant problem eksisterer en
letforklarlig begrundelse for det korrekte svar. For elever,

som skal finde n skave pladser med minimal sum i en givet

natrix, er det ikke ngdvendigvis s& let at finde det korrekte

svar (der er n! muligheder). Men er svaret f¢grst fundet, s& er

der ogsd en letforklarlig begrundelse for det. At der er en god
se@tning betyder altsd, at det er let for lareren at kontrollere,

at et givet svar er korrekt.

At der er en god satning betyder sdledes ikke umiddelbart, at

der er en god algoritme til at finde det korrekte svar. Imidlertid
vil beviset for den gode sztning for job-tilordning samtidig give
0os en god algoritme. Altsd er ogsd@ job-tilordning et eksempel p&,
at gode algoritmer og gode sztninger tilsyneladende fglges ad,

jvf. side 1.4 nederst.

Fgr vi betragter job-tilordning, skal vi i §II.2 se pd ikke-vagtet
to-delt pardannelse. I §II.4 og II.5 ser vi pd mere generelle
problem-typer, specielt l<ineer programmering (LP), hvor den sa-

kaldte dualitetssatning er en god satning, og transport-problemet.

De typer af pardannelse, som optradte i ALGORITME POSTBUD og i
ALGORITME HANDELSREJSENDE, var vagtet, men ikke todelt, idet der

ikke skulle dannes par af to forskellige typer af elementer.

Ogsa denne type af pardannelse er lgst, bdde i form af gode al-
goritmer og gode sztninger, men vi skal ikke behandle dem her,

da lgsningerne (udviklet af den canadiske matematiker Jack Edmonds

1

i 1960'erne) er ganske komplicerede.



11.2 IKKE VEGTET, TO-DELT PARDANNELSE

Eksempel 2.2 I et selskab med 5 drenge Ay v By ye.., Ay ¢nsker
vi at finde en passende pige til s& mange af drengene som muligt,

PA gnsker kun at danne par med wA ’ Wu eller wa . Drengen A

er krasen: han ¢gnsker kun at danne par med mm eller wm. Og ww
geledes kun med mw eller wm . Og »» kun med wA ’ Ww eller B
Og endelig >m kun med wm eller mm (pigernes mening interes-
serer vi os ikke for!).

2
li-

4 *

Situationen kan beskrives v.h.a. matricen

T o |o

By 0 0
B3 0 1oi
R ¢ |o

Ag 0 0

hvor vi ¢gnsker at finde s& mange med 0 merkede skave pladser
som muligt.

Alternativt kan situationen beskrives v.h.a. den to-delte graf




hvor vi ¢nsker at finde sd mange uafhengige kanter (dvs.

kanter uden falles endepunkter) som muligt,

At det i den givne situation ikke er muligt at danne 5 par

1 w» , mm og Wm dekker alle de mulige

kan ses af, at A
par, d.v.s. alle de mulige par indeholder mindst én af disse
4, s& der kan hgjst dannes 4 par. Alternativt kunne vi sige,
at de 3 drenge ww ’ ww og >m tilsammen kun er interesseret
i de to piger mw og mm , og at det derfor ikke er muligt at

opnd en pardannelse, som imgdekommer alle 5 drenge.

De letforklarlige grunde, som blev givet i Eksempel 2.2 gzlder
generelt for to-delt ikke vagtet pardannelse. Dette blev vist

af henholdsvis ungaren D. Kénig i 1931 og af englanderen P. Hall
i 1935. Vi skal nedenfor gengive K&nig's bevis, som er konstruk-
tivt,

Idéen i Konig's bevis er for en givet to-delt graf at starte
med en tilfaeldig pardannelse (kanterne i denne tegner vi tykke).
Safremt der i grafen eksisterer en alternerende vej, dvs. en

vej af typen

X OIIEEIIE!.IIE'I? © ¢ COmmmO—0) v

mellem to uparrede punkter x og y , s& kan vi ved pd denne
vej at fjerne alle de tykke kanter fra pardannelsen og tilfgje
alle de tynde kanter til pardannelsen, opnd en ny pardannelse
med ét par mere end for.

Da den givne graf er to-delt, vil punkterne pd en vej ligge
skiftevis i den ene og den anden side, specielt vil endepunkterne

x og y af en alternerende vej ligge i hver sin side.

Hjertet i Konig's bevis er en systematisk metode til at opdage
sadanne alternerende veje. Efter formuleringen af algoritmen
skal vi vise, at den virkelig giver det beskrevne output, og at
den implicerer de gode sztninger af Kénig og Hall.



ALGORITME PARDANNELSE

INPUT: To-delt graf G med punkter
ﬁwg r By g eeny www og ﬁwA P Boyr ey msw

i de to sider.

OUTPUT: En stgrst mulig pardannelse P i G

14

dvs. flest mulige uvafhzngige kanter i G.

BEGIN
P : = en vilkdrlig pardannelse i G , f.eks. @ ;
fortsat : = sand ;
WHILE fortsat DO
BEGIN
Mzrk alle punkter i ﬁbA .ww } ey wsw ikke

incident med kant fra P med * ; mark

punkterne i :ﬁ rBy s ey waw og ff P By ey wsy
skiftevis (indtil ikke flere punkter kan merkes)
efter reglerne

a) for alle ny-merkede A, merkes med APHV alle
ikke-merkede wu forbundet til wH med kant
i G,

b) for alle ny-mazrkede wu merkes med Awuv alle
ikke-merkede >H forbundet til wu med kant

i P (*¥ lag merke til, at der stod P *);

IF der er et merket punkt wu , som ikke er inci-
dent med en kant i P

THEN BEGIN

F¢la merkerne fra wu tilbage til et punkt

merket * og opnd derved en alternerende vej V
P : = pardannelsen opndet fra P og V ved at
skifte p& V ;
Fjern alle marker
END

ELSE fortset : = falsk

END

END.

°
’




Eksempel 2.3 Som et eksempel pd merkningsprocessen betragter
vi fplgende graf, hvor de tykke kanter er pardannelsen P , som
vi starter med. Mazrkningen i WHILE-lgkken giver f.eks. (mzrknin-

gen afhanger af rakkefglgen ny-merkede punkter betragtes 1i):

(B,) A, B, (&)
(B,) A, B, (A,)
A, B,

* A, By (&)

* A B

Vejen med punkter w» ~>A ﬁwA ~>m ~ww ‘wp i denne razkkefglge
udggr en alternerende vej V. Ved at skifte pd denne vej opnas
en ny pardannelse. Ved ®ndring af P og et nyt gennemlgb af
WHILE-1lgkken f&s merkningen:

(B

og i IF-THEN-ELSE-ordren havner vi i ELSE, og algoritmen standser.

Opgave 2.1 Gennemfgr algoritmen pd forskellige to-delte grafer,
du selv tegner.




ALGORITME PARDANNELSE er en god algoritme. Et gennemlgb af
WHILE-lgkken ender enten med, at pardannelsen P erstattes

af en pardannelse med &t par mere,eller med, at algoritmen
standser. WHILE-lgkken kan derfor hgjst gennemlgbes n gange.
I WHILE-lgkken benyttes hver kant h@gjst et konstant antal gange

uafhengig af grafens stgrrelse. Alt i alt er algoritmen af kom-
pleksitet hgjst 0 (n®m), dvs. O(IV(G)I3).

Tilbage stdr nu at. vise, at ALGORITME PARDANNELSE virkelig giver
det ¢nskede output. Algoritmen standser med en pardannelse P
og en merkning:

merkede B.'er

merkede PH.mH

De markede mu_mﬁ er alle incidente med kanter fra P. End-
videre er de mzrkede >H.mH precis de merkede mu_mﬁm partnere

i P forenet med alle >M.mm ikke incidente med kanter i P

se figuren ovenfor. Da ma&rkningen er gdet i std, er der ingen

kanter mellem et merket >H og et ikke market wu . Altsd dekker
de ikke merkede ww.mH og de markede mm_mw alle kanter i grafen,
dvs. enhver kant i grafen har et af disse punkter som et ende-
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punkt. Heraf fg¢glger, at en vilkarlig pardannelse har hgjst (antal

ikke markede A;'er + antal markede mu_mﬁv par. Men P har
netop dette antal par, s& P er stgrst mulig. Altsd giver algo-

ritmen det ¢nskede output.

For en to-delt graf G , en vilkarlig pardannelse P i G og
en vilkarlig punktmezngde D 1 G , som dakker alle kanter i
G , galder at [|P| < ID| . ALGORITME PARDANNELSE finder et

P og et D (nemlig D 1lig med de ikke merkede wH.mH forenet

med de merkede mu.mhv~ sdledes at |P}! = |D|. Det fundne P

er derfor en stg¢grst mulig pardannelse og det fundne D en
mindst mulig dekning. Altsa



Setning 2.1 (Kénig 1931) Lad G vare en to-delt graf.

Sa& er

max |P| = min |D]|

hvor P er en pardannelse i G , dvs. en me&ngde af kanter
uden fazlles punkter, og hvor D er en dekning i G , dvs.
en mengde af punkter, sd hver kant i G har mindst &t
endepunkt i D.

Kbénig's satning er et typisk eksempel pd en god satning. Antag,

at vi har en to-delt graf G og spgrger, om G har en pardan-
nelse med p par. Hvis svaret er JA, sd er der en letforklarlig
Um@ﬂcsmmwmm. nemlig fremvisningen af en wmﬂammzmwmo med p par.
Hvis svaret er NEJ, sa er der ogsd en letforklarlig begrundelse,
nemlig fremvisningen af en dzkkende mengde D af punkter med

IDl < p-1. Kbnig's satning viser altsd, at der er en letforklarlig
begrundelse i alle tilfalde.

ave 2.2 Har fglgende to grafer pardannelser med 5 par ?

(Begrund svarenel!).

._Ommmsm_myw - Vis vha. memEmmey at Sztning 2.1 ikke er sand

for alle grafer.

m@&ﬂmmﬂ.<Hy om der eksisterer en pardannelse i en to-delt graf
G Y sd alle punkter i den ene side er med i et par (dvs. i
terminologien fra Eksempel 2.2 : en pardannelse, som imgde-
kommer alle drenge), sd kan vi give den gode satning fglgende
formulering:



Sztning 2.2 (Hall 1935) Lad G vere en to-delt graf med
punkter ﬁwd P By g ey >nw og ﬁwé » By s eeey maw i de to

sider. Enten har G en pardannelse med n par , eller

der eksisterer en delm®ngde af ﬁ>4 , A cees >bw som til-

N 7
sammen er forbundet med kanter til en skarpt mindre del-

mengde af ﬁwd 1By s ey wsw.

I terminologien fra Eksempel 2.2 lyder Satning 2.2 sdledes:
Enten er der en pardannelse, som imgdekommer alle drenge, eller
der eksisterer en mengde af drenge, som tilsammen er interesse-

:

rede i en mindre mangde af piger.

Bevis for Satning 2.2 Vi benytter igen ALOGRITME PARDANNELSE,

hvor vi antager, at algoritmen standser med en pardannelse P
med [P| < n.

De markede >H.mH er tilsammen forbundet med kanter til de mer-
kede B.'er, som udggr en skarpt mindre mzngde (se den seneste

J
figur ovenfor). |

I Eksempel 2.2 sd vi, at ikke vegtet, to-delt pardannelse kan
formuleres badde vha. to-delte grafer og vha. matricer. Satnin-

gerne 2.1 og 2.2 formuleret for nxn-matricer ser sdledes ud:

Setning 2.3 Lad M vare en matrice med n rakker og n

s¢jler. Lad nogle af de wm pladser vare udvalgte (skriv

f.eks. 0 p& de udvalgte pladser).

Sa er

max |P|] = min [|D]

hvor P er en skev mengde af udvalgte pladser (dvs. P
har hgjst &t element fra hver rakke og fra hver sgjle),
og hvor D er en dekkende mengde af rakker og sgjler
(d.v.s. enhver udvalgt plads stdr i enten en razkke eller

en s¢jle fra D).
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Setning 2.4 Lad M vere en matrice med n rakker og n

spjler. Lad nogle af de bm pladser vere udvalgte

(skriv f.eks. 0 pd& de udvalgte pladser).

S4 eksisterer der enten n skave udvalgte pladser eller
en delmengde af rakkerne, hvor de udvalgte pladser i

disse rzkker tilsammen stdr i en mindre mengde af sgjler.

Den fglaende sekvens af opgaver munder ud i en anvendelse af

pardannelse indenfor skemalzgning.

Opgave 2.4 Lad G vare en to-delt graf med henholdsvis n
og m punkter i de to sider. Antag, at alle punkter i G
har samme valens 1r .

a) Vis, at n = m.

b) Vis, vha. Setning 2.2, at der er en pardannelse i G med
n par.

c) Vis, at G's kanter kan farves med r farver (hver kant
fdr é&n farve), sdledes at to kanter med et falles ende-

punkt altid far forskellige farver (vink: induktion efter r). -

Opgave 2.5 Lad G vere en to-delt graf, hvor den stgrste
valens er r .,

a) Vis, at G kan udvides vha. nye punkter og kanter til en

to-delt graf H , hvor alle punkter har valens lig med r.

b) Vis, v.ha. Opgave 2.4.c) og a) ovenfor, at G's kanter

kan farves med r farver (som i Opgave 2.4.c)).

c) Vis, vha. et eksempel, at det er en ngdvendig forudsztning
for b)), at G er to-delt.

Opgave 2.6 Du skal lagge skema for en skole. Der er ialt 40

klasser, som hver skal have < 30 t. pr. uge (og der er 7 klasser,

gsom hver skal have prazcis 30 t). Der er ialt 60 larere pa skolen,
og det er allerede fastlagt, hvilke la®rere, der skal have hvilke

klasser til hvad. P& grund af timeloft har ingen larer over 27 t
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pr. uge. Skolen har tilstrazkkeligt med lokaler, og rektor beder
dig l®zgge et skema, som afvikler samtlige timer p& kortest mulig
tid (vi antager, at hver skoletime har varighed 1 t).

Kan du pa forhand oplyse, hvor lang tid denne kortest mulige tid
er ?

Vink: Formulér problemet som et kantfarvningsproblem og benyt
Opgave 2.5.b).

Opgave 2.7 Find en stgrst mulig pardannelse P og en mindst mu-
lig dekning D for grafen nedenfor. Find en stgrst mulig skeav
mengde P og en mindst mulig dazkkende mengde af rakker og s¢jler

i matricen nedenfor.

S&fremt |P| < 10 angiv da for grafen en delmengde af
ﬁwé r By e ~wéo¥ , som tilsammen er forbundet med kanter til en
mindre delmengde af ﬁwa ‘wm ? oo ~wéo¥ , og for matricen en del-

mengde af raekkerne, hvori de udvalgte pladser tilsammen stdr i
en mindre delme&ngde af s@jlerne.

f o |o
a)

alo o 0 0
Ag 0 0
Balo bo 0
As 1o 01o 0
A

6 0 0
A, 0 0
Ag 0 0 0
a | olo 0
A0 0




11.5 JOB-TILORDNING

Et memB@mH pad job-tilordnings-problemet blev givet i Eksempel
2.1. I et problem af denne type er der givet en Sxdlﬂhﬁ@&k, dvs .
en kvadratisk tabel af tal med n razkker og n s¢jler. Pro-
blemet er ud af de ialt BN pladser at finde n skeve pladser,
dvs. n pladser, hvor ikke to er i samme razkke eller sgjle, sa-
ledes at summen af tallene pd de n pladser er mindst mulig.
Crunden til navnet job-tilordning er, at man kan forestille sig,
at rzkkerne reprasenterer n ansggere og sgjlerne n jobs, og

at tallet ¢ i rekke 1 og razkke j reprasenterer ansgger

i3
i's uegnethed til job j. En mengde af n skave pladser svarer
sd til en tilordning af de n jobs til de n ansggere, og en
tilordning med mindst mulig sum svarer til en tilordning med

mindst mulig samlet uegnethed.

Mere matematisk formuleret er problemet at finde en permutation

P af mengden {1,2,...,n} sd

nM3

C.ipys
121 iP(i)
er mindst mulig. Da der er ialt n! mulige permutationer, er en
lgsning, hvor alle muligheder undersgges, alt for tidskravende,

selv for sm& vaerdier af n.

Opgave 2.8 Vis, at der ved undersggelse (uden "smarthed") af
alle muligheder, én efter én, i et job-tilordnings-problem af
stgrrelse nxn, skal foretages ialt (n-1)-(n!) sammenlagninger.

Hvor lang tid vil dette krave for n=10 med é&n sammenlagning pr.
sekund ?

Der er altsd behov for en mere effektiv metode end at prgve alle
muligheder. Fgr vi viser, at en sddan eksisterer, er det mdske
pd sin plads at antyde, at problemet ikke er helt let! Dette
sker i de fg¢lgende to opgaver.
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Opgave 2.9 Overvej forskellige simple algoritmer, f.eks.

1) Giv bg det job, han er bedst til. Giv sa Pw det af de

resterende jcbs, han er bedst til, osv.

2) Lad owu vaere det mindste tal. Giv Ay jobbet wu . Fjern

rekke 1 og sg¢jle j fra matricen. Fortsat.
Vis ved eksempler, at sddanne grddige algoritmer ikke dur.

Opgave 2.10 Betragt problemet med matrix

w\_ WM ww
>4 113 AHV De indcirklede pladser er tre skave
A pladser med mindst mulig sum.
2 |37 |8
SRk

Antag, at en fjerde ansgger

wA wN mw

4 918 16

melder sig. A, kan klare hvert af jobbene dérligere end nogen
af de tre, vi har tilordnet til disse job. Skal vi sige til
w» ; at jobbene desvarre er optaget, eller skal vi hellere antage

A, og lade f.eks. bm ga ?

Ngglen til en lgsning af job-tilordnings-problem-typen ligger i
felgende observation: Ved at trakke det samme tal o fra alle
pladser i en rakke (eller ms.m&uwmv fds en matrix med pracis de
samme n mww<m.mpm@mmH med mindst mulig sum som den oprindelige

matrix (vi vil sige, at de to matricer er ekvivalente). Dette

fglger af, at enhver mengde af n skave pladser i den nye matrix
har en sum, som er « mindre end summen af de samme n skave

pladser i den oprindelige matrix.
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En mulig metode til l¢sning af problemer af denne type er derfor,
at simplificere matricen ved at trazkke tal fra i rakker og sgjler.
Hvis vi ggr det sddan, at alle tal i den resulterende zkvivalente
matrix er > 0 , og sadan, at der er n skave pladser med lutter
O'er, sd har disse n skave pladser klart mindst mulig sum i den

nye matrix og dermed ogsd i den oprindelige.

Opgave 2.11 Prgv at lgse job-tilordnings-problemet

B, B, B, B

1 72 73 T4
wA 9 18| 8 7
>w 8 | 71745
>w 717161} 5
wp 71615 4

med metoden ovenfor. Vis, at der er pracis én tilordning med mindst
mulig sum.

Som vi skal se i det fglgende, virker strategien ovenfor altid.
Problemet er blot at finde en systematisk metode til at finde de
tal Qd ~QN ; oee e Qs , som skal trakkes fra i de n rakker, og de
tal mA smw ; oeees wn , som skal trazkkes fra i de n s@gjler. Disse

tal skal opfylde

. _ a . .

(*) owu oy mu 20 for alle i og 3 .

(*%) Der eksisterer n skave pladser blandt
pladserne (i,3j) med owu..QH.:mu =0.

I stedet for at @#ndre matricen ved at trazkke QH.mH og B.'er

J
fra, er det bedre (for at undgd regnefejl), at bevare den oprin-

delige matrix, skrive tallene Oy 7 Oy g ecey « ud for de n
rekker, og skrive tallene md~ mm, ...«ms over de n sg¢jler,
hvor vi s& hele tiden kan holde ¢gje med, at

* ' .
(*) o, o+ m@ < owu for alle i og 3

i3 markeres, f.eks.
SmmAﬂv. Det er blandt disse pladser, vi skal finde n skave,

jvE. (*%).

er opfyldt. De pladser (i,]), hvor QH.Tmu =c



2.16

For razkkevagte oy ‘Qm peaer O O9 sgjlevagte mé. mm~ ....ms
sam opfylder (*), galder for ethvert P af n skave pladser:

n n
(F**) T oa,+ T B, & z C, .
= =1 * 7 (i,jer

(***) vises ved at summere (*) for alle (i,j) € P. Summen af

vagtene er altsd en nedre graense for, hvor langt ned vi kan na

med summen af n skave pladser.

Lykkes (**), sd& galder der lighedstegn i (***) for de pdgaldende

Qu.mw. mu.wﬂ og n skave pladser P. Analysen ovenfor viser, at
et sddant P bestdr af n skave pladser med mindst mulig sum.
Dette fgplger ogsad af lighedstegnet i (***), idet vi sa med

A***v

M c;: er helt bmmmwwgmbﬁmmﬂmaﬁwdmm MQH;.Mm.
(i,j)ep *J i J

viser samtidig, at de pagaldende QH.mH og mu.mﬂ har stgrst mulig
samlet sum.

Alt afh®nger altsa af om (**) altid kan lykkes. Vi skal se, at
dette er tilfzldet.

Eksempel 2.4 For matricen i Opgave 2.11 kan f@glgende rzkkevagte

og s¢gjlevagte, som OUmMHQmH (*), angives. Pladserne med =0y +m
er markeret med AHV

2 1

7 DGy

518 | 7

@
®

DO 16) -

O,

Pladserne med AHN er den eneste mdde at udvalge 4 skave af de

markerede pladser. Disse giver derfor den entydigt bestemte
lgsning p& job-tilordnings-problemet.
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ﬁmﬂswwwmdww~mﬁ MQH + Mmu umm~mOEQmHmOHmHmbsmaHm@Hmmmm
for summen af fire skave pladser iflg.(***), og at summen af de
fire angivne skave pladser netop er lig med 25. De viste vagte
er derfor en letforklarlig begrundelse for, at tilordningen

AAwﬂ ~wmv~ Abw aw»v~ Abw \mgv‘ Abh ,mwvv har mindst mulig sum.

ﬁmm os nu forestille os, at vi er nédet frem til rakkevagte

Xy r Gy s eeey 0 O9 s¢jlevagte mA ~mw ;s eay mb , som opfylder
(*), men sdledes at der desvarre ikke eksisterer n skave pladser

)

[ ] v ) UI”_
Sd sikrer Satning 2.4 os, at der er en delmzngde n\ﬁ af rakkerne,

hvor de markerede pladser i disse rakker stdr i en mindre mzngde
ad af sgjler:

blandt de Bmg.ﬁu markerede pladser, dvs. pladserne med QH+mHuo

I det skraverede omrdde er der altsd ingen med hu markerede
pladser, dvs. QH.+mu < OHu for alle disse pladser. Lad

6 = Ewﬁﬁowu.law..muv, hvor minimum tages over alle pladser i
det skraverede omride. For rzkkerne i ofL kan nu 6 lagges
til de tilsvarende QH.®H~ og for razkkerne i dd kan & trak-

kes fra de tilsvarende mw_mH. Herved fas et sat nye vagte,

som stadig opfylder (*), men hvor MQH.TMmu er stgrre end fo¢r
(da & 1lagges til flere gange end det trazkkes fra). Der opstar

mindst én ny med ﬁu markeret plads i det skraverede omrade, og
vi kan igen lede efter n skave pladser blandt de nu med O

markerede pladser.

Ovenstdende idéer kan sammenfattes i fglgende algoritme:



2.18

ALGORITME ,JOB-TILORDNING

INPUT : nxn-matrix med reelle tal pa de n? pladser Aowu c i
rzkke i og sg¢ile 3j).
OUTPUT: Mzngde P af n skave pladser med ) c..
s i3
(i3)€pP
mindst mulig blandt alle mulige P.
BEGIN
Find razkkevagte Gy rGo g oeeer Oy og sg¢jlevagte
mA ~mw P oeeor ms sdaledes at oﬂw.,rm”.u < QHHw for alle i og
j , f£.eks. o, = (mindste tal i razkke 1) og mu =0 ;
fortsat : = sand;
WHILE fortsat DO
BEGIN
Markér med Aﬂu alle pladser (i,j), hvor QH.+mu = owu

END.

Find vha. ALGORITME PARDANNELSE en stgrst mulig mengde
P af skave med AHV markerede pladser ;
IF I[Pl ¢ n

THEN BEGIN
Find delmangde R af rakkerne, hvor de med AHV
markerede pladser std&r i en mindre mzngde T3 af
sgjler (* jvf. Saztningerne 2.2 og 2.4. A og @B
er iflg. beviset for Sztning 2.2 de i ALGORITME
PARDANNELSE merkede A,'er og B.'er *};

. N u ~
5 ¢ = %Mmpﬁowu..aw..muv“
j¢ @
a, @ o= oy +6& for alle i€ ;
By : =By-6 for alle 3j€ @
END
ELSE fortsat := falsk

END

’
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ivis alle owu_mw er heltallige, sa slutter algoritmen i et
endeligt antal skridt. Det fglger af, at vi i dette tilfalde
ogsd kan forudsatte, at QH_mem og mu_mwbm er heltallige, at
MQH.+Mmu bliver mindst 1 stgrre ved hvert gennemlgb af THEN
ordren, samt at der er en gvre grznse pa MQH.meu , f.eks.

Ic.. .

ii
I det fglgende antydes argumentet for at ALGORITME JOB-TILORDNING
altid standser, og at der faktisk er tale om en god algoritme.
Afsnittet er kortfattet og derfor maske svart. Det kan springes

over.

Ved efter &t gennemlgb af THEN-ordren at lade merkningen i ALGO-
RITME PARDANNELSE fortsatte, hvor den var ndet til forrige gang,
vil et nyt mu blive merket. Heraf fg¢lger, at THEN-ordren skal
udfgres hgjst n gange inden |P| bliver stgrre. Antal skridt
mellem to pd hinanden fglgende forggelser af |P| bliver derfor
hgjst oﬁs.bwv~ idet det dominerende arbejde er hgjst n gange
at beregne et nyt & som minimum af hgjst SM tal. Da |P]
bliver stgrre hgjst n gange, er ALGORITME PARDANNELSE derfor
af kompleksitet hgijst OASpv‘ dvs. der er tale om en god algo-

ritme.

Nogle af tallene, som skal beregnes for at finde & , gi&r igen
ved naste beregning af 6 . Disse beregninger kan derfor effek-
tiviseres, og de kan udfgres, sd ALGORITME JOB-TILORDNING far
kompleksitet hgjst OA:uv.

vi har nu overbevist os om, at ALGORITME JOB-TILORDNING virkelig

er en algoritme, som standser efter ikke alt for mange skridt.

At ALGORITME JOB-TILORDNING ogsd giver det beskrevne output, kan
indses sdledes: For rakkevagte g r0yy eeep 0 09 s¢jlevagte
mg hmm 7 oeaey mb , som opfylder QH.+mu < owu for alle i og 3 ,
og for n skave pladser P , galder som tidligere set altid

(***) To, + 2B, .
t J :Lu.:mwu 1]

74N
™M
Q

For slutvagtene Oy r Qg yeaey O ~m4 ,mm‘ ...\ms og det afslut-
tende P i ALGORITME JOB-TILORDNING galder = i (***), Der er

derfor tale om et P bestdende af n skave pladser med X owu
(ij)ep



mindst mulig, som ¢gnsket. .|

Ovenstdende bevis for at ALGORITME JOB-TILORDNING giver det

korrekte output beviser ogsa fglgende gode sa@tning:

Setning 2.5 For en nxn-matrix M med tal oHu i rakke i
og s¢jle j , galder
n n
max A T QH.T b m.v = min z Cy
i=1 j=1 4 (i,j)ep I
hvor maximum tages over alle o, , 8y, ...r O ;B4 /B, ~.,..mn\

som opfylder o, + mu m owu mOHmHHmHomusoaw<OH

minimum tages over alle mengder P af n skave pladser.

Setning 2.5 er god. Antag, at vi spgrger, om M har n skave
pladser med sum < s. Hvis svaret er JA, sd er der en letforklar-

lig begrundelse, nemlig fremvisningen af n skave pladser med

sum < s. Hvis svaret er NEJ, sd er der ogsa en letforklarlig be-

grundelse, nemlig en fremvisning af rakkevagte o, %QN roeeer O

-]

oa s¢jlevegte w4 .mm 7 oeees mb sa QH.+mu Mowu

og MQH.TMmu > s.
ALGORITME JOB-TILORDNING blev udviklet i begyndelsen af 1950'erne
af den amerikanske gkonomom H.W. Kuhn. Da ALGORITME PARDANNELSE
spiller en vaesentlig rolle, kaldte Kuhn fremgangsmaden den ungar-

ske metode til are for D. Kdnig.

Lad os bemarke, at selv om vi i alle de tidligere eksempler har

ladet OHu.mHsm vere hele, positive tal, sd har dette ikke varet

en ngdvendighed. Den ungarske metode virker for vilkdrlige re-

elle tal Cig 7 ogsd& negative. Denne bemerkning kan udnyttes,
hvis vi stilles overfor opgaven i en nxn-matrix at finde n
skeve pladser med stgrst mulig sum. S& andres blot fortegn pd
alle tal i matricen,og n skave pladser med mindst mulig sum i

den nye matrix har stgrst mulig sum i den oprindelige.



Opgave 2.12 Find for 5x5-matricen

121 9|10 8111

—

8f 6] 6/ 5| 9

131101101111 11

6 2| 4| 3| 5

11 7110( 9 44_

5 skave pladser med mindst mulig sum og 5 skave pladser med

stgrst mulig sum.

Giv letforklarlige grunde til, at de opndede lgsninger er kor-—

rekte.

Job-tilordnings-problemet og Satning 2.5 kan gives en gkonomisk

fortolkning. Tallene kan betegne den 1¢n, som vi skal betale

C..

1]
ansggeren >H for at udfgre job wu . Job-tilordnings—-problemet
er sd for os at finde en tilordning med mindst mulig samlet lgn-—

udgift. Lad os nu forestille os, at ansggerne slutter sig sammen
og tilbyder os, at de selv vil finde ud af, hvem der skal ggre
hvad. Vi skal blot for alle i udbetale A, et belgb pd «a,

1 1

og for alle j betale mu , ndr job wu er udfg¢rt. For at

overbevise os om det fornuftige i denne sidste lgsning, lader
ansgaerne tallene a; ©og mu opfylde Qw.me < oHu for alle

i og j , s& det alt i alt ser ud til at blive billigere for os.
P& den anden side er ansggerne naturligvis interesserede i at fa

sd stort samlet udbytte som muligt, dvs. MQH.TMmu skal vere sa
stor som muligt. Setning 2.5 siger, at de optimale lgsninger pa

de to problemer giver samme udgift for os.



I1.4, LIMEAR PROGRAMMERING 0G DUALITET.

Setning th er et godt eksempel pd en maximum-minimum-satning.

Den kendteste maximum-minimum-s@tninog i1 matematik er den s&kaldte
dualitets-s@tning i line®r programmering (LP). Vi skal i dette
afsnit forklare denne satning (men ikke bevise den i alle detal jer),

og vi skal se, at Satning 2.5 kan betragtes som et special-tilfalde.

Eksempel 2.5

Vi skal sammensatte en foderblanding af tre ingredienser U , V

og W. Prisen pr. kg er henholdsvis 30 kr , 35 kr og 20 kr.

Den fardige blanding skal indeholde mindst 50 enheder af stoffet md ,
hvor ét ko af U , V oa W indeholder henholdsvis 2, 7 og 5 en-
heder. Den ferdige blanding skal endvidere indeholde mindst 40 en-
heder af stoffet mm.~ hvor ét kg af U , V og W indeholder hen-
holdsvis 5, 5 og 2 enheder. Vi ¢gnsker en billigst mulig blanding.

25 kg af U wville vare nok til at sikre de ¢nskede mengder af mA

og S dvs. vi kan klare det for 750 kr. 1 kg af U og 7 kg af

'
\Y <Hmwm ogsd vere nok, og s& kommer prisen ned pa kun 305 kr. Der
er mange muligheder! At prgve sig frem lgser nok ikke problemet.
Vi m& vere systematiske! Problemet pd matematisk form ser sdledes
ud, idet u , v og w betegner det antal kg af U , V og W,

som vi skal blande:

Primere problem

Find min 30u + 35v + 20w
ufa. 2u + Tv + 5w 2 50
Su + 5v + 2w > 40
u>0,v>20,w20.

Dette er et typiske LP-problem, hvor vi skal finde minimum (eller
maximum) af en lineer funktion af flere variable, dvs. en funktion
af typen 6;%4 + GN<N + ... F Ub%d (hvor WH_mem er konstanter
og %H_mﬁum de variable), under forudsztning af (forkortet ufa.)

nogle lineare uligheder (og/eller ligheder).
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I stedet for at kaste os ud i en l¢gsning af problemet, vil vi

i fgrste omgang forsgge at finde nedre graznser for, hvor lille
30u + 35v + 20w kan blive.

Hvis vi f.eks. ganger den fgrste ulighed med 4 fas

4-50 € 4-(2u + 7v + 5w) < 30u + 35v + 20w

hvor det sidste ulighedstegn benytter, at u >0, v 20 og

w > 0 . ‘Tallet 200 er derfor en nedre grense for 30u + 35v + 20w.

Hvis vi ganger den anden ulighed med 6 fas tilsvarende

6:40 < 6-(5u + 5v + 2w) < 30u + 35v + 20w

dvs. vi fdr den bedre nedre granse 240.

Ved at kombinere de to uligheder kan vi yderligere forbedre den

nedre granse. Ved at gange den fgrste ulighed med 1 og den anden

med 5 og lagge sammen fas:

501 + 40:5 < (2u+7v+5w)-1 + (5u+5v+2w).5 =

27u + 32v + 15w < 30u + 35v + 20w ,

hvilket giver, at 250 er en nedre granse.

Vi har altsd nu en nedre granse pa 250, og tidligere havde vi

en ¢gvre granse pa& 305. Kan vi formindske gabet yderligere med

den teknik, vi benytter ? Svaret er JA. Vi kan faktisk med
teknikken helt lukke gabet, ikke blot i det specielle LP-problem,

vi betragter, men i ethvert LP-problem. Dette faktum kaldes
dualitetssetningen for LP.

Hvad er den bedst mulige nedre granse, vi kan opnd med teknikken
ovenfor ? Lad os antage, at vi ganger den f¢rste ulighed med x

og den anden med y . Sa& féas:

50x + 40y <

(2u+ 7v +5w)x + (S5u+5v+2w)y =

(2x +5y)u + (7x+5y)v + (5x+ 2y)w < 30u + 35v + 20w ,

hvor det fgrste ulighedstegn forudsatter, at x > 0 og vy

2 0y
0

og hvor det sidste ulighedstegn forudsatter, at 2x+ 5y < 30 ,
7x +5y < 35 og b5x+2y < 20,
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Den bedst mulige nedre graznse fas altsd som lgsning pa fglgende
problem: _

Duale problem

Find max 50x + 40y
ufa. 2x + 5y < 30
7x + 5y < 35
5x + 2y £ 20

Dette er et nyt LP-problem (!), som kaldes det duale problem

af det oprindelige. Det oprindelige problem kaldes ofte i
forhold til det duale problem for det primere problem. Lgs-
ninger (u,v,w) til det primere (eller (x,v) til det duale
problem), som opfylder begransningerne, men som ikke ngdvendig-—
vis giver minimum (eller maximum), kaldes brugbare. Brugbare

lgsninger, som giver minimum (eller maximum) kaldes optimale.

Argumentationen ovenfor viser, at hvis (u,v,w) og (x,y) er

brugbare lgsninger til henholdsvis det primzre og det duale
problem, sa er

50x + 40y < 30u + 35v + 20w

Dette galder specielt for optimale lgsninger, altsd har vi, at

maximum i det duale problem er < minimum i det primz#re problem.

Dette udsagn kaldes DEN SVAGE DUALITETSSETNING. Den tilsvarende

STERKE satning siger, at der faktisk gelder, at maximum i det

‘duale problem er lig med minimum i det prim@re problem.

Det duale problem har en variabel for hver ulighed i det primere
problem og en ulighed for hver variabel i det primzre problem.

Det duale af det duale problem er det primasre problem.

For at indse den sidste pdstand omformes det duale problem sa-

ledes, at det far samme form som det prim@re problem:



Find min (-50x - 40y)
ufa. - 2x - 5y 2 =30
- 7x = 5y 2 =35
- 5x - 2y 2 =20
x20,v20.

Herefter dannes det duale problem som fgr, og man far netop
det primere problem. Prgv selv!

Safremt vi accepterer den sterke dualitetssatning, har vi for

optimale lgsninger Aco ' Vo .sov og Axo .wov til de to problemer,
at

moxo + bowo <
Awso.Tq<o.+wzov.xo + Amco.fm<o.+w£ov.%o =
(2x  + 5y ) euy + (Tx + 5y )vy + (5x +2y )w, ¢

woco + mm<o + Noﬂo =

50x, + 40y, ,

altséd galder der lighedstegn hele vejen. Heraf sluttes:

Enten X, = 0 ellerxr mso + q<o + mzo = 50,
Yo = 0 wco + wdo + mso = 40.
u, = 0 wxo + m%o = 30.
Vo T 0 qxo + m%o = 35,
" w_ =0 " 5+ 2y = 20.
o) o) o

Dette kan kort udtrykkes sdledes: For optimale lgsninger

gelder, at enten er en variabel 0 eller der er lighedstegn

i den tilsvarende ulighed. Omvendt er brugbare lgsninger,

som opfylder dette, optimale. Denne satning kaldes SETNINGEN
OM KOMPLEMENTER REST,

S&fremt f.eks. den fgrste af ulighederne i det primere problem
havde veret en lighed, altsd

2u + 7v + 5w = 50

14

sd ville @andringen i det tilsvarende duale problem blot vare,

at vi ikke behgvede at forudsatte, at den tilsvarende variabel
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x er 2 0, dvs. x blev uden begrensning. Eller var f.eks.
u uden begraznsning i det primere problem, s& ville @ndringen

i det duale problem vere, at 2x + 5y < 30 blev erstattet af

2x + 5y = 30. Dualitetssatningerne galder stadigvak i disse
tilfelde.

Vejledt af Eksempel 2.5 kan fglgende lille oversigt over til-

svarende elementer i det primere og det duale problem opstilles:

Primare Duale

variabel > 0 ulighed

ubegranset variabel lighed ‘

ulighed variabel > 0

lighed ubegraznset variabel

I Eksempel 2.5 gik vi stiltiende ud fra, at der er optimale
lgsninger til sdvel det primere som det duale problem. Dette
behgver ikke generelt at vare tilfaldet. Det kunne f.eks. vare,
at de brugbare lgsninger i det primere problem kunne give var-—
dier mindre end et vilkarligt givet tal, dvs. at problemet er
ubegrenset. I s& tilfalde er der ingen nedre granse, og det
betyder, at det duale problem slet ingen brugbare lgsninger
har, jvf. Eksempel 2.5. I formuleringen nedenfor af dualitets-

seetningen forudsetter vi, at vi ikke er i en s&dan situation.
I dualitetssatningen er fglgende stgrrelser givet p& forhand:

1) to hele positive tal m og n ;

2) en opdeling af {1,2,...,m} i to mengder I og K , dvs.
IUK=1{1,2,...,m} og INKS=¢:;

1

3) en opdeling af {1,2,...,n} to mengder R og F , dvs.

i
RUF={1,2,...,n} og RNF =¢ ;
b

r

4) reelle tal vg ' UM ¢oeeey b
5) reelle tal Cq 7 Cy v ewes Cp i
6) reelle tal a,. for i=1,2,...,m o9 3j=1,2,...,n.

1]



Setning 2.6 DUALITET FOR LP. (J. von Neumann og G.B.
Dantzig 1947; D. Gale, H.W. Kuhn, A.W. Tucker 1951).

For de duale problemer:

P + ... + UE%E

ufa. ¥4 + mmu.mw +o... * mau n 2 c; for jER
mgwmgL.mquN + ... F mdawa = nu for jeF

Yy 2 0 for i€I , y. ubegranset for i€K

i

og
Find max odxg + CoX, ¥ ... * Ch¥n
ufa. mw%ﬁ +.mexN + ... * wb%mym GH for i€I
a4 1%4 + a; 5%, + ... + a; X, = UH for i€K
Nu > 0 for jER , xu ubegranset for jEF
gelder

a) Svag dualitet

For brugbare lgsninger A%A~ Yoreeer %Ev 0g

AxA~ Xopenns xbv til de to problemer er

CqXq ¥ CoXy*onot Cox < UJMA.TUNKM+...+U5%B

b) Sterk dualitet

Hvis der eksisterer brugbare lgsninger til de to
problemer, s& eksisterer der ogsd& brugbare lgsninger

(X9 Xypewey X)) 09 (Vg Yoreeay yp) med

CqXy +CoXy oot Co X = UA<A.TGN<N+ ..ﬂTUB%B ‘

Ifglge a) er sadanne Axg‘ Xoreeey xnv og Awg, Yoreees maw

optimale lg¢gsninger, dvs. de to problemer har ens optimale
verdier:

min(b,y, *+ ....fvawav = Bmonng +oL.. F onxsv |
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Beviset for a) fe¢lger af den teknik, vi anvendte i Eksempel 2.5.
Beviset for b) er baseret pd en algoritme, som finder de optimale
lgsninger. Fgr vi ser narmere pa dette, er det pd sin plads at
npvne, at Satning 2.6 er en god satning. Vi belyser dette i
tksempel 2.6:

Iksempel 2.6 Lad det primere og det duale problem vare som i

- 6 34
Iksempel 2.5. Sa& er A¢o~ Vo zov = AW ' e 0) en brugbar lg¢gs-
1ing til det primzre problem med verdi
_ 10.8 34 _
woso + um<o + moso = wo.m +wm.Aﬂ = 274

Er verdien 274 optimal ? Hvis svaret var NEJ, s& ville der vare
en letforklarlig begrundelse, nemlig fremvisningen af en brugbar
lgsning med en mindre vardi end 274. Imidlertid er svaret JA, og
0ogsd herfor eksisterer der en letforklarlig begrundelse, nemlig
at Axo~ %ov = (1, W%v er en brugbar lgsning til det duale problem
ned samme vardi:

- 28 _
50x_ + 40y = 50 + 40-% = 274.

Da 274 er en mulig verdi i det duale problem, er 274 en nedre
granse for, hvor langt vi kan nd ned i det primezre problem, jvf.

Eksempel 2.5, og med Aso~ Vs

' Sov er en optimal lgsning til det primare problem.

sov er vi helt dernede, dvs.

u
Ao, Vs

Af argumentationen ovenfor fglger ogs&, at (1, WWV er en optimal

lgsning til det duale problem.

Setning 2.6 b) sikrer, at det ikke blot er i det tilfaldige LP-
problem ovenfor, at der for alle svarmuligheder eksisterer en
letforklarlig begrundelse, men at det gg¢gr det for ethvert LP-
problem.

Opgave 2.13 Betragt LP-problemet

max 4x, + x. + 5x%x. + 3x

1 2 3 4
ufa. Xp = X, - X3 f wx» <1
mxd + X, * wxw + mxg < 55
- X, 4 mxm + wxw - mx» <3
xg >0, xw > o , xw 2 xp 2 0



a) Opstil det duale LP-problem.

b) Vis, mw.ﬁxg =0 , Xy = 14 , Xy = o, Xy = 5] er en brugbar

lgsning.

c) Find en letforklarlig grund til at lgsningen givet i b) er
optimal (vink: benyt satningen om komplementzr rest til at
finde en brugbar lgsning til det duale problem. Benyt sa

Sztning 2.6 pa& de to brugbare lgsninger)

Opgave 2.14 Betragt LP-problemet

max VAA + x

ufa. mxA 5

X;O@xm > 0
a) Opstil det duale LP-problem

b) Find ngdvendige og tilstrakkelige betingelser (for s og t)
for hvorndr 1) der er en optimal lgsning, 2) problemet er

ubegranset, og 3) der er ingen brugbare lgsninger.

Det faktum, at s®tning 2.6 er en god setning, betyder ikke, at
den umiddelbart giver anledning til en metode til at finde den

optimale lgsning til et LP-problem. Men ligesom beviset for at

waAMQH + Mmuv a BHDAMoHuv Hmwﬁbwnmm.wmHGmmmHmﬁwmmUmH@owwﬁam.
sdledes er ogs& beviset for Saztning 2.6 baseret pd en algoritme

til at finde den optimale lg¢gsning til et LP-problem. Algoritmen
kaldes simplex-algoritmen, og den blev udviklet af den amerikanske

matematiker G.B. Dantzig i 1947.

Vi skal ikke her give en detaljeret gennemgang af simplex-algoritmen,

men blot se pd, hvordan det duale problem i Eksempel 2.5 kan lgses
vha. algoritmen.

Eksempel 2.7

Find max 50x + 40y = z
ufa. 2x + 5y £ 30

7x + 5y £ 35

5x + 2y £ 20




Fgprste skridt er at omforme ulighederne til ligheder. Dette
Det er let

at se, at fglgende problem har samme lgsning som det oprindelige:

sker ved indfgrelse af nye sdkaldte rest-variable.

Find max 50x + 40y = z
ufa. 2x + 5y + g = 30

7x + Sy = 35

5% + 2y = 20

Vi har altsd fdet ligheder nu, og det er en fordel, da det er
lettere at lgse ligningssystemer end ulighedssystemer. Prisen er
flere variable. Begraznsningerne i vort problem bestdr nu af 3

ligninger med 5 ubekendte, som alle skal vare > 0.

Strategien i simplex-algoritmen er, at bevage sig fra l¢sning
til lgsning, sdledes at z-vardien hele tiden forbedres, indtil

dette ikke langere er muligt.
Vi starter med den oplagte lgsning.

(1) (x,v,9,s,t) = (0,0,30,35,20),

hvor z = 50x + 40y = 0

Vi kan finde en bedre lgsning ved at forgge enten x eller vy ,

og samtidig formindske g, s og t.

Lad os valge at forgge x. Den fgrste ligning viser, at vi kan

til hgjst 15, da g s& ndr ned pd 0. Den anden lig-
ning viser tilsvarende, at vi kan forgge x til hgist 5. Ende-
lig viser den tredie ligning, at vi kan forgge x til hgjst 4.
til 4. G¢r vi det, formind-

formindskes til 7 p.gr.af

forgge x

Alt i alt kan vi derfor kun forgge x
skes g

til 22 p.gr.af ligning 1, s
ligning 2, og t formindskes til 0 p.gr.af ligning 3. Som den
(4,0,22,7,0).

fremgik af det oprindelige

neste lgsning far vi altsd (x,y,d,s,t) = Denne

lgsning fremgdr tydeligere (som (I)

ligningssystem) ved at indsatte

xnpx mw | Wﬁ .

opndet fra den begrensende ligning, dvs. den tredie, i de to

gvrige ligninger. Derved fas ligningssystemet p& formen:



21 2, _

11 7. _

ﬂu\ + S - W.ﬁ = 7
X + WM~ + Wd = 4

og lgsningen fremgdr umiddelbart ved at satte y =t = 0:
(1) (x,v,q9,s,t) = (4,0,22,7,0), hvor
z = 50x + 40y = 200 + 20y - 10t = 200

hvor vi ogs8 i udtrykket for =z har indsat x , sdledes at

z igen er udtrykt ved de to variable, som i @gjeblikket er O.

Situationen er nu helt analog til situationen, da vi havde l¢gs-
ningen (I). Da koefficienten til t i 2z er negativ, kan det
ikke betale sig at forgge t. Vi vil derfor forgge vy. Som fgr
kan y maximalt forgges med
. 21 11 2, _ 35
SHHHANN\IW| 4 .N\IWI ’ nuq\Im.v = |J|
og det er den anden ligning, som satter begransningen. Ved om-

formning af ligningssystemet som fgr fas

21 25, _ 95
TS At TN

5 7. _ 35

Y Bk L

X ||NI.W+M.WH%

11 11 11

og den naste lgsning bliver

(ITI) AN-%~@~M\WV = A..wub. ? Ml T 0

w
O
(O2}

_ 2900 _ 100 30, _ N
S & 77 ¥ 77t = 263+ 13
Ved forggelse af t , er det nu den fgrste ligning, som satter

begraznsningen. Med samme teknik som ovenfor fds ligningssystemet



—_
—
[\V]
—_
—
(el

759 ~ 35S Tt = &
7 2 _ 28
Yy * 597 358 )
S -
og lgsningen
(Iv) (x,v,9,s,t) = (1, WW ; 0, 0, w%w~ hvor
z = 274 - ma - WWm = 274

Af den form =z her har féet, fremgdr det umiddelbart, at max z =

274, og at dette opnéds, ndr g = s = 0., Altsd er problemet lgst.

De to koefficienter til g og s i det afsluttende udtryk er

< 0. Disse tal numerisk er netop optimale vardier for u og Vv

i det primere problem, jvf. Eksempel 2.6. Dette er ikke tilfaldigt!
Nar simplex-algoritmen standser, kan man af slut-situationen direkte
aflese brugbare lgsninger til sdvel det primare som det duale problem,
og de to lgsninger giver samme vardi i de to problemer. Dette er
precis idéen 1 et bevis for Sztning 2.6 b).

En alternativ made at finde de optimale duale variable pa ud fra

(1, WW , 0, 0, w%v~ er at udnytte satningen om komplementaer rest,

sdledes som det skete i Opgave 2.13. Pr¢v det !

¥ Den form, som =z har fdet i den afsluttende lgsning

w
>

z = 274 - £q -

g

viser som sagt, at g = s = 0 giver optimalitet, dvs. der gzlder
lighedstegn for optimale x og vy i den fgrste og anden ulighed

i det problem, som vi startede dette eksempel med. Fortolkes 1z =
50x + 40y som en fortjeneste, der skal maximeres, sd ser vi, at
hvis f.eks. tallet 30 i den ulighed reduceres til 30-¢, s& md

vi gge g fra 0 til ¢ , og fortjenesten daler sd med Mm . Tallet

m , som er verdien af den optimale variabel u_ i det duale problem,

o
viser altsd hvordan @ndringer i tallet 30 pavirker den maximale
fortjeneste. I en sddan gkonomisk fortolkning af LP-problemet, kal-

* des optimale duale variable derfor for skyggepriser.



Det problem, som vi lgste (med simplex-—-algoritmen), har kun
2 variable x og vy , og det kan derfor ogsd lgses rent geo-
metrisk. Hvordan antydes pa& fglgende figur, hvor de brugbare

lgsninger er de (x,y), som ligger i det skraverede oahmmmm

50x + 40y = konstant

N

2x + 5y = 30

7x + 5y = 35
5x+2y = 20

Det ses, at de fire lgsninger, vi betragtede i simplex—-algoritmen,
svarer til fire hjgrner i det brugbare omrdde. Det er generelt
sddan: simplex-algoritmen bestdr i at bevage sig fra hjgrne til
hjgrne i det brugbare omrdde, indtil man finder et optimalt
hijgrne (i dette tilfelde IV).




Opgave 2.15 Find vha. simplex-algoritmen

max 5x., + 4x., + 3x

1 2 3
ufa. ng + wxw X, < 5
AVA X, mxw < 11
wxg + bxm + wa < 8
X, 20, x

1

Er simplex-algoritmen en god algoritme ? Desvarre er det ikke
engang helt klart, at den er en algoritme, som altid standser!

Man kan konstruere tilfzlde, hvor den vender tilbage til en tid-—
ligere lgsning og derfor kommer til at cykle uendeligt. Dette kan
undgds ved at fastsatte bestemte regler for 1) hvilken variabel,
man skal vaelge som den naste at forgge, og 2) hvilken begraznsende
liging man skal valge i de tilfzlde, hvor to eller flere ligninger
begranser samtidig.

Man kan altsd pracisere regler for simplex-algoritmen, s& den slut-
ter, og dette kan ggres pa flere forskellige mdder. Men desvarre
kan man for nogle af de forskellige muligheder, der findes, kon-

struere eksempler, hvor simplex-algoritmen bruger et meget stort

antal skridt. Det er et ulgst problem, om man kan fastsatte reglerne

i simplex-algoritmen sdledes, at den bliver en god algoritme i den

tekniske forstand, vi har defineret i 8§I.1.

I praksis har simplex-algoritmen dog vist sig meget effektiv. For
problemer med n variable, og m begransninger synes kompleksi-
teten for naesten alle tilfazlde at vare hgjst 0(n-m). Men der kan

altsd desverre konstrueres specielle eksempler, hvor antal skridt

ikke engang er begranset af noget polynomium i n og m.

Situationen er altsd utilfredsstillende. Simplex-algoritmen er i
praksis en meget effektiv algoritme, som benyttes meget i forbin-.

delse med lgsning af mange praktiske problemer. Men den er ikke

god i den forstand, vi har defineret. Det tyder p&, at vores defi-
nition mé&ske ikke er helt tilfredsstillende.

Desuden synes det, som om vi har fundet et tilfelde, der ikke

lever op til filosofien om, at gode satninger og gode algoritmer
fplges ad.
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Lad os til slut vende tilbage til job-tilordning. Dette problem

kan beskrives siledes:

Job-tilordning
Find min ¥ ¢,. X..
1] 13
n
ufa. ¥ x.,. =1 for alle j =
. ij
i=1
n
 X.. =1 for alle i =
L ij
j=1
X.. =0 eller 1 for all
13

1,2,...,n

1,2,¢¢.,n

e i og j

Dette er ikke et LP-problem, idet xwu

er forudsat kun at have
de heltallige verdier 0 og 1. Erstatter vi imidlertid denne be-

greansning med x.. > 0 f£fas en udvidelse af det brugbare omrade,

1] =

og vi m& pd forhdnd forvente at kunne komme lzngere ned med mini-—

mum. Problemet er s& et LP-problem:

- Primare LP-job-tilordning
Find min z nwuw xHu
Hnw. w
ufa. .m xHu = 1 for alle
i=1
n
¥ X4 = 1 for alle
j=1
xXx.. >0 for alle
.._.u =

3=1,;,2;,.4.,0

Dette problem har det duale problem



Duale LP-job-tilordning

Find max (Xa. + IB.)

it 5 J
ufa. o, + 8. < c,. for alle 1i,j
1 J = 1]
o5 wu ubegransede.

Szetningerne 2.5 og 2.6 a) viser, at den optimale lgsning i det
primere problem kan opnés med qu.mﬁy som er enten 0 eller 1.
S84 selv om vi udvidede det brugbare omrdde, da vi gik fra job-
tilordning til LP-job-tilordning, sd er minimum det samme i de
to problemer. Dette er o<mHHmmwmsmmv for LP-problemer generelt

har 'ikke heltallige optimale lgsninger, heller ikke selv om der

kun indgdr heltal i formuleringen, jvf. Eksempel 2.7.

Vi har vha. den gode Satning 2.5 set, at job-tilordning kan for-
muleres som et LP-problem, og Satning 2.5 kan s& opfattes som et

special-tilfelde af LP-dualitet. Noget tilsvarende g¢r sig gal-

dende for Satningerne 2.1 og 2.3.



[I.5 TRANSPORT-PROBLEMET.

I transport-problemet er udgangspunktet en nxm-matrix med tal

OHu i rekke i og sgjle 3j. Rakkerne svarer til n lagre

bg ’ bm reees >5 med ay

S¢jlerne svarer til m kunder B

Qg seeay @ enheder af en vare V.

n

7 ww f oo wa med behov for
UA ’ GN PR vs enheder af V. Det forudsattes at me = MUu -
Problemet er at angive en mdde at transportere de me enheder

fra lagrene til kunderne, sdledes at xwu enheder gar fra A,

til wu ; 09 sdledes at de samlede transport-omkostninger Mowuxuq
bliver s& lave som muligt.

Der er tale om en speciel type af LP-problem:

Transport-problemet

Find min Zc..x

13713
n
cmm,.m xwu = a; for alle i=1,2,...,m
=1
m
> X.. = b. for alle 1=1,2,¢..,0
i1 i5 3 J rly v

X.. 20 for alle 1i,j.

ewwmwwamﬁsusoa a, = vu =1 for alle i og j er job-
tilordnings-problemet, som alts& er et specielt tilfelde. Trans-
port-problemet kan lgses vha. simplex-algoritmen, men ligesom
det var tilfeldet for job-tilordning, er der en mere effektiv

algoritme, som udnytter den specielle struktur.

Transport-problemet er en meget anvendelig matematisk model. Man
kan f.eks. tanke pd varen V som sand, der fra en rzkke depoter
skal k¢gres ud til byggepladser. Eller V kunne vare busser, som
om morgenen skal k¢re fra garageanlaqg rundt i bven ud til alle
endestationerne. I det fgrste tilfalde er xHu.mem ikke n¢dven-
digvis heltallige, men det er de i det andet tilfalde., Vi skal
se, at hvis mH.mem og b.'erne alle er heltallige, sd eksisterer

J
der altid en optimal heltalslgsning til transport-problemet i LP-

formuleringen ovenfor. Transport-problemet kaldes ogsd ofte i den
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matematiske litteratur for Hitchcock-problemet efter den ameri-
kanske matematiker F.L. Hitchcock, som studerede det i 1941. Den
russiske gkonom L.V. Kantorovich havde dog allerede i 1939 be-
nyttet en lgsning af transport-problemet i transport-planlegning,
men dette forblev lange updagtet, bdde indenfor og udenfor USSR
(men i 1975 fik Kantorovich samen med den amerikanske gkonom T.C,
Koopmans Nobel-prisen i gkonomi for deres bidrag til teorien for

optimal placering af ressourcer).

Eksempel 2.8 Betragt transportproblemet

4 3
6 19/ 3
12| 5
hvor Cqq = 10, Cip = 3, Cyq = 2, Chn = 5, a, = 6, ay = 1, Gd = 4
og vw = 3.
En brugbar lgsning med MHOHMMWu = 41 er :
4l 3 Felt (i,j) er udfyldt
sdledes:
6 | Ho|>3
111 N.om

Det kan vises, at denne lgsning er optimal. Ved at forgge a, og
GN hver med 1 f£as en brugbar lgsning med MoHu xwu = 36:

4 |4

2 /14
103

2,10
215

Altsd har vi ved at sende en stgrre mengde opndet en billigere lgsning!




-
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Opgave 2.16. Betragt et transportproblem med m = n = 2. Benyt

strategien at sende mest muligt fra ww til mu med det mindste
C, e Send dern®st mest muligt fra >H til mu med det nastmindste
c

(S

r OBV,

fde
L

a) Vis, at den beskrevne strategi ikke altid giver en optimal
lgsning.

b) Antag, at Cqq er den mindste af de fire owu_mw. Vis, at
strategien virker hvis og kun hvis

€11 * ¢

fIA

C + C

22 21

12

¢) Kan du finde en forbedret strategi, som altid giver en optimal
lgsning?

Med den erfaring, vi har opndet i §§II.3 og II.4 er det ikke svaert
at opstille en lgsningsmodel for transport-problemet. Idéen er igen
at fratrzkke tal QH fra rakkerne og tal mu fra sgjlerne i oMui
matricen. Derved andres omkostningerne, men det fine er, at en brug-
bar lgsning xHu er optimal for det nye problem hvis og kun r<%m
den er for det oprindelige. Strategien er nu, at fratrazkke tal oy

og mu » s& alle omkostninger i det nye problem er > 0 , og s&

vi kan sende alle enheder af V af sted ved kun at bruge forbin-

1 J

delser fra A, til B. med ny omkostning 0. Dvs. QH.mHDm og mu_mwsm
skal opfylde:

* . -
(*) oy + mu < OHu for alle i og j

(**) Der eksisterer par (i,j) med QH + mu = owu , saledes at alle
enheder af V kan sendes ved kun at sende fra >H.mH til

wu.mﬁ svarende til disse par.

For rakkevagte QH og s¢jlevaegte mu som opfylder (*), og
for en brugbar lgsning xwu ; gelder

(**%) T a.a + X b.p. < Tc



Bevis: L Cc.,. X.

v

™M
™
Q
x
+
.M
- ™M
o]
5
1l

Lyvkkes (**), galder der lighedstegn i (***) for de pdgazldende

QH.mH , B.'er og x,..'er. Analysen ovenfor viser, at sddanne

J 1]
xwu.mw har Mnixwuw mindst mulig. Dette fg@lger ogsd af ligheds-
tegnet i (***), idet vi s& med Mowuxwu er helt nede pé& den nedre
granse Mmu..QH + M_u.um”u . (***) yiser samtidig, at de piagaldende
J

1] ¥ .
a;'er og mu er har MmHQH + Mvuwu stgrst mulig.

At (**) altid kan lykkes, fglger umiddelbart af LP-dualitets-sat-

ningen Satning 2.6, idet det duale problem til transport-problemet
ser sdledes ud:

Duale transport-problem

Find max fa.a, + Zb. B.
“._.HPu.uu

ufa. o, + B. < OHu for alle 1i,3

o. , B. ubegrznsede.

Et andet argument for at (**) altid kan lvkkes, er at angive

en direkte algoritme! Vi tager et par eksempler fgrst.

Eksempel 2.9. Transportproblemet




har som angivet i Eksempel 2.8 en brugbar lgsning xHu med
MoHuxHu = 41. At denne lgsning er optimal, har en letforklarlig
begrundelse, nemlig at vagtene oy = o, o, = -8 , mA = 10 og

B, = 3 opfylder (*) og dermed (***), og at Ta o, + MUumu = 41,

dvs., samme. sum som Mowuxw..

De angivne vagte giver ogsd noget af en forklaring pd paradoxet

i Eksempel 2.8. Da o, mm er negativ, bliver MmMQH + MUHmu
mindre, hvis vi gger a, og UN med samme tilvakst. Kan dette
klares, sd transporten stadig sker fra wp.mw til wu.mw, hvor

o, + mu = oww , s& fé&s en billigere transport af en stgrre mengde.

Eksempel 2.10 Transportproblemet

vil vi nu sgge at lgse vha. den foresllede teknik.

Vi starter med rakkevagtene x, = Bwbnoéuv 3 og x, = min (c

Herefter er de bedst mulige sg¢jlevagte m4 =0, mw =

Herefter sender vi mest muligt af V af sted ved kun at benytte

mOHUHSQmHmmHzm‘Smm ﬁv ; dvs. forbindelserne med oy + mu = oHu :

4 B, 4 0 1 0
6 A,
416 |5
6 B, 6 3| 6 )
9 A
2 3l 9 | /6| ) B
3 .



ved A, er der mere af V til r&dighed. Dette kan sendes til
wA , hnen .wA gnsker ikke mere., Ved >N er der ikke mere af
til ra&dighed. De punkter, hvorfra eller hvortil mere kan sendes
fra >H_mwsm langs de tilladte forbindelser, er saledes wa og
WA . Disse punkter merkes.

Fra de markede ww.mH til de ikke-mzrkede wu._mH~ er der ingen

tilladte forbindelser. Vi forhgjer nu QH_mew svarende til de

merkede >H_mH og formindsker tilsvarende au.mﬁsm svarende til
de markede wu_mw~ s& meget som muligt. I det foreliggende til-—

felde kan o, forhgjes med hegjst 1 (p.gr.af Cyp = 5) og mA
formindskes med det samme belgb:

*

=110
41 6 (5

* 416 | Y 7
3109 6 6 3

Nu kan markningen fortsatte, idet der kan sendes fra wd til mm.
Derfor markes mw , en wm ¢pnsker ikke mere. Imidlertid bliver

der plads til at sende noget fra wA til mm , hvis strgmmen fra

A, til B, formindskes. Og s& bliver der plads til at sende noget
fra >N , som derfor merkes. Dette kan sendes til mw , som ogsd

merkes. Og mu gnsker mere!

1
der kun er 6 ialt til radighed ved >Av~ formindske strgmmen fra

Derfor kan strgmmen gges ved at sende fra A til wm (hgjst 2, da

wm til wm (med hgjst 6, da der kun gdr 6 fra ww til wwv~ og

sende fra A, til B, (hgist 2, da By hgjst skal have 5). Alt

i alt kan strgmmen derfor gges med 2:

Hermed er alle enheder af V sendt og modtaget, og der er kun

benyttet forbindelser APH ; wuv. hvor QH.fmu = c

ij



Den angivne strgm er derfor en ¢gnsket billigste strgm. Vi ser at

T = 4.3 + 2+5 + 4.4 + 5.3 = 53

C..X. .
ij7ij
og
fa.a, + ¥Yb.B. = 64 + 9:3 + 4-(-1) + 6-1 + 5.0 = 53.
ivi 373
De angivne QH_mw og mu_mH er en letforklarlig begrundelse for

at Xc,.x.. har minimum 53.
13713

Ingredienserne i Eksempel 2.10 er pracis de, som indgdr generelt,
Vi ser, at algoritmen helt kommer til at svare til ALGORIME JOB-
TILORDNING, blot erstattes m®rkningen i ALGORITME PARDANNELSE & f
en lidt @andret markningsprocedure:

Fgrst merkes alle wH , hvorfra der ikke er sendt a; enheder.

S& merkes punkterne i ﬁwA » By ...‘Pﬁw og ﬁwg 1By ...\WSW

skiftevis efter reglerne

a) for alle ny-merkede DH merkes alle ikke-markede wu for-
bundet til ww med kant i1 G ,

b) for alle ny-markede wu merkes alle ikke-markede wH for—

bundet med kant til B. , hvor strgmmen x,. fra PH til

J 1]
B. er > 0.
J

Fiar man ved denne proces merket et mu , hvor den samlede str¢m

til wu er < Uu , s& kan strgmmen forgges langs den fundne

"alternerende" vej. Far man ikke merket et sadant mu , s& kan

Qw_mﬁbm og mu_mmsm forbedres pracis som beskrevet i ALGORITME

JOB~TILORDNING, hvor nb. igen er de markede ww.mﬁ og @ de

nerkede mu.mh.

Opgave 2.17 Giv en formulering af ALGORITME TRANSPORT i stil med
ALGORITME JOB-TILORDNING. .

Vink: I ALGORITME JOB-TILORDNING benyttedes som hjelpealgoritme
ALGORITME PARDANNELSE. Tilsvarende kan i ALGORITME TRANSPORT be-
nyttes en hjalpealgoritme ALGORITME STRPM, som vha. merkningen

ovenfor finder en strgm xwu , fra >H til wu for alle i og J ,
hvor
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1) der er ingen kant fra et market PH til et ikke-merket B.

u r
2) der er ingen stre¢m, dvs. xwu = 0 , fra et ikke—market PH
til et maerket wu. ,
3) de merkede wu_mw er alle helt imgdekommet, dvs. M”xwu = Uu .
i

En siddan strg¢m kan vises at vare en stgrst mulig strgm.

Metoden skitseret ovenfor til lgsning af transport-problemet ligner
ALGORITME JOB-TILORDNING s& meget, at den ogsd kaldes den ungarske

metode. Af og til benyttes ogsd navnet a-B-metoden.

Lad os til slut formulere den tilsvarende gode satning

Setning 2.7 For transport-problemet

gelder at
min ¥ c..X.. = max(za,o, +Xb.B.)
A By B i A R R R |
1,37 1 J

hvor QH.+mu < oHu for alle i og J

(og hvor Qw.mwsm og mu.mﬂsm ellers er

ubegraensede) .

Seztning 2.7 er blot et special-tilfalde af LP-dualitetss®tningen
Sztning 2.6. Et mere direkte bevis giver algoritmen for trans-
port-problemet, som netop slutter med qu.mH~ Qw.mH og mu.mw~
som opfylder satningen. Denne udgave af beviset er mere til-

fredsstillende, idet den ogsd viser:

Setning 2.8 a) For et transport-problem med

heltallige mH_mH og vu_mw. eksisterer der en

optimal l¢gsning til problemet med alle xwu.mH
heltallige.

b) For et dualt transport-problem med heltallige

nwu.mw eksisterer der en optimal lgsning til pro-
blemet med alle a;'er og Bj'er heltallige.




(pgave 2.18 Lgs transport-problemet givet ved

B, B, B, B

1. 72 7374
51 31512
A, T=T
5 .
4 1 VA Ve | Ve
N |4
4 yAan
Mw 27 5 3 2
A A
316 1V V1V /.1
.6 3 4

ingiv en optimal dual lgsning, og giv en letforklarlig grund til
at din lgsning p& transport-problemet virkelig er optimal (si

din le:rer ikke behgver at wowﬁHoHHmHmw_z<OHmmm du fandt lgsningen!).

1.6 LITTERATUR.

Pardannelse er beskrevet i alle bgger om grafteori, ogsd naturlig-

vis i Kbnig's fremragende og grundige:

D. Kénig: Theorie der endlichen und unendlichen Graphen ,
Leipzig 1936, genoptrykt af Chelsea Publ. Comp. New York 1950.

Pardannelse for ikke-todelte grafer blev fgrst studeret af danskeren

J. Petersen i 1891. Han er i dag et kendt navn over hele verden pa
grund af denne pionér-indsats. Se Kdnig's bog.

Pardannelse i det vagtede to-delte tilfalde behandles i den af
Bondy & Murty i §I.7 navnte bog.

Pardannelse for ikke to-delte grafer (ikke vegtet og vagtet) blev

lgst generelt med gode satninger 0g gode algoritmer af den canadiske

matematiker J. Edmonds i 1960'erne, se litteratur-henvisningen i

§I.7. En god satning for det ikke-vegtede tilfazlde var dog fundet

allerede i 1947 af den canadiske matematiker W.T. Tutte, se Bondy
& Murty's bog.



2.46

Biblen om LP er skrevet af den amerikanske matematiker, som isar

bidrog til udviklingen af LP i 8rene efter krigen:

G.B. Dantzig: ‘Linear programming and extensions , Princeton
Univ. Press 1963.

Der er ellers et hav af LP-bgger. Den mest fremragende, bade ind-

loldsmessigt og @m&mmomwmwy er

V. Chvatal: Linear programming , W.H. Freeman 1983.

P& dansk foreligger

M.Blomhgj, K.Frisdahl & F.Mglgaard Olsen : Linear program-
mering, FAG 1984,

Mange forskellige planlagningsproblemer, incl. job-tilordning

.

og transport, er behandlet i smld korte kapitler i
S. Vajda: Planning by mathematics , Pitman 1973.

The Open University har et kursus i "Graphs, Networks and Designs"

og der er i denne forbindelse udgivet hafter, band og video-film.
Et af hzfterne er

Assignment and transportation, The Open University 1981.
Strgmning i netvark generelt, herunder transport-problemet, er
udfgrligt beskrevet i den af Ford og Fulkerson i §I.7 navnte bog.
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ovennavnte kilder.



