KAPITEL II1

LETTE 06 SVERE PROBLEMTYPER

I11.1 INDLEDNING.

I kapitlerne I og II har vi behandlet mange forskellige problem—
typer. I begge kapitler har begreberne god algoritme og god setning
spillet en vesentlig rolle. Disse begreber dukkede op i den matema-

tiske litteratur i 1960'erne, fgrst og fremmest i arbejder af den
canadiske matematiker J. Edmonds.

At der er en god algoritme for en problemtype betyder, at der ek-

sisterer en potensfunktion, (f.eks. xw eller q.MAAq

), s& algorit-
men for ethvert problem af typen giver det korrekte svar i et

antal skridt, som hgjst er potensfunktionen af stgrrelsen af pro-
blemet (f.eks. n® eller q,bAAq~ hvor n er stgrrelsen af problemet).
At der er en god setning for en problemtype betyder, at der for
ethvert muligt svar er en letforklarlig grund til, at svaret er

korrekt.

Det er ikke klart, at de to begreber har noget med hinanden at
agre, bortset fra det fzlles navn, som Edmonds gav dem. Men som vi
har set, specielt i kapitel II, er et bevis for, at en god algo-—
ritme virkelig giver korrekt svar for en bestemt problem-type, ofte
samtidig et bevis for en god satning for problem-typen. Og omvendt
er det svert at forestille sig et bevis for satningen uden algorit-

men.

Der var én undtagelse fra denne observation af at gode algoritmer
og gode satninger fglges ad, nemlig den gode dualitetssatning i
line®r programming (LP), hvor den tilsvarende simplex-algoritme

i specielle tilfelde ikke opfgrer sig godt.

I dette kapitel vil vi belyse

Edmonds' spgrgsmil

Eksisterer der en god algoritme for
en problem-type ndr og kun ndr der
eksisterer en god satning ?
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Dette spgrgsmdl har endnu ikke fundet sin endelige afklaring. Et
vesentligt skridt fremad blev taget i begyndelsen af 1970'erne

af den canadiske datalog S.A. Cook. Han stillede bl.a. et beslagtet
spgrgsmdl, som i dag m& betegnes som den teoretiske datalogi's

vigtigste ulgste problem.

Cook's spgrgsmél

Eksisterer der en god algoritme for enhver
problem~-type med to svarmuligheder (JA og NEJ),
hvor det kun mowcmmwﬁwmm~ at der i tilfalde

af at svaret er JA er en letforklarlig grund

til, at dette svar er korrekt.

Mens man regner med at svaret pd Edmonds' spgrgsmdl har en vis
chance for at vare bekraftende, sd regner man samtidig med,
at svaret pd Cook's spgrgsmdl ikke kan vere det. Men begge

spprgsmdl er som. sagt uafklarede.

De to spgrgsmdl, sdledes som de er formulerede ovenfor, er

ikke umiddelbart matematiske spgrgsmdl, men spgrgsmdl om matematik.

Spgrgsmdl om matematik har beskaftiget filosoffer og matematikere
i tusinder af &r. Et spgrgsmdal, som har varet intenst studeret,
er: "Er aritmetik konsistent 2" Hvilken garanti har vi for, at

der ikke en dag kommer et geni og beviser, at 2+2 = 5 uden at

der er fejl i beviset ?

Spprgsmalet om artimetikkens konsistens blev besvaret af den ¢strig-
ske matematiker og logiker K. G&del i 1931. G&del omformede sSpgrgs-—
mdlet fra at vare et spgrgsmdl om aritmetik til at vare et spgrgsmal
i aritmetik. Han kunne dermed genialt vise det overraskende svar,

at dette spprgsmdl ikke kan besvares: hvis aritmetik virkelig er

konsistent,sd er den aritmetiske version af dette udsagn en sand
satning, som ikke kan bevises med de metoder og teorier, vi benytter

i aritmetikken |

Edmonds' og Cook's spgrgsmdl kan ogsd gives en helt pracis matema-
tisk formulering, dvs. de bliver til spgrgsmdl i matematik i stedet
for spgrgsmdl om matematik. Den matematiske formulering giver mulig-

hed for en mere pracis behandling af spgrgsmalene. Cook kunne herved
vise, at der eksisterer problem-typer, de sdkaldte NP-komplette,



hvor eksistensen af en god algoritme for blot én NP-komplet

problem-type medfgrer, at svaret pd Cook's problem er bekrzftende.

Et eksempel pd en sddan NP~-komplet problem-type er @Hovwmamw om
den handelsrejsende. Hvis der findes en god algoritme for blot
denne ene problem-type, sd& er svaret pa Cook's problem altsa be-
kreftende. Da man ikke regner med, at svaret kan vare bekrazftende,
betyder det, at man heller ikke kan regne med, at der eksisterer

en god algoritme for problem-typen om den handelsrejsende !

Nogle matematikere har foresldet, at vi med Edmonds' og Cook's
spgrgsmdl méske ogsd stdr overfor spgrgsmdl, som ikke kan besvares.
De fleste er dog ikke wm @mmmwswmﬁwmwmy men ingen venter, at sva-
rene ligger lige om hjgrnet, selv om der udfoldes store anstrengel-

ser verden over.



I11.2 GODE ALGORITMER,

En god algoritme for en problem-type definerede vi i §III.1 som
en algoritme, hvor antal skridt algoritmen skal @mnumﬁmﬁwm. h@jst
er en potensfunktion i stgrrelsen af input. Denne definition ude-
lukker bl.a. at antal skridt kan vare en exponentialfunktion i
stgrrelsen af input, jvi. Opgave 3.1.

Opgave 3.1 Lad c.x% (a og c konstanter > 0) vaere en potens-

funktion og lad d-b* (b og d konstanter med d > 0 og b > 1)
<mHmmbme@oumSﬁHmHmcbWﬁHou.<Hm,mﬁ o.xmAm.UxWOHmHHm#HHI

strazkkeligt store x.

(Vink: Vis, at @sAo.xmv < n(da-b¥)).

Til belysning af det rimelige i ovenstdende definition af en god

algoritme er fglgende tabeller sliende:

Tidsforbrug for computer med Aom skridt pr. sek.

t@grrelsq
Antai 10 20 30 40 50 60
skridt
0,00001 |0,00002{0,00003}0,00004 {0,00005|/0,00006
n sek. sek. sek. sek. sek. sek.
5 0,0001 0,0004 |0,0009 {0,0016 0,0025 (10,0036
n sek. sek. sek. sek. sek. sek.
3 0,001 0,008 0,027 0,064 0,125 0,216
n sek. sek. sek. sek. sek. sek.
5 0,1 3,2 24,3 1,7 5,2 13,0
n sek. sek. sek. min. min., min,
n 0,001 1,0 17,9 12,7 35,7 36600
2 sek. sek. min. dage ar ar
0.059 58 6.5 |385500 |2-1010 {1,3.107°
30 sek. min. ar ar ar ar




Stgrrelse af stgrste lgsbare problem.

Nuvarende Computer Computer

Antal skridt computer 100 gange 1000 gange

P hurtigere. hurtigere.
n 2A 100 ZA 1000 ZA
n? N 10 N 31,6 N
2 2 r 2
n> N 2,5+ N 3,98-N
3 ! 2 ! 3

2" N N, + 6,64 N. + 9,97
4 4 T O 5 '

3t N N. + 4,19 N. + 6,29
5 5 ' 5 '

Opgave 3.2 Kontrollér et udvalg af pladser i tabellerne.

Den givne definition af en god algoritme er 1lidt 1l¢s, idet det
ikke pracis siges, hvad et skridt er. For at f& dette praciseret
er det ngdvendigt fgrst at fa praciseret, hvad en algoritme er -
vi kan ikke klare os med snakken i §I.1.

En pracis definition af hvad en algoritme er, blev givet af flere
matematikere og logikere uafhe®ngigt af hinanden i 1930‘'erne. Hel-
digvis viste de forskellige forslag sig at vare @kvivalente. Den
kendteste definition skyldes englanderen A.M. Turing. Han define-

rede begrebet algoritme vha. det, der siden er blevet kendt som
en Turing-maskine.

En Turing-maskine bestdr af endelig mange tilstande te sty s #N
.oy ﬁs ; !, hvoraf do er start-tilstanden og | er slut-til-
standen. Endvidere bestdr Turing-maskinen af et endelict alfabet

a1 5 85 4 +.. 5 @ og et dobbelt-uendeligt bdnd

m



med celler ..., 0|u r C_o 0|A 1 Cq 1 Cq r Co # Cq oy eee -
Hver celle kan vere enten tom eller indeholde ét bogstav fra

det givne alfabet.

Input til Turing-maskinen er en udfyldning af endelig mange af
bandets celler Cqy r Cp 4 wee 1 Cy med bogstaver fra alfabetet.
Output er det, der stdr pd& bandet, ndr maskinen kommer i slut-
tilstanden.

Turing-maskinen starter i start-tilstanden #o og laser ind-

holdet i ¢, . I et vilkdrligt skridt er den i en tilstand t,

og laser indeholdet mu i celle Ch - Afhengig af WH og mu
sker fglgende: 1) indholdet i cellen udskiftes med et nyt bogstav
(evt. det samme) eller cellen tgmmes, 2) der skiftes tilstand
(evt. bliver maskinen i uandret tilstand), og 3) der flyttes til
en ny celle enten &n til hgjre (H) eller én til venstre (V) for

den aktuelle celle, eller man bliver i samme celle (S).

S& er maskinen klar til naste skridt.

1 Tilstand

Lase~-skrive~hovede

e e e m.u. ¢ 2 o wmu&.

oU Aktuel celle

En problem-type defineres som en vis mengde af ord i det givne
alfabet. Til hvert ord tilknyttes et andet ord i alfabetet som
svar. En algoritme for en problem-type er en Turing-maskine, som
med et vilkarligt ord fra problem-typen som input efter et ende-

ligt antal skridt kommer i slut-tilstanden med det korrekte svar

som output.
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Sterrelsen af input er antal udfyldte celler i starten. Da ogsd
antal skridt nu er veldefineret, hvar begrebet god algoritme

for en problem-type hermed f&et en hel pracis betydning.

At det vi intuitivt forstdr ved en algoritme netop indfanges
af ovenstdende pracise definition er ikke klart, men kan sand-
synligg¢res gennem eksempler.

Eksempel 3.1 En Turing-maskine, som ud fra et ikke-negativt helt
tal n (opskrevet i 10-tals-systemet) giver tallet n+1, kan gives
ved fglgende tabel, hvor der i hvert felt som funktion af bogstav
og tilstand er angivet (nyt bogstav, ny celle, ny tilstand):

: Tilstand wo ﬁ;
Alfabet | o |

0 (0, H, £) | (1, =, 1

1 (1, 5, £} | (2, - , 1)

2 (2, H, t) (3, = , 1)

3 (3, H, t ) (4, - , 1)

4 (4, H, £,) (5, =, 1)

5 (5, H, #ou (6, - , 1)

6 (6, H, tJ) | -~ (7, = , 1)

7 (7, B, £} | (8, =, 1)

8. (8, H, t)) (9, = , 1)

9 (9, H, ) - (0, Vv, t,)

tom (tom, V, t,) (1, =, h

Opgave 3.3 a) Hvorledes virker Turing-maskinen i Eksempel 3.3

med input 388, med input 389, og med input 999 ?

b) Hvor mange skridt tager Turing-maskinen i Eksempel 3.3 maksi-

malt med et tal med n cifre som input ?

<




II1I1.3 GODE SETNINGER.

At der er en god setning for en problem—type definerede vi i
§III.1 til at betyde, at der for ethvert muligt svar er en let-

forklarlig grund til, at svaret er korrekt.

For at begranse svar-mulighederne for problem-typer og for bedre
at kunne sammenligne forskellige problem-typer indskranker vi oOs
til i resten af dette kapitel kun at betragte afgerelses-problem-
typer, dvs. problem-typer med kun to mulige svar JA og NEJ. Pro-
blem-typen om en givet graf har en Euler-tur eller ej, er en sadan
afggrelses-problem-type. Og f.eks. et minimum LP-problem kan for-
muleres som problemet for ethvert tal M at finde ud af, om der

er en brugbar lgsning med verdi < M, og det bliver dermed ogséa

en afggrelses-problem-type. Der ligger sdledes ingen vasentlig

indskrankning i kun at betragte afggrelses-problem-typer.

Cook definerede, at en afgprelses-problem-type tilhgrer klassen

P, hvis der er en god algoritme for problem-typen til at finde

det korrekte svar JA eller NEJ (bogstavet P star for polynomzal).
Han definerede endvidere, at en afggrelses-problem-type tilhgrer
klassen NP, hvis det korrekte svar JA altid har en letforklarlig
grund (bogstaverne NP stdr for non-deterministic polynomial.

Grunden til dette navn forklares senere).

Hvad er en letforklarlig grund ? Det md vere en grund, som kan
efterprgves hurtigt, dvs. af en god algoritme. Vi ledes derfor
til fglgende mere prazcise definition: En afggrelses-problem-type
D tilhgrer NP hvis der eksisterer en algoritme A og en potens-
funktion o.xm~ sdledes at svaret er JA for et problem d af
typen D hvis og kun hvis der eksisterer et ord 1i(d), sd A

med input [i(d) og d] giver svaret JA i hgjst c-1d1? skridt,

hvor |dl er stgrrelsen af d.



Ordet i1(d) er den letforklarlige grund, som eksisterer for et
d med svar JA. Der er altsd tale om, at algoritmen A med
input [i(d) og d] hurtigt vil give svaret JA for d , men det
krever for et givet d , at vi fgrst har gattet i(d). Her
kommer det ikke-deterministiske element ind, idet der ingen
anvisning gives p&, hvordan 1i(d) skal findes. Hvis d har
svar NEJ, s& vil intet ord sammen med d som input til A

givet svaret JA i hgjst c-1d1? skridt.

Med den pracisering, vi tidligere gav af begrebet algoritme,

fadr klasserne P og NP hermed en hel pracis betydning.

De fleste problem-typer tilhgrer NP. Spgrger vi f.eks. i pro-
blemet for den handelsrejsende, om der eksisterer en rundrejse

af lengde < L , s& har svaret JA en letforklarlig begrundelse,

deHH@ fremvisningen af en rundrejse af langde < L. Det lyder

meget usandsynligt at alene det, at en problem-type tilhgrer
NP skulle betyde, at den tilhgrer P. Men Cook bemzrkede, at
det synes vanskeligt at bevise, at NP # P , og at det altsd
ikke kan udelukkes, at NP = P, selv om det nasten er for godt

til at vere sandt.

Med de indfgrte pracise definitioner kan spgrgsmdlene i §III.1

nu gives en matematisk formulering.

Cook's sgpgrgsmal

Er NP = P ?

Svarende til definitionen af NP defineres en klasse co-NP blot

ved at erstatte JA med NEJ. Dvs. en afgpgrelses-problem-type til-
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hgrer klassen co-NP, hvis svaret NEJ altid har en letforklarlig
grund. At -der er en god satning for en afggrelses-problem-type
betyder alts&, at den er med i badde NP og co-NP. Edmonds' spgrgs-

mé&l lyder derfor

Edmonds' spgrgsmal

Er NP N co-NP = P ?

Med de pracise definitioner, vi har givet af klasserne i Edmonds'
spprgsmdl, er P en del af NP og co-NP. Endvidere kan bemzrkes,
at hvis svaret p& Cook's spgrgsmdl er, at P = NP, sd er ogsd P =
co-NP [Bevis: Hvis D er en problem-type i co-NP, sd er den mod-
satte problem-type m (med svar JA for et problem i D hvis og
kun hvis svaret er NEJ for det tilsvarende problem i mw i NP og

-

dermed i P. Men hvis D er i P , sd er ogsd D i P " 1.

De mulige placeringer af de tre klasser er dermed (idet et kryds

betegner "ikke-tom"):
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NP cO-NP JA til Edmonds

NEJ til Cook

NP co-NP NEJ til Edmonds

NEJ til Cook

co-NP

NP NEJ til Edmonds

X NEJ til Cook

co-NP NP

1
d

JA til Edmonds

JA til Cook

Den sidstnevnte mulighed m& betragtes som usandsynlig. Den
fgrstnavnte mulighed regnes blandt forskere som den mest sand-

synlige.

At afgpre hvilken af de fire muligheder, der er den korrekte,
er et af de mest udfordrende ulgse problemer i den teoretiske

datalogi.
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111.4 NP-KOMPLETHED.

Cook's hovedresultat i forbindelse med problemet om NP = P
er at vise, at der eksisterer en problem-type i NP, som e¥
vanskeligere end alle andre. Denne problem-type kaldes op-
fyldelighed. Et eksempel pd et problem af denne type er at
afggre, om det logiske udtryk

Axd eller x., eller wuv og AxA eller xwv og

2

ANA eller X, eller xwv og AxA eller xmv og Axé eller X, eller xwv

kan ggres sand ved at give de variable x X ... passende

14 7
sandhedsvardier AMH betegner "ikke xw:. Moa mw sand hvis og
kun hvis X, er falsk). Svaret for problemet ovenfor er JA. En
letforklarlig grund hertil er, at Ax4 = X5 = falsk og X, = sand)
gpr én af alternativerne i hver parantes sand, og derfor ggres
hele udtrykket sandt. Bemazrk i denne sammenhang, at det samlede

antal muligheder for sandhedsvardier til n variable er o,

Som antydet ovenfor er opfyldelighed en problem-type i NP. Vha. den

pracise definition pa, hvad NP er, kunne Cook vise, at

Theorem 3.1 (Cook 1971)

a) Et problem fra en vilkarlig problem-type
i NP kan formuleres som et opfyldeligheds-
problem, hvis stgrrelse hgjst er en po-
tensfunktion (afh®ngig af problem-typen)

af stgrrelsen af problemet.

b) Hvis der eksisterer en god algoritme for
opfyldeligheds-problem—typen, s& eksiste-
rer der gode algoritmer for alle problem-

typer i NP.

b) fglger direkte af a). Vi skal ikke vise a), men blot sige,
at beviset gdr ud pa at "simulere" den Turing-maskine, der

benyttes til at prg¢ve den letforklarlige grund, vha. et



logisk udtryk.

svar JA eksisterer

Et godt "gat"

i(d) for et problem d med

ndr og kun nar der eksisterer sandheds-

verdier, som ggr det logiske udtryk sandt.

En problem-type i NP, for hvilken eksistensen af en god algo-

ritme medfgrer, at NP =

P, kaldes NP-komplet. Satning 3.1 b)

viser altsd, at opfyldeligheds-problem-typen er NP-komplet.

Den amerikanske matematiker

R.M. Karp viste i 1972, at op-

fyldelighed ikke er enestdende som et NP-komplet problem.

Denne problem-type kan nemlig reduceres til en rakke andre

problem-typer,

én af disse andre problem-typer, s& er der ogsd for

hed, dvs. NP =
NP-komplette.

Af problem-typer, vi har mgdt, som er NP-komplette,

P. Alle disse andre problem-typer er

sdledes at hvis der er en god algoritme for

opfyldelig—

derfor ogsé

kan navnes:

Postbud-problemet for blandede grafer;

Korteste veje med negative langder tilladt;

Den handelsrejsendes problem.

Listen over kendte NP-komplette problemer er meget lang. En pro-

blem-type, som er NP-komplet, betragtes normalt som umulig at

lgse vha. en god algoritme,
NP # P.

idet man som sagt regner med at

P& den anden side er det at finde en god algoritme for blot &t

eneste NP-komplet problem en ¢gnskedrgm, som med &t slag vil be-

tyde en meget kraftig effektivisering af mulighederne for anven-

delse af computere.

Lad os slutte med at vise en reduktion af opfyldelighed til et

grafteoretisk problem. Vi ¢gnsker at undersgge, om

U = Cq 09 C, og ...

kan ggres sand, idet hvert

x4 ~xm~ ...,.xb; vﬁux

med eller imellem.

og ¢,

cy bestdr visse af

X.=x iee s X
n+1 7 72 n+2 ’ ! n



Dan en graf G med punkter (i,j), hvor i=1,2,...,2n og

j=1,2,...,p. Forbind (i,J) og AHymv med en kant i G hvis
Ax.wmo% og (x €c ) og J*s og Axwwwﬂv.

Der galder nu, at G indeholder en komplet p-graf, dvs. p

punkter som alle er forbundet med en kant to og to, hvis og

kun hvis der er sandhedsvaerdier, som gg¢r U sand (overvej !).

Endvidere er |P(G)] = 2npg 2:(U's mﬁ&HHmHmmvw. Kunne vi altsd

finde en god algoritme for den grafteoretiske klike-problem-type

(dvs. finde ud af om der eksisterer komplette delgrafer af

givne stgrrelser i givne grafer), sd kunne vi ogsd lgse opfyl-

delighed med en god algoritme, og dermed vise, at NP = P.

£ Klike-problem-typen er altsd ogsd NP-komplet.



[11.5 LINEAR PROGRAMMERING.

For linear programmering (LP) er dualitetssaztningen en god
setning, mens den sadvanlige algoritme, simplex-algoritmen,
ikke er en god algoritme. I praksis fungerer den dog godt,
men der kan gives eksempler, hvor antal skridt er eksponentielt

stort i stegrrelsen af input.

LP blev derfor i mange &r betragtet som et muligt modeksempel
til Edmonds' formodning om, at gode satninger og gode algo-

ritmer f@glges ad.

Det vakte derfor meget stor opsigt, da der i 1979 i et russisk
tidesskrift udkom en artikel med titlen: "En polynom algoritme
for LP" skrevet af en i Vesten ukendt russisk matematiker L.G.
Khachian. Det gav i amerikanske aviser anledning til store avis-
overskrifter af typen: "Discovery rocks World of mathematics

and computers", "Mathematicians amazed by Russian's discovery",

"The Russian Genius who has rocked the computer world", osv.

N&r den nye algoritme vakte sd& stor opsigt blandt matematikere,
skyldtes det, at man nu fik vist, at der for LP virkelig er en
god algoritme (hvilket styrker tilliden til Edmonds' formodning),
og det skyldtes for det andet hdbet om, at den nye algoritme

ikke blot teoretisk,men ogsd i praksis ville vise sig mere effek-

tiv end simplex-algoritmen.

Dette sidste hdb blev dog ret hurtigt gjort til skamme. Selv om
den nye algoritme er en god algoritme, viste den sig i praksis
p& de fleste LP-problemer at fungere ddrligere end simplex-algo-

ritmen.

Den nye algoritme virker p& en noget anden madde end simplex-algo-
ritmen. Simplex-algoritmen fgrer fra hjgrne til hjgrne af det
brugbare omr&de, mens den nye algoritme fgrer til mindre og mindre
ellipsoider (eller i to dimensioner ellipser), som alle inde-
holder den optimale lgsning. Som konsekvens heraf kaldes metoden

for ellipsoide-metoden.

Ellipsoide-metoden finder altds ikke umiddelbart en pracis opti-
mal lgsning, men kommer vilk&rligt tat pd é&n. Desuden skal der
underveijs uddrages kvadratrgdder, og man bliver sdledes ogsa af

den grund ngdt til at regne med tilnazrmelse, dvs. med et vist



antal decimaler.

Hvordan skal det s& forstds, at ellipsoide-metoden er en god
algoritme ? Lad os antage, at vi betragter et LP-problem med

n variable og m begrensninger

Find min X c, X,
i~i

cmm. M_mwuxw 2 vu unA~...,5

x. 20 i=1,...,n

hvor alle koefficienter c og b. er heltallige. Hvad

- T

er stgrrelsen af dette wwowwmaww Vi WWbsm ved fgrste gjekast
fristes til at sige m.n + m+n (dette er det samlede antal
koefficienter), men dette er ikke helt nok, hvis disse koeffi-
cienter kan have mange cifre. Det vil vare mere rimeligt i
stgrrelsen af problemet ogsd at indregne det samlede antal
cifre i koefficienterne forskellige fra 0 (i f.eks. 10-tals-

systemet) . Som stgrrelsen af LP-problemet kunne vi sdledes

angive

L=m.n+m+n+ ¥ [logla,.l]+ = [loglb. 11+ £ [loglc,l]

m..*o u v.*o u o.*o
ij j i

hvor [a] for et reelt a er det mindste hele tal > a.

Ogsd i forbindelse med simplex-algoritmen kommer antal cifre

i koefficienterne til at spille en rolle. Vi har set, at selv
om alle koefficienter er heltallige, behgver koordinaterne til
et optimalt punkt ikke at vare det, men disse koordinater er
dog altid rationale, dvs. brgker. For at angive et pracist
optimalt punkt skal vi altsd angive tzller og navner for alle
koordinater. Antal cifre i disse tal afhenger af antal cifre i
de oprindelige koefficienter, dvs. af L. S& i enhver algoritme
for LP kommer L til at indg& i antallet af skridt.
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I et LP-problem som ovenfor kan man p& forhdnd begrznse stgr-
relsen af navneren i koordinaterne i en optimal lgsning som

funktion af L (lad os sige, at alle navnere er < N). Nar vi
s& i ellipsoide-algoritmen er ndet indenfor en afstand < W%M
af optimum, s& fas det virkelige optimum ved at tage narmeste

hele tal i tallerne af brgker med mindst N -som navner.

Ellipsoide-algoritmen finder altsd ogsd i et endeligt antal

skridt den pracise lgsning til LP-problemet ovenfor, og ndr vi
siger, at ellipsoide-algoritmen er god, betyder @mﬁr at denne
preacise lgsning findes i et antal skridt, som hgjst er en for

ellipsoide-metoden fast potensfunktion i L.

I efterdret 1984 vakte det betydelig opsigt blandt matematikere,
at en amerikansk matematiker N. Karmarkar pa Bell Laboratories
udviklede en ny god algoritme for LP, kaldet projektions-algo-
ritmen. Der er igen tale om en algoritme, som regner med til-
nermelse, idet der ogsd her skal uddrages kvadratrgdder. Men
antallet af skridt er betydeligt mindre end ved ellipsoide-al-

goritmen.

Det havdes, at projektions-algoritmen ikke blot er god i teorien,
men ogsd er langt overlegen den sadvanlige simplex-algoritme i
praksis (hvad ellipsoide-metoden jo ikke var). For problemer med
adskilllige tusinde variable siges projektions-algoritmen at vere
50 gange hurtigere end standard-versioner af simplex-algoritmen.
Om dette virkelig er tilfeldet undersgages i ¢jeblikket grundigt.
Hvis det er rigtigt, er der tale om et nyt gennembrud af stor

betydning for lgsning af mange praktiske problemer vha. computere.
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bl.a. den Smnmmwmhmummsgmv blev gjort klar i

R.M. Karp: Reducibility among combinatorial problems,
i "Complexity of Computer Computations" (ed. Miller
& Thatcher), Plenum Press (1972), side 85-103.
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er



L. Lovdsz: A new linear programming algorithm -~ better
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2 (1979-80), side 141-148.
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Paul Ltd. 1959.
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