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(a) Limits and infinitesimals

i‘: ;e?nfgiyviu:zcsﬁl‘;‘fsSlVer attributed to the same variable approach a fixed value

iR vah’1e P ;Y léfls Fo end up by differing from it as little as one could wish

e o o ? zmz.t of all the aothers. So, for €xample, an irrational numbe;

e :;i;)uts ractions which prox'fide values that approximate it more and

ssiibed .01' g etry, the surface of a circle is the limit to which the surfaces of
. Polygons converge as the number of the sides steadily increases, etc.

When the successive numerical values of the same variable decrease indefinite]y ;
such.a way as to fgll below any given number, this variable becomes what one caHsy 53
mﬁm_teszmal or an infinitely small'quantity. A variable of this kind has zero for its lim?tn

(b) Continuous functions

Among the objects which belong to the consideration of the infinitely small one must
place notions relative to the continuity or discontinuity of functions. Let us first of all
‘examine functions of a single variable from this point of view. :
Let f(x) be a function of the variable x and suppose that for each value of x between
two given limits this function always takes a unique and finite value. If, having a value
of x between these limits, one attributes to the variable x an infinitely small increase ¢,

the function itself increases by the difference

f&x + o) — flx),

which depends simultaneously on the new variable o and the value of x. This done, the
function f(x) will be, between the two limits assigned to the variable x, a continuous
function of this variable if, for each value of x intermediate between these limits the

numerical value of the difference |
Jx w0l =)

decreases indefinitely with «. In other words, the function f(x) will remain continuous .
with respect to x between the given limits if, between these limits an infinitely small

increase in the variable always produces an infinitely small increase in the function itself.
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M eﬂo/e/@c rahler:
I est vrai que, pour
rester constamment fidele a ces principes,
je me suis vu forcé d’admettre plusieurs
propositions qui paraftront peut-étre un
peu dures au premier abord: Par exemple,
jénonce dans Ie chapitre VI, qu'une seérie
divergente w'a pas de somme; [/, 4, 4/ L d’é’ﬂaé«/c/

(c) Convergence

A sequence is an infinite succession of quantities Ugs Uy, Uy, Us, . .. Which succeed each
other according to some fixed law. These quantities themselves are the different terms
of the sequence considered. Let

S,,=uo+u1 +u2+.“+un—l

 be the sum of the first n terms, where 7 is some integer. If the sum s, tends to a certain
limit s for increasing values of n, then the series is said to be convergent, and the limit in
question is called the sum of the series. On the contrary, if the [partial] sum 8,
approaches no fixed limit as n increases indefinitely, the series is divergent and has no
sum. In either case, the term corresponding to the index n, namley u,, is called the
general term. It suffices to give this general term as a function of the index 7 in order for
the sequence to be completely determined. : i

- By the principles established above, for the series’
(1) _ u0+'u1—'f-u2+---+u,‘,_+u,,+1+---

to converge it is necessary and sufficient that the sum'fs] Sp SUp+ Uy +uy 4004
U,y converge to a fixed limit s as 5 increases; in other words, it is necessary and
sufficient that for infinitely large values of 5 the SUMS 8, 5,14, S,15,. .. differ from the
limit s, and hence from each other, by infinitesima] quantities, ~
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INTEGRALES INDEFINIES.

X
* §i, dans 'intégrale déﬁnief f(x) dex, on fait varier l'une des deux

limites, par exemple la quantité X, 'intégrale variera elle-méme avec
cette quantité; et, sil'on remplace la limite X devenue variable parz,
on obtiendra pour résultat une nouvelle fonction de x, qui sera ce
qu’on appelle une intégrale prise a partir de Porigine @ = ,. Soit

. s = [ fio)de

cette fonction nouvelle. On tirera de la formule (19) (vingt-deuxiéme
Lecon)

(2) §(2) = (@ — z0) flao+ (@ — )], F@)=o,

§ étant un nombre inférieur & I'unité, et de la formule (7) (vingt-

troisieme Legon)

fx““f(x) 3% —f:f(x') dz :fxﬁaf(x) i e e
ou 0 | = .
(3) s”(x+oc)—s«’(x)_—_af(x+@a).
Il Slllt des équations (2) et (3) que, si la fonction f(z) est finie et
continue dans le voisinage d’une valeur particuliére attribuée a la

variable z, la nouvelle fonction §(x) sera non seulement finie, mais
encore contmue dans le voisinage de cette valeur, puisqu’a un accrois-
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De cette derniére équation, il résulte que les quantités
Upy Upyry Upyos,

formeront une nouvelle série convergente dont la somme sera équiva-
lente & s — s,. Si 'on représente cette méme somme par 7,, on aura

S=8Sp=~~Tyus

et r, sera ce qu'on appelle le reste de la série (1) a partir du
n“me terme.

Lorsque, les termes de la série (1) renfermant une,méme variable z,
cette série est convergente, et ses différents termes fonctions conti-
nues de a, dans le voisinage d’une valeur particuliere attribuée a

cette variable,
Sny T'n et s

sont encore trois fonctions de la variable x, dont la premiére est évi-
demment continue par rapport a « dans le voisinage de la valeur par-
ticuliere dont il s’agit. Céla posé, considérons les accroissements que
recoivent ces trois fonctions, lorsqu’on fait croitre = d’une quantité
infiniment petite «. L’accroissement de s, sera, pour toutes les valeurs
possibles de 7, une quantité infiniment petite; et celui de r, deviendra
insensible en méme temps que r,, si 'on attribue & 7 une valeur tres
considérable. Par suite, 'accroissement de la fonction s ne pourra
étre qu'une quantité infiniment petite. De cette remarque on déduit
immédiatement la proposition suivante :

Tucorine I. — Lorsque les differents termes de la série (1) sont des
fonctions d’'une méme varwable x, continues par rapport a cette variable
dans le voisinage d’une valeur particuliere pour laquelle la serie est con-
vergente, la somme s de la serie est ausst, dans le voisinage de cette valeur
particuliere, fonction continue de x. '

En vertu de ce théoréme, la somme de la série (2) devra rester
fonction continue de la variable «, entre les limites x = — 1, 2 = 1;



