
MnvEtutniu&€N5 Hr szz,t t . - , t  €

O,V€KSI GT.

6lz

+ 0,f/u,m

ln tcVal.

- p ,c k{grnef.. s treLn er o^lrLe ne//Lr"t
'Lo, tA'nui /e j  . ' '  funLL . / !n ghAatt ,
. / ^bry t ru /urgenJ ^  uh i  fe rn  &ar1 ver j€ l t t

-F DauLn rnung Ler /R

Losnrnq,  h)&'cr-s ha,r1 [ f t lS ta j f )
r '  Lhd f  o re r  u r t c ' /o rm honr%?en{

, ,  (  lSSo  )

R ind fo r€ t  a f
?/ 16 sz

01 sert

t4 n aQ sc ; lfu6 - {a//ct
a/ "s hi nge ns a Arta

-  U  udebq"  r&  & .ke r

C aorc 4, d./ a/ i1 Q ransLv uterL''  
; i lu  l .ooA'huc' te j .

/ l

i;;) konv etg?r, s

' " 
Grnirtls+a/lerry

t3 Sen '1

0ecle- (JnC

aaAbT, , ,

A al hro h'ctr t

( s o m  s u r h r v L r )

u L l



/ lreB€tD€ tt4€D u€NoetiGe RexreR

uertD€z;c€ suturr t ,ER DurcK€R oP
i D/i e T, fetc8. ;

7e nlou J P dre do /< s

OBesra €
r@hAen )

-?r fu'v. t

v r ' S t C

l i ;

c  / 3 6 o  a t
' { t ; '  .

; , 8 ' ; ) + ( i ' ; ' i ' ; ) '

6ree oR Y oF
A vo.d aq

.(t^nn e
.1- & A/1 ,

st viN c€ NT vis 6 e
Zu,oo|  patadALs

(oses vha.  lcone6;sQ
ft7t?- rec I I

UgnDeLr'G€ RErr€R so/u
N  F  F u N K n o N € R ,

.  6/9.  NEaoDN, Ezt€R ,

t f,ten b g.f rag lnin Jer
r a L 4 e  , 0 o r r u  v g u q

P u n d f ) " o n ,
U

. ,//4/>q (, a ? 7 oq e
J T J

t4rtUt OIC4L'E € .S t^rhru u
c)

g,O u r' hlt'N G

L A G P A N T €

O rrl h V ot/ u|dt

, roOJ

neol



.'. I
/ t tOU;pu l€e)N6 DF Rar feR uD€^)
,-/6N s ta/ TaG6N rit- K ouv€.? 6 €N s .

J akab Be:noti [L' ( s h'az. ftoo' lclet)

/ ind er
I

c -  (  / , r h f =  l _  g  t g " _
r n r 4 = 6 ' l t ' n t -  n  - r t z ' F  - . . .

n
O y s , t  - L  -  L  !  +  J  3 *

2q 
- n, ft, ft't t+1' 'i '

L= rn = | .'
/ t t , r

i =  
' -  I  t  l -  l t  " '

) o 7
E l l c r  = Z t  i

L z r r r l A - '  I
Ctt\ at,\t l/ | .

/- -  s  / - x * x ? - r 3 . . . . .
/ r x  

'  ' \ .  7

ind so{e s / fi s
U

I

t r ' / - l * / - / +  . , i O
i - '

Deeroe *verdcn sl tal t  ud
i n  /e t  

o



" . 3

O 1si hos €ut€R u ah,n fo. 
-

J
l r

Vrr r r  /1  9 .
('/

/  '  - -  / t  x ' x z t
/ - x

F o ,  X = * 9 :  - l =  l * 2 r l + q t _ _ .

" h Ql Jr @/ty) e ,ne//en pos i li v e U
mega  l r ,  * a / ^

NB/ EnLoKe mo{enaA'((Ae r,tJ/qlk
^ € s h; (^ 6'ctn er a/&^uoQ t' /bot
krtc/ / n e/) | dee. He v
.,t/d vi hlet. - e/lu h6r t .

- /, onvq7u, s , o0' ,, J cn t

. Zonve,rrjl en t ra C0'U S 
'

; /"/a

O u [,*'ry lE lo , G a'u ss , Fo yn'cf
Bo (2 a rt o .u d uii/U

sA;rtend be han&'z

( a(endeUf , rQL'4<.r,



A.tiu r r-7 oN€R pr Crtu ct/ y

(a) Limits and infinitesimals

when the values successively attributed to the 
:u*: variabre approach a fixed varueindefinitelv, in such a way u. to end up by differiil f;;;;1, ri*;;;;ffi; wish,this last value is called tt i tr*rtof ail ilr. qilr*rr. so;ror.-;;i;; an irrational numberis the limit of the various fractions which provide varues that approxirnate it more andmore closely' In geometry, the surface of u ur.te is the rimit to'whibh the surfaces ofinscribed polygons converge a, trre n;;;.";;tire *ia.s sreadily increases, etc.

when the successive numerical values of the same variable decrease indefinitely insuch a way as to fall below any given number, this variable becomes what one calls antnfinitesimnl or an infinitely small'quantity. A variabr; ;iil;r"il; has zero for its limit.

(b) Continuous functions

Among the objects which belong to the consideration of the infinitely small one must
place notions relative to the continuity or discontinuity of functions. Let us first of all

'examine functions of a single variable from this point of view.
Let f(x) be a function of the variable x and suppose that for each value of x between

two given limits this function always takes a unique and finite value. If, having a value
of x between these limits, one attributes to the variable x an infinitely small increase c,
the function itself increases bv the difference

f ( x+a ) - f ( x ) ,
which depends simultaneously on the new variable a and the value of x. This done, the
function f(x) will be, between the two limits assigned to the variable x, a continuous
function of this variable if, for each value of x intermediate between these limits the

numerical value of the difference

f ( x+a ) - f ( x )

decreases indefiniteiy with a. In other words, the function f(x) vtill remain ci,ontinuous
with respect to x between the giuen limits if , between these limits an infinitely small
increase in the uariable always produces an infinttely small increase in the function itsetf .
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//rnJufge rqller.

II est vrai que , pour
rester constamment fidile i ces principes,,
je me suis vu forcd d'admeffire plusieurs
propositions qui paraitront peut - dtre urr
peu dures au premier abord. Psr exemple,
jotinonce dans Ie chapitre VI, qarune sdrte
cl;iuergente ntn pas d,e somtne; ( /a lo //

(c) Conuergence

A sequence is aninfinite succession of quantities 
lo, u-r, uz, u3, . . , which succeed eachother according to some fixed law. These quantiti., trr.,,'rltu., ur. the differ ent termsof the sequence considered. Let

s r : u o * u , * u z 1 . . . * u r _ r
be the sum of the first n terms, where n is some integer. If the sum s,? tends to a certainlimit s for increasing-values of rc, then the series is suio to be ,onrugrnt, andthe limit inquestion is called the sum of the series. o" irrg contrary, ii,qr, fpartial] sum Erapproaches no fixed limit as n increases indefinitery, the s..ies is diuergent,6ndhas nosum' In either case, the term co.rresponding tg the index ,1, nu^l"y un,is called thegeneral term' It suffices to give this generul t.i..u. u rur,"tio;;ffi, index n in order forthe sequence to be completely determined.

By the principres established above, for the series
( 1 )  u o  *  u r  *  u z  * . . . +  t t ,  *  t t n * ,  * . . .
to converge it is necessary and sufficient thaf the sumfs] s,,: uo * u, * uz *. . . +un-L converge to a fixed limit s as /x increases; in othlr'#ordr, it is necessary andsufficient that for infinitery rarge uuro.r-or;il;u*s s' s, + 1, s,? + 2, . .. differ from thelimit s, and hence from each oihrr, by infinitesimal quantities. -

' , J

C. d'flnr/tr)



VII\GT-SIXIE]UE LEQON.

rxrfcnl.r,ns txofuxtrs.

.  Si,  dans I ' integrale de{ini r  [* f  {*) d*, on fait  varier l 'une cles cleux
u ' t o

Iimites, par exemple la quantit6 x, I ' int$grale variera elle-m|me avec

cette quanti t6; et,  si  I 'on remplace la l imite x devenue variable par tr '

on obtienclra pour resultat une nouvelle fonction du q, qui sera ce

qu'on appelle ,rn* integrale prise h partir d'el'origine r: n* Soit

:i (*) : -f^ ,ro) da

cette fonction nouvelle. On tirera cle la formule (tg) (vingt-deuxibme

Leqon )

( z )

( ' )

# ( * ) : ( *  -  ns ) . f l no - r  0 (  n  -  no ) ] ,  S@' ) :  o '

.f(*) t" - f: f @) a* - f,**" rrQ rlr ) ^ tto -+ ',a)

Leqon)
0 etant un nornbre inferieur h I 'unit6, et de la formult (z) (vingt-

troisibme

ou

( 3 ) #  (a  +  a )  -  "$  ( * )  :  o  f (n  +  0a) '

I l  suit  des equations (z) et (3) que, si  la fonction "f(*) est f inie et

;;;#ru a*n, re voisinage d'une valeur particulibre attribuee h la

variable ?, l^ nouvelle fonction g(*) sera non seulement finie' mais

encore continue dans le voisinage de cette valeur, puisqu'h un accrois-



I 2O  COURS D 'ANAIYSB.

De cette dernibre 6quation, i l  r6sulte que les quanti t6s

Ll tt., lL n+t s U'n +-2 s

f 'ormeront une nouvel le ser ie c0nvergente clont Ia somme sera equiva-

lente a.r  -  s, , .  Si  I 'on represente cette mOme somme par rn, on aura

s  -  s r i  *  t ' n i

et rn sera ce c1u'on appel le le reste de la s6r ie (r)  h part i r  c lu

t  i e t re  tg rmg .

Lorsclue, les termes cle la ser ie (r)  renfermant unermdme variable n,

cette ser ie est convergente, et  ses di f f6rents termes fonct ions cont i-

nues cle :r ,  c lans le voisinage cl 'une valeur part icul ibre attr ibuee b

cette var iable ,
s tzs  t ' r t  e t  s  .

sont encore trois fonct ions cle la var iat l le n, c lont la prernibre est evi-

clemmenI cont inue par rapport  h r  dans le voisinage de la valeur par-

t icu l ibre  c lont  i l  s 'ag i t .  Cela  pos6,  cons iderons les  accro issements  que

regoivent ces trois fonct ions, lorsqu'on fai t  croi tre r  d 'une quant i te

inf iniment,  pet i te a. L 'accroissement de s,z sera, pour toutes les valeurs

possibles de rz,  une quant i t6 inf iniment pet i te;  et  celui  de r , ,  deviendra

insensible en meme temps que rn, s i  I 'on attr ibue h zz une valeur tres

consiclerable. Par sui te,  I 'accroissement de la fonct ion s ne pourra

etre qLl 'une quant i te inf iniment pet i te.  De cette remarque on d6duit

i rnmediatement la proposit ion suivante :

Tuuonuua I. Lorsque les dffirents termes de la serie (r'S sont des

fonctions cl'utze rndme uariable r, continues par rapport d cette uariable

clcrns le aoisinage d'ulze tsaleur particu.lidre pour laquelle la serie est cotz-

vergente, ia somme s de la serie est aussi, dans le uctisinage de cette ualeur

particulidre, fonctiotz continue de n.

En vertu c le ce theordme, la somme de la ser ie (z)  devra rester

fonct ion cont inue de la var iable n,  entre les l imi tes r  r ,  n -  r ;


