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Introducao

Estes apontamentos foram escritos para servir de apoio a disciplina de Algebra Linear dos
cursos de licenciatura da Escola Superior Nautica Infante D. Henrique.

Iniciamos estes apontamentos com um tema familiar e ja conhecido dos alunos, introduzindo
técnicas eficientes e fundamentais para os restantes temas abordados. Aproveitamos assim
para rever alguns conceitos do Ensino Secundario, relevantes para a disciplina em questao e de
extrema utilidade para outras disciplinas.

A exposicao dos contetdos é acompanhada de explicacoes intuitivas e muitos exemplos, de
forma a tornar o texto acessivel. Houve ainda o cuidado de colocar a seguir a cada conjunto
de exemplos alguns exercicios simples de aplicagao directa dos assuntos estudados, permitindo
uma avaliagao imediata dos conhecimentos adquiridos.

Pago d’Arcos, Setembro de 2010

Luis Cruz-Filipe e Patricia Engracia
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Capitulo 1

Matrizes e aritmética matricial

Sem duvida a ferramenta mais 1til da Algebra Linear é o calculo matricial. Este capitulo
apresenta o conceito de matriz e um conjunto de operagoes fundamentais sobre estes objectos,
que serao da maior utilidade para os outros temas discutidos em capitulos posteriores.

Em vez de comecarmos a tratar de matrizes em abstracto, vamos comecar por estudar
um problema concreto em que este conceito surge naturalmente: a resolucao de sistemas de
equacoes lineares. Teremos oportunidade de ver que o uso de matrizes simplifica substan-
cialmente a organizacao da informacao e o proprio processo de resolucao dos sistemas; em
contrapartida, as operacoes sobre matrizes que surgem neste contexto revelar-se-ao de extrema
importancia em aplicacoes completamente distintas.

1.1 Resolucao de sistemas de equacoes lineares

1.1.1 Equacgoes lineares

Uma equagdo é uma relacao de igualdade envolvendo varidveis de valor desconhecido (incégni-
tas). Resolver uma equagao é encontrar valores dessas incdgnitas que tornam essa igualdade
verdadeira. Por exemplo: z = 2 é uma solucao de x> — 2z = 0, pois se nessa equacao
substituirmos x por 2 obtemos a expressao 2% — 2 x 2 = 0, que é verdadeira.

Duas equacoes dizem-se equivalentes se admitem o mesmo conjunto de solucoes. As técnicas
de resolucao de equagoes passam sempre por ir transformando as equagoes noutras equivalentes
até chegar a expressoes que indicam directamente o valor das incognitas (por exemplo, = = 2).

Uma equacao linear é uma equagao em que as incégnitas sé aparecem multiplicadas por
nimeros (constantes) ou em somas. Assim, as equagoes

20 =0 3y+2=-3 2¢ + 3z =4w — 5 5242 =—-1
sao equacoes lineares, enquanto que
2+ 32 =0 sin(r +y) =1 e’ =0 Vi =32+2

nao o sao.
As equagoes lineares sao extremamente simples de resolver, ja que é preciso conhecer apenas
em dois principios fundamentais.

1. Somar quantidades iguais a ambos os membros duma equacao produz uma equacao equi-
valente a original.
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2. Multiplicar ambos os membros duma equacao pelo mesmo valor (diferente de 0) produz
uma equagao equivalente a original.

Vejamos como podemos aplicar estas técnicas para resolver equacoes lineares. Considere-se
a equacao
3z 4+6=—-3.

O primeiro passo € isolar os termos em x dum dos lados da equacao e os termos independentes
do outro. Para tal, vamos somar —6 a ambos os membros e simplificar, obtendo uma equagao
equivalente.

3r+6=-3<<—3r+6-6=—-3-6<= 3r=-9

Esta operagao é vulgarmente designada por “passar o 6 para o outro lado trocando-lhe o sinal”.
De facto, ao somarmos —6 a ambos os membros da equacao, o termo independente desapareceu
do primeiro membro, surgindo o seu simétrico do lado direito. Esquematicamente, podemos
representar esta operacao da seguinte forma.

3x @/;\-?t

O proximo passo € eliminar o coeficiente do x. Para tal, vamos dividir ambos os lados da

equacao por 3.
3r =9

W=-94— —=—<az=-3
3 3

Esta operacao ¢ vulgarmente designada por “passar o 3 para o outro lado a dividir”, podendo
representar-se da forma seguinte. -9

@x\z/@)
Exemplo. Para resolver 2z + 3 = —1, aplicamos o mesmo raciocinio:

20 —4
2x—|—3:—1<:>2x+3—3:—1—3<:>2x:—4<:>?:7<:>x:—2

obtendo-se a solucao xr = —2. Normalmente nao se indicam os passos intermédios, pelo que

esta resolucao se apresentaria como
2+3=-1<«=2r = —-A4<=x=-2.

Nos casos em que a divisao nao é exacta, podem surgir fracgoes. Convém por isso ter
presentes as regras de multiplicacao e divisao por numeros fraccionarios.

Exemplo. Para resolver 3x — 1 = 1 procedemos como atras, obtendo

2
Jr—1=1<«—=3r=2<—= 2= —.

3
Exercicio 1. Resolva as seguintes equacoes lineares.
(a) 3x +2=—1 (¢c) =3z +4= () —z+1=5 (g) -4z —3=1
(b) 2z +1=2 (d) z—2=-4 (f) 20 —2=-2 (h) 3z —1=-1

L. Cruz-Filipe e P. Engracia



1.1. RESOLUCAO DE SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES 3

Quando ocorrem varias variaveis, nao encontramos uma solucao mas uma relacao entre as
diferentes varidveis. Por exemplo, a equacao 2x + 3y = 5 pode ser simplificada por forma a
exprimir z em fungao de y (resolver em ordem a x) ou y em fungao de x (resolver em ordem
ay).

Resolvendo esta equacao em ordem a x, obtemos

5 — 3y

20 +3y =06<=2r=50—-3Jy <=z = 5

Isto significa que para cada valor que atribuirmos a y somos capazes de encontrar um valor de x
que torna a equacgao valida — precisamente o valor % Por exemplo, para y = 1 obtemos
xr = 5_2& = 1; se substituirmos na equacao original z por 1 e y por 1, obtemos de facto
2x1+3x1=5, que é uma equagao verdadeira.

Mas podemos escolher outros valores para y. Tomando y = 0, obtemos x = 5’;“0 =
¢é outra solugao da equacgao:

N ot

, que

2><g+3><0:5.

Para y = 2 obtemos x = —%, e assim sucessivamente.

Resolvendo a mesma equacao em ordem a y, obtemos
5—2x

204+ 3y=50<=3y=5—-2r<=y = .

Podemos agora escolher valores para x e determinar o valor de y correspondente que torna a
equagao verdadeira. Por exemplo, para z = 0 obtemos y = g (e tem-se de facto 2x0+3 x g =5),
enquanto para x = 4 se obtém y = —1 (e pode-se verificar que 2 x 4 + 3 x (=1) = 5). Ja
tomando x = 1 obtemos novamente y = 1, o que era de esperar, pois todas estas equagoes sao
equivalentes.

Se fizermos um gréfico com as solugoes desta equacao, marcando os pontos (x,y) que
satisfazem a condi¢ao prescrita pela equagao, obtemos uma linha recta (ver Figura 1.1, a
esquerda); é por este motivo que estas equagoes sao chamadas equagoes lineares.

Quando o numero de varidaveis aumenta, o tipo de conjunto de solugoes ganha mais di-
mensoes. Por exemplo, consideremos a equacgao x + 2y + 3z = 5; para obter um valor para x é
necessario fixar nao apenas y, mas também z. Graficamente, o conjunto das solugoes é agora
um plano em R? (mesma figura, a direita).

Figura 1.1: Conjunto de solugoes de equacgoes lineares a duas e trés varidveis.

Apontamentos de Algebra Linear



4 CAPITULO 1. MATRIZES E ARITMETICA MATRICIAL

Exercicio 2. Resolva as seguintes equagoes lineares em ordem a todas as variaveis que nelas
ocorrem.

(a) 3z +2y=—1 (d) z —2=—4t (g) 4w —3=—4x—3

(b) 2z24+y—1=2 (e) —y+2z+w=>5r—4 (h) 3z —1=y—1

(¢c) =3y+4x—-2=0 (f) 2t —2= -2z (i) z+y+2=0
Definicao. Uma equacao diz-se uma equacao linear nas n variaveis 1, o, ..., T, se puder ser

escrita na forma
a1x1 + Ao + -+ -+ apx, =0

onde ai,as,...,a,,b sao nimeros reais nao simultaneamente nulos.
Uma equagao linear diz-se homogénea quando b = 0, ou seja, quando tem a forma

a1T1 + asxe + -+ apxr, =0

com ay,ds, .. .,a, NUMEros reais.

Exercicio 3. Quais das seguintes equagoes sao lineares? Quais sao homogéneas?
(a) x —3y =2 (¢c) br+ay—2=0 (e) x+Ty=1 (g) zyz=1
(b) x* — 3y =2 (d) 2y/7z =3y () (z+y)?*=22 (h) 7x =5y +3=3

As equagoes homogéneas vao ter uma importancia especial em toda a Algebra Linear.
Nesta fase, podemos fazer desde ja uma observacao: uma equagao homogénea admite sempre
a solucao x1 = x9 = - -+ = x, = 0 em que todas as incégnitas tém o valor 0.

Exemplo. A equacao z + 2y = 0 é uma equacao homogénea. Podemos verificar que x =y =0
é de facto uma solucao: 0+ 2 x 0 = 0.

Observe-se que uma equagao pode ser homogénea sem esse facto ser imediato: a equagao
5(z+1) —2(y + 3) = —1 nao parece ser homogénea — pode nem ser ébvio que é linear — mas
simplificando obtém-se

S(rz+1)—2(y+3)=—-1<=br+5—-2y—6=—-1<=br—2y—1=-1
<~ bdr—2y =0,

que ¢é claramente uma equacao homogénea. Outra forma de verificar seria substituir x e y por
0 na equagao original e verificar que se obtém uma identidade vélida, neste caso 5 x (0 + 1) —
2x(04+3)=-1

O conjunto das solugoes duma equacao homogénea a duas varidveis é portanto uma recta
que passa pela origem (ver Figura 1.2). A trés varidveis obtemos um plano que passa pela
origem (mesma figura, a direita).

L. Cruz-Filipe e P. Engracia
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Ay \z

7\ x+2y+3z=0
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Figura 1.2: Conjunto de solugoes de equacoes lineares homogéneas a duas e trés variaveis.

Exercicio 4. Quais das equacoes dos Exercicios 1 e 2 eram homogéneas? Verifique que de
facto todas elas admitem uma solugao com todas as incégnitas iguais a 0.

1.1.2 Sistemas de equacgoes lineares

Muito frequentemente, as incégnitas estao relacionadas de varias formas diferentes, obtendo-se
um conjunto de equacoes que queremos satisfazer em simultaneo. Um tal conjunto de equagoes
chama-se um sistema de equagoes.

Definicao. Um sistema de equacgoes lineares é um conjunto de equacoes lineares em n variaveis
X1, %o, ..., Ty, que se escreve habitualmente como

1171 + a19Te + - -+ ATy = by

A91%1 + A99%o + - - - + GopX, = by

Am1T1 + Aol + - -+ + App Ty = bm

onde os nimeros a;; sao reais e nao simultaneamente zero e os nimeros b; sao também reais.
Se todas as equagoes do sistema forem homogéneas (ou seja, se by = by =--- =b,, =0), o
sistema de equacoes lineares diz-se homogéneo.

Uma solugdo particular do sistema é um conjunto de numeros reais (si,Ss,...,S,) que
satisfazem simultaneamente todas as equacoes do sistema. A solucao geral ou conjunto solugao
¢ o conjunto de todas as solugoes particulares.

Exemplo.

1. Considere-se o sistema seguinte.

3r+2y=1
20 = =2

Apontamentos de Algebra Linear



CAPITULO 1. MATRIZES E ARITMETICA MATRICIAL

Resolvendo a segunda equacao, obtemos
20 =24 x=—-1;

substituindo este valor na primeira equacao (uma vez que as queremos satisfazer em
simultaneo), obtemos

IX(-1)+2y=1<= -3+2y=1<=2y=4<=y=2.

A solugao geral do sistema é entao (z = —1,y = 2), que é também uma solugao particular
(a tinica).

. Tomando agora o sistema

3r+2y—4z=1
20 = =2

podemos comecar a resolvé-lo como atras obtendo x = —1. Substituindo na primeira
equacao e resolvendo em ordem a gy, obtemos

IxX () +2y—dz=1<= 34+ 2y—dz=1<=2y=4+4d2<=y=2+2z2.

A solugao geral do sistema é agora (z = —1,y = 2 + 2z) (com z arbitrdrio). Solugoes
particulares sao (r = —1,y = 2,z = 0), obtida tomando z = 0; (z = =1,y =4,z = 1),
obtida com z = 1; ou (xr = —1,y = 0,2 = —1), obtida fazendo z = —1.

Normalmente convenciona-se apresentar as solugoes por uma ordem fixa das variaveis
(a ordem em que ocorrem no sistema). Assim, poderiamos dizer que este sistema tem
solucao geral (—1,2+t,t), onde escolhemos um novo parametro ¢ para representar o valor
arbitrario da varidvel z, e solugoes particulares (—1,2,0), (—1,4,2) e (—1,0,—1), entre
outras.

Exercicio 5. Encontre solugoes dos seguintes sistemas de equacoes lineares.

(a) {

20+ 3y =5 20 +y=0 xr—2y=0 20+ 3y =6
. b) B (c) B (d) B
T — 3y =—2 20 —y =4 r+2y=4 3r+2y=9

Definicao. Um sistema de equagoes lineares diz-se:

possivel determinado se tem solucao e essa solugao é unica;
possivel indeterminado se o sistema tem varias solucoes diferentes;

impossivel se nao tem solucao.

Vimos no exemplo anterior que o sistema

3r+2y=1
20 = —2

L. Cruz-Filipe e P. Engracia
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é possivel determinado, enquanto

dr+2y—4z=1
20 = =2

é possivel indeterminado. Um exemplo de um sistema impossivel seria o seguinte.

r+y=2

rT+y=3
De facto, independentemente dos valores atribuidos a = e a y, a sua soma ou é 2 ou é 3 (ou
¢ outro valor qualquer), mas nunca poderd ser simultaneamente 2 e 3. Aquelas equagoes sao
por isso ditas incompativeis e o sistema por elas formado é impossivel.

Num sistema indeterminado, hé incoégnitas cujo valor pode ser escolhido arbitrariamente

e outras que ficam expressas em funcao dessas. As incégnitas cujo valor pode ser escolhido
dizem-se varidveis livres ou independentes; as incégnitas que sao determinadas em funcao das
variaveis livres dizem-se varidveis dependentes.

Note-se que o conceito de variavel livre e dependente depende da forma de resolucao da
equagao: no exemplo que demos atrds da equacao 2x + 3y = 5, quando a pomos na forma

5 — 3y
Tr =
2
a variavel y ¢ livre e x dependente; mas se a resolvermos como
-2z
Y73

¢ a variavel x que ¢ livre e a variavel y que é dependente.

Uma outra situagao que ocorre na pratica é um sistema de equacoes lineares depender de
parametros. Nesse caso, a sua caracterizagao dependera do valor dos parametros. Por exemplo,
o sistema

2r4+y—2=2

rT+y=2

az =
depende dos parametros a e 5. Quando escolhemos os valores 0 e 1 para « e 3, respectivamente,
obtemos o sistema

2r4+y—2=2

r+y=2 ,

0=1

que ¢é claramente impossivel. Para a = § = 0, temos o sistema

20 +y+2=2
T+y=2
0=0

com apenas duas equacoes para trés incognitas, que ¢ possivel indeterminado. Para os valores
a=1e =2, obtemos

20 +y+2=2
T+y=2 ,
z =2

Apontamentos de Algebra Linear



8 CAPITULO 1. MATRIZES E ARITMETICA MATRICIAL

que é possivel determinado:

2r+y+2=2 20 +y =20 20 +y =0 r=—2
r+y=2 Sert+y=2 SQy=2—=x Sqy=4

Nas préximas secgoes, veremos como caracterizar de forma sistemdatica um sistema que
dependa de parametros.

Exercicio 6. Determine a solucao dos seguintes sistemas de equacoes lineares em funcao dos
parametros a, b e ¢ e classifique-os em funcao destes parametros.

r+y=a 2r+y=a rT+y+z=a
(a) B (b) B _
r—y=">b 3z +6y=> (c) S2x+22=0b
y+3z=c

Finalmente, observemos que, da mesma forma que uma equacao homogénea tem sempre
uma solug¢ao com todas as variaveis nulas, também um sistema homogéneo tem sempre pelo
menos essa solugao. Logo, um sistema de equacoes lineares homogéneo é possivel determinado
ou possivel indeterminado, mas nunca impossivel.

Geometricamente, podemos interpretar estas trés situagoes tendo em conta o que atrés
foi dito sobre os conjuntos de solucoes. Para simplificar, consideremos um sistema de duas
equagoes lineares envolvendo duas incégnitas = e y. Sabemos que o conjunto de solugoes
de cada equagdo é uma recta no plano; em geral, estas rectas intersectam-se num ponto (a
solugao), caso em que o sistema é possivel determinado (Figura 1.3 (a)); mas pode suceder que
as rectas sejam paralelas e o sistema se torne impossivel (Figura 1.3 (b)); a terceira alternativa
corresponde a ambas as equacoes descreverem a mesma recta, dando um sistema indeterminado
(Figura 1.3 (c)).

Se o sistema for homogéneo, a segunda situacao é impossivel uma vez que ambas as rectas
passam necessariamente pela origem (Figura 1.4).

Com trés equagoes a duas varidveis, podemos ter os mesmos trés tipos de sistema, embora
haja situagoes novas (Figura 1.5).

Em dimensoes superiores, os comportamentos possiveis sao generalizacoes destes.

Exercicio 7. Para cada um dos seguintes sistemas de equacoes lineares a duas incégnitas,
trace as rectas correspondentes aos conjuntos de solucoes de cada equacao e classifique o sistema
como possivel determinado, possivel indeterminado ou impossivel.

@) {—x—l—By:—l » {2x+4y:2 © {—2x+y:0

20 +y =2 —r—2y=-—1 —3x+2y =20

3r+2y=-—1 r4+y=1 20—y =1
(b) - (d) - (f) B

T+y=2 20 + 2y = —1 dr —2y =0

L. Cruz-Filipe e P. Engracia
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Ay Ay Ay
44 X=y 41 44

T 2 2X+3y=5 I 2x+3y=8 I 2
171 171 1]
X X
3¢&%ié%Qé; EEENEE Rvag éé{“ié%Qé\
21 2+ 21 ax+6y=10

() (b) (c)

y %

Figura 1.3: Possiveis comportamentos dum sistema de duas equacgoes lineares a duas incégnitas.

Ay Ay
41 -x=0 41
2x+3y=0 3] 2x+3y=0 31
12 +2
G522 s a5 G52 N2 45
24 -2 -2x-3y=0
34 -3

Figura 1.4: Possiveis comportamentos dum sistema de duas equagoes lineares homogéneo a
duas incognitas.

A
2x+3y=5 + Y
4 - X=y
3+
£2
y=1
324 1 25a 5
24
34

Figura 1.5: Alguns possiveis comportamentos dum sistema de trés equagoes lineares a duas
incognitas.
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1.1.3 Meétodo de eliminacao de Gauss

O método grafico que discutimos na seccao anterior nao é muito pratico para resolver sis-
temas de equacoes lineares em geral, nem se aplica facilmente em casos em que haja mais de
duas variaveis. Nesta seccao vamos estudar um método sistematico para resolver sistemas de
equacoes lineares: o método de eliminacao de Gauss. Este método, para além de ser simples
de usar, vai ser de grande utilidade em muitos outros contextos que estudaremos mais adiante.

Tal como o método que apresentamos para resolver equagoes lineares, o método de elimi-
nacao de Gauss baseia-se em duas observagoes muito simples.

- Multiplicar ambos os membros duma equagao por uma constante produz uma equacao
equivalente a original.

- Substituir uma equacao pela sua soma com um multiplo de outra produz um sistema de
equacgoes equivalente ao original.

Esta segunda observacao é a novidade relativamente ao caso anterior. Consideremos o
seguinte sistema muito simples de equacoes lineares.

Ty =2
r—y=-—4
Se somarmos as duas equagoes membro a membro, obtemos a nova equacao 2x = —2, donde

se retira imediatamente o valor de x. Por outro lado, se tivessemos somado a primeira com
(—1) vezes a segunda, obterfamos

(@ +y)+ (=D —y) =2+ (-1)(-4) = 2y =6,

donde se retira o valor de y. Observe-se que os valores x = —1 e y = 3 sao de facto a solugao
do sistema original!

Definicao. As operacoes elementares sobre um sistema de equacoes lineares sao as seguintes.
- Troca de linhas: trocar as equagoes nas linhas 7 e j, denotada por l; <+ [;.

- Multiplicacao de uma linha por uma constante nao nula: substituir a equagao na linha ¢
pelo seu produto por a # 0, denotada por l; — al; ou simplesmente por al;.

- Soma duma equacao com um miltiplo de outra: substituir a equacao na linha i pela sua
soma com « vezes a equagao na linha j, denotada por l; — [; + «l; ou simplesmente por
li —f- Oélj.

Por vezes usaremos uma operagao que ¢ combinacao das duas ultimas, nomeadamente a
substituicao da linha ¢ pela combinagao al; + B;.

Defini¢ao. Um coeficiente ¢;; # 0 da varidvel z; na equagao na linha ¢ diz-se um pivot se
satisfizer as duas condicoes seguintes.

1. Os coeficientes de x1, 29, ..., x;_; na equacao da linha ¢ sao todos nulos.

2. Para cada linha acima da linha 4, os coeficientes de x1, 29, ..., ;-1 nao sao todos nulos.

L. Cruz-Filipe e P. Engracia
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Por exemplo, no sistema

2r+3y—2=3
2y —3z=-1

os coeficientes assinalados a negrito sao pivots. O primeiro coeficiente da primeira equagao
satisfaz trivialmente a definigdo de pivot (ndo hé equagbes antes nem coeficientes antes na
mesma equagdo). O 2 da segunda linha também é um pivot, j4 que o coeficiente de x na
segunda equacao é 0 e o coeficiente de x na primeira equacao nao ¢ 0.

Definicao. O método de eliminacao de Gauss consiste na aplicagao sucessiva de operacgoes
elementares a um sistema de equagoes por forma a eliminar todos os coeficientes por baixo dos
pivots.

Antes de vermos exemplos, convém fazer algumas observagoes que serao relevantes.

1. Por defini¢ao, os pivots nao podem ser zero. Se nao existir nenhum pivot por tratar,
aplica-se uma troca de linhas por forma a obter um pivot na primeira linha que ainda
nao foi processada.

2. A eliminacao faz-se sempre da esquerda para a direita: sé depois de eliminar todos os
termos da primeira varidavel abaixo do pivot é que se passa para a segunda variavel, e
assim sucessivamente.

3. Depois de se ter eliminado a coluna abaixo de um dado pivot, nao é necesséario voltar
a alterar a equagao que contém o pivot. Assim, a eliminagdo de Gauss também anda
sempre de cima para baixo.

Vamos aplicar o método de eliminacao de Gauss para resolver o seguinte sistema de equagcoes
lineares.
rT+y+22=9
20 +4y — 3z =1
3r+ 6y —5H2z=0
Em cada passo, vamos eliminar as parcelas abaixo das parcelas a negrito. Indicamos a seguir
a cada equacgao qual a operacgao elementar que lhe vamos aplicar.

X+y+22=9 X+y+22=9

20 +4y—32=1 (lo—2l) — 2y — Tz = —17

3z +6y—5:=0 (l3—3h) 3y — 11z =-27 (23 —3l)
(X+y—|—2,z:9 r+y—+22=9 r+y+6=9

— 2y +T72=17T — < 2y+T2=17 — §—2y+21=17

L —z=-3 z=3 z=3
(x—i—y:?) r+2=3 r=1
(2 =3 z2=23 z2=23

Observe-se que depois de o método de eliminacao de Gauss terminar, obtemos um sistema de
equacgoes que se pode resolver simplesmente substituindo os valores das incognitas de baixo
para cima.

Este sistema tem uma tnica solucao, logo é um sistema possivel determinado.

Apontamentos de Algebra Linear
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Exemplo.

1. Vamos usar o método de eliminacao de Gauss para resolver o seguinte sistema.

—2y+3z2=1
3r + 6y — 3z =18
6x + 6y =30

Uma vez que a primeira linha ndo tem pivot (nao aparece nenhuma parcela contendo a
variavel x), vamos comegar por fazer uma troca de linhas.

3x+ 6y — 32 =18 3x+ 6y — 32z =18
—2y+3z=1 — -2y +3z=1

6z + 6y =30 (ls — 20) — 6y +6z=—6 (I3 — 3l2)

(3x + 6y — 32 = 18 3z + 6y — 32 = 18 3z 46y —9 =18
— —2y+3z=1 — 4§ 2y+3z=1 — ¢ 2y+9=1

| -3z =-9 z=3 z=3
(32 + 6y = 27 3z + 24 = 27 r=1
[z =3 z=3 z2=23

Novamente este sistema tem solucao tnica, logo ¢é possivel determinado.
2. Vamos agora resolver o sistema seguinte.

—2y+3z=1
3r + 6y — 3z = -2
6 + 6y +32=5

Comecamos novamente por trocar linhas, pois a primeira equacao nao tem parcela cor-
respondente a variavel x.

3x + 6y — 3z = —2 (3x + 6y — 32 = —2
—2y+3z=1 — —2y+3z=1
6x + 6y + 32 =05 (I3 — 21y) \ —6y+92=9 (I3 — 3ly)
(3x+6y—3z:—2
— -2y +3z2=1
0=6

\

A ltima equacao deste sistema é impossivel. Uma vez que todas as operacoes elementares
produzem sistemas equivalentes, concluimos que o sistema original nao tem solugoes,
sendo portanto um sistema impossivel.

L. Cruz-Filipe e P. Engracia
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3. Vejamos agora outro sistema de equagoes.

2x +2y+22=0 2x +2y+22=0
2 +5y+2z=1 (lb+1l) — Ty +42 =1
8r+y+4z=-1 (I3 — 4h) — Ty —4z= -1 (I3 + I2)
2x + 2 22=0
Xt oyt ez 2 + 2y + 22 = 0 2% + 2y + 22 = 0
— Ty +4z=1 Ty ds = 1 — s
AR =
0=0 Y V=7
20+ 2152 422 =0 14z + 62 = —2 r = =31
- 1—4z - 1—4z — 1—-4z
y= y="7 y="=

O sistema tem infinitas solugdes (uma para cada valor que se escolha para a varidvel
livre z), logo é um sistema possivel indeterminado.

A sua solucao geral é

—3z—1 1—-4 —3z—11—-4
frertsn St (05 ) )

4. Vejamos agora um sistema com quatro incognitas. O leitor deve procurar reproduzir o
raciocinio a partir das indicagoes apresentadas.

10y —4z+w=1

r+dy—z+w=2 (I1 < 1o)
—2x -8y +2z—-2w=—-4
r+2y+z+w=>5

(X +4dy —z+w=2 (x+4y—24w=2
10y —4z+w=1 10y —4z+w=1
— —
—2x —8y+2z—2w=—-4 (l3+2h) 0=0
(3T +2y+z2+w=2>5 (ls — 301) \ 10y 44z — 2w = —1
(x+4y —z+w=2 (X +dy— 2 +w=2
— 10y —4z2+w=1 — 10y — 4z +w =1
— 10y +4z — 2w = —1 (I3 +12) \ w=0
(2 +dy —z+w=2 r+dy—z=2 T4y —2=2
— 10y —4dz+w=1 — 10y — 4z =1 — qy =t
(w=0 w=0 w=0
_ 832
5
— y_4"1—'(’)'1
w =0

O sistema tem novamente infinitas solugdes (uma para cada valor atribuido a varidvel
livre z), logo é possivel indeterminado e a sua solucdo geral é a seguinte.

8—3 4 1 8—3z 4 1
{(x,y,z)€R3|x: 3 Zey: 21—(;_ /\w:O}:{( = z’ Zl?)— 7Z,0)ZZ€R}

Apontamentos de Algebra Linear
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Exercicio 8. Recorrendo ao método de eliminacao de Gauss, encontre solucoes dos seguintes
sistemas de equagoes lineares. Indique em cada passo o pivot e os multiplicadores usados.

@){mwﬂy—5 3z — 2y = ®){%+3y_6
r—3y= -2 (c) dx+22=0 3r4+2y=9
y+3z =
r+y+2=0 20 +y—2z=-1
(b) S 7x+3y+22=3 (d {I—Qy: (f) Sz +2y+2=5
S5r+y+52=38 r+2y=4 3r—z=1

1.1.4 Sistemas homogéneos e solugao geral de sistemas de equacoes
lineares

A cada sistema de equagoes lineares

1121 + Q12T + *++ + ATy = bl

2121 + A929T9 + -+ aA2n Ty — bQ

Am1T1 + QmaT2 + - -+ ATy, = bm
corresponde um sistema homogéneo associado

a1 + a1229 + - - - + ATy — 0

a21T1 + A2 + * + + + AopTy = 0

A1 T1 + ApaTo + -+ QppTy = 0

que ¢é obtido do sistema original eliminando os termos independentes.

A solucgao geral S de um qualquer sistema de equagoes lineares pode ser determinada usando
a solucao S, do sistema homogéneo associado, se conhecermos uma solugao particular .S, do
sistema inicial. De facto, verifica-se que

S=5,+85.

Exemplo. Consideremos o sistema seguinte.

dr+y—z=4
20+ 3y +22=17

Vamos comegar por resolver este sistema pelo método de eliminacao de Gauss.
Adx+y—z=4 Adx+y—2z=4
e
20+ 3y+22=7 (2ly — 1) 5y + 52 =10

. dr4+y—z=4 R x:%—I—%z
y=2-—=z y=2-=z

L. Cruz-Filipe e P. Engracia
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Logo, a solucao geral deste sistema ¢

1 1 1 1
= R¥|op==+— =225 =0+ 222— RY .
S {(x,y,z)e | z 2+22ey z} {<2+2z, z,z)|z€ }

Vamos agora verificar que obtemos a mesma solucao do sistema usando uma sua solucao
particular e o conjunto solugao do sistema homogéneo associado.
Para determinarmos uma solucao particular, fixemos z = 0. Obtemos o sistema seguinte.

dx+y =4 do+y=4 dr+y =4
— —
2r+3y=7 (2—1) 5y = 10 y =2

4r =2 T = %
— —
y=2 y=2
Obtemos a solucao particular S, = (%, 2, O). Vamos agora resolver o sistema homogéneo
associado.
Adx+y—2=0 Ax+y—2=0 dr+y—2=0
— o
20 +3y+22=0 (2—10) 5y +52=0 y=—z

_ 1
N i
y=-z

A solucao geral deste sistema homogéneo é entao

1 1
ShZ{(x7y,z)€R3|x:§zey=—z}={(§z7—zaz> |Z€R}-

Temos que

Sp—i-Sh:{(%,Q,O)}—i—{(%z,—z,z) |z€R}:{<%+%z,2—z,z> |ZE]R},

tendo-se a relacao S = .S, + 5.

Vale a pena analisar um pouco em detalhe este exemplo para perceber porque é que se tem a
relacao S = S,+Sy. Seja (z*, y*, 2*) uma solugao do sistema homogéneo; entao necessariamente
tem-se

da* 4+ y* =2 =0
2¢* +3y* 4+ 22 =0

1

por definicao de solucao. Ora sabemos que (5, 2, 0) ¢ uma solucgao particular do sistema original

ou, de forma equivalente, que

4x1+2-0=4
2X$4+3x24+2x0=7

sao equagoes verdadeiras. Substituindo x por %—1—3:*, y por 24+y* e z por z*, obtemos o sistema

Apontamentos de Algebra Linear



16 CAPITULO 1. MATRIZES E ARITMETICA MATRICIAL

4L+ + 24 y) -2 =4 Ax 12+ 4w 424y — 2" =4
2(L4+a") +302+y) +2:7 =7 2X 1420 +3 X2+ 3y +22° =7

( 1
(4x—+2—0>+(4x*+y*—z*):4

2 >
1
(2><§+3><2+2X0>+(2x*+3y*—|—2z*):7
~- . 0
\ 7

que é verdadeiro devido a escolha de z*, y* e z*. O raciocinio no caso geral é andlogo.

Exercicio 9. Escreva o sistema homogéneo correspondente a cada um dos seguintes sistemas
de equacoes e resolva-o. Usando a solugao particular fornecida, escreva a expressao da solucao
geral do sistema de equagoes em questao.

(a) 2 —y=2 (c) z+y+z=2 3r—2y+z+w=06
Solugao particular: Solugao particular: (e) § —r+y+2z=3
(z,y) = (3,1) (z,y,2) = (1,1,0) y+w=1

_ _ Solucao particular:
rT—y=23 2r+y+z2=1

b d =

(b) {Qx_QyZG (d) {3x+2y_2:_8 (2, y,z,w) = (1,0,2,1)
Solucao particular: Solugao particular:

(I7y) - (27_1) ([L‘,y,Z) - (_27174)

1.1.5 Representagao matricial

Vamos agora ver uma forma mais expedita de aplicar o método de eliminacao de Gauss a
sistemas de equagoes. Muito do que escrevemos nos exemplos das secgoes anteriores era na
realidade desnecesséario; uma vez que as incégnitas aparecem sempre pela mesma ordem, tudo
0 que precisamos para resolver os sistemas é de saber realizar as operagoes elementares sobre
os coeficientes.

A representacao matricial é uma forma mais compacta de representar sistemas de equagoes.
Em vez de as escrevermos por extenso, representamos um sistema por uma tabela, com uma
coluna correspondendo a cada variavel; em cada linha, escrevemos o coeficiente de cada variavel
que ocorre na equacgao na coluna correspondente, tendo o cuidado de inserir um 0 nas colunas
correspondentes a varidveis que nao ocorrem nessa equacao. A tultima coluna contém os termos
independentes.

Definicao. Dado um sistema de equacoes lineares

111 + a19T9 + - - - + ATy — bl

A21T1 + Q92T + * * + + Ao Ty = b2

Am1T1 + Q2T + -+ + ATy = bm

L. Cruz-Filipe e P. Engracia
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a sua matriz de coeficientes é a tabela

a1 a2 ... Qp
a921 A22 ... QA9pn
m1 Am2 .. Gmp

e a sua representacao em matriz aumentada é a tabela

a11 a12 Ce A1p bl
921 929 Ce Aon, bg
Ami Am2 o Amp | b

Desde que se saiba a ordem das incégnitas, é possivel reescrever o sistema original a partir
da matriz aumentada. Daqui em diante, convencionaremos que as varidveis surgem sempre pela
ordem x,y, z,w,t. O termo matriz aumentada salienta que a matriz tem mais uma coluna do
que o nimero de incognitas (a matriz nao aumentada é a matriz dos coeficientes, que teremos
oportunidade de estudar mais adiante).

O método de eliminacao de Gauss pode ser aplicado a matriz aumentada exactamente
da mesma forma que era usado em sistemas de equacoes; podemos somar linhas da matriz e
multiplicd-las por constantes realizando essas operagoes sobre as entradas da mesma coluna.

Vejamos um exemplo. Vamos resolver o sistema

X+y+22=9
20 +4y — 3z =1
3r+6y—52=0

por eliminagao de Gauss nas duas formas: usando a representagdo em sistema (& esquerda) e
em matriz aumentada (& direita).

X+y+2z2=9 11 219
20 +4y —3z=1 (Io — 20y) 2 4 —-3]1 Iy — 20,
3x—l—6y—5z:0 (l3—3l1) 3 6 —5 0 l3—3l1
'x+y+2229 (1 1 9 9
— 2y — Tz =—17 — | 0 2 =7 |-17
3y — 11z = —27 (213 + 3l2) | 0 3 —11| =27 | 2l3+3ly

'x—l—y+2229 (1 1 92 9

— 3 =2y +72=17 — | 0 =2 7 |17
—z = _3 | 0 0 -1]-3

Neste ponto concluimos a aplicagao do método de eliminagao de Gauss: ja nao ha elementos
para eliminar abaixo dos pivots. Assim, podemos voltar a escrever o sistema correspondente a
ultima matriz aumentada e resolveé-lo.

rT+y+22=9 r+y=3 r+y=3 r=1
2y+T72=17 —2y=—-4 —Sy=2 —qy=2
z=23 z=23 z2=3 z=3
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Exercicio 10. Escreva cada um dos sistemas do Exercicio 5 na forma matricial e resolva-os
aplicando o método de eliminagao de Gauss a matriz obtida.

A matriz que resulta do método de eliminacao de Gauss tem um formato especial: os valores
diferentes de zero foram uma “escada”, em que cada linha comeca mais a direita do que a linha
anterior. Estas matrizes chamam-se matrizes em escada de linhas.

Definicao. Uma matriz diz-se em escada de linhas se satisfaz as duas condicoes seguintes.

1. Em duas linhas consecutivas da matriz, o primeiro elemento nao nulo da linha inferior
encontra-se estritamente a direita do primeiro elemento nao nulo da linha superior.

2. Todas as linhas nulas (linhas em que todas as entradas s@o zero) estao agrupadas na base
da matriz.

Por analogia com os sistemas de equacoes lineares, a primeira entrada nao nula de cada linha
chamamos pivot. Ao método de eliminacao de Gauss aplicado a matrizes também se chama
método de reducao, sendo a matriz em escada de linhas que se obtém no final da aplicagao do
método chamada matriz reduzida.

Definigao. A caracteristica duma matriz em escada de linhas é o niimero de pivots que contém.

Exemplo. As matrizes

1 -1 2 00 2
o 1 01 9 1 0 0 -3100
0o | 00 3 1 e 00 0 001
00 0 000
00 0 000

sao matrizes em escadas de linhas de caracteristicas, respectivamente, 2, 2 e 3. Os elementos
assinalados a negrito sao os pivots.
As matrizes seguintes nao sao matrizes em escada de linhas.

1 -1 2 00 2
01 0125 21 -3100
10| 020 1 0 0 0 0O0O
0 0 0 300
0 0 0 00O

Exercicio 11. Quais das seguintes matrizes sao em escada de linhas?

1 2 0 3 0 (C)1—755 1 0 0 5
()00110 O 1 3 2 (6)0013
Y 100001 010 4

00000 1 30 20 :

(d)10220 0 0
b [L 031 00001 ) |0 o0
01 2 4 00 0O00O0 _00
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Os sistemas de equacoes podem ser caracterizados analisando a sua matriz reduzida, que
tem uma das seguintes trés formas.

1. Se a matriz contém uma linha em que apenas a tultima entrada nao é nula, ou seja, a
matriz tem o aspecto

em que k # 0, entao essa linha corresponde a equagao 0 = k, que é impossivel. Neste
caso, o sistema de equacoes lineares é impossivel.

2. Se a matriz nao contém nenhuma linha daquela forma, entao o sistema é possivel. Neste
caso, se a sua caracteristica for igual ao nimero de incognitas, o sistema é possivel
determinado.

3. Se a matriz nao contém nenhuma linha daquela forma e a sua caracteristica é inferior ao
numero de incégnitas, entao o sistema ¢é possivel indeterminado.

Exercicio 12. Classifique cada um dos sistemas de equacoes seguintes como determinado,
indeterminado ou impossivel. Nos primeiros dois casos, encontre a(s) solugao(des) do sistema.

(a) 3r+2y="7 rT4+2y—z=-3 r+2z—-2w=1
a
20 — 2y = —2 (b) ¢33z —y+22=28 (¢) 2z 4+y=2
20 +y—4z=-7 —o+3y—z+w=-1

Esta classificagao é especialmente 1til quando estamos a tratar de sistemas que dependem
de parametros.

Exemplo. Consideremos o sistema de equacoes lineares seguinte.

r—4z = -3
20 +ay — 3z = =2
r+y+taz=1

A caracterizacao deste sistema depende do valor atribuido ao parametro «. Para encontrar os
valores de o que tornam o sistema possivel determinado, possivel indeterminado e impossivel,
comegamos por aplicar o método de eliminacao de Gauss a matriz aumentada associada ao
sistema.

1 0 —4|-3 10 -4 |-3
2 a —3|-2 lg — 2[1 — 0 « 5 4
1 1 « 1 lg — ll 0 1 4+« 4
Com a = 0, temos
1 0 —4]-3 1 0 —4|-3
01 4| 4 00 514
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e obtemos um sistema com caracteristica igual ao nimero de incégnitas e sem equagoes im-
possiveis. Entao este sistema é possivel determinado para a = 0.

Se a # 0, entao

10 —4 -3
— | 0 « 5 4
als — Iy 0 0 a®>’+4a—5|4a—14

e o sistema é possivel determinado quando esta matriz tem trés pivots, o que sucede se a? +
4a — 5 # 0. Ora

P+da—-5=0<=a=-2+Vi+hb<—a=-24+3<—=a=1loua=-5

donde o sistema ¢ possivel determinado se aw # 1 e o # —5.

Nos casos @ = 1 e @« = —5, o lado esquerdo da iltima equacao vale 0. No primeiro caso,
a=1eda—4 =0, donde a ultima equacao é 0 = 0 e o sistema é possivel indeterminado;
no segundo caso, &« = —5 e 4o — 4 = —24, donde a ultima equacao é 0 = —24 e o sistema é
impossivel.

Em suma: o sistema é impossivel para o = —5, possivel indeterminado para o = 1 e
possivel determinado para todos os outros valores de a.

Exemplo. Consideremos agora o sistema

204+ Ty — 2z = 26
r—2z=3
ay + 6z =7

com parametros reais « e . Para caracterizar o sistema, comecamos por aplicar eliminacao
de Gauss a sua representacao matricial.

2 7 —1126 (2 7 —1] 26
10 =113 | 2,—-l; — |0 =7 —1|-20
0O a 6 |0 0 a 6 15} Tls + aly
2 7 -1 26
— | 0 =7 -1 —20
|0 0 42—a |78 —20a

Novamente, o sistema é possivel determinado desde que tenha trés pivots, o que sucede se
42 — o #£ 0, ou seja, se o # 42.

Se a = 42, entao o sistema ¢é impossivel ou possivel indeterminado consoante o valor de
708 —20c. Se 75 —20a = 0, o que corresponde a = 120, a iltima equagao é 0 = 0 e o sistema
¢ indeterminado; qualquer outro valor de 8 conduz a um sistema impossivel.

Entao o sistema é possivel determinado se a # 42, possivel indeterminado se @ = 42 e
B =120 e impossivel se a =42 e [ # 120.
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Exercicio 13. Classifique cada um dos seguintes sistemas de equagoes lineares como possivel
determinado, indeterminado ou impossivel em funcao dos parametros «a e .

r+y+2z=2 b) r+2y=3 (© (a=3)zr+y=0
(@) 2z —y+32=2 ay=p r+(a—3)y=0
r—y+az=0

1.2 Matrizes e operacoes elementares

Na seccao anterior recorremos a matrizes para simplificar a representacao dos sistemas de
equacoes lineares. Contudo, as matrizes tém uma aplicabilidade muito mais vasta do que a esse
problema. Nesta seccao, vamos dar inicio ao estudo destes objectos e das suas propriedades,
que serao ferramentas essenciais em toda a Algebra Linear.

1.2.1 Conceitos fundamentais

Uma matriz nao é mais do que uma tabela rectangular, bidimensional, contendo informacao.
Tipicamente, na Algebra Linear apenas estamos interessados em matrizes numéricas (cujas
entradas sdo nimeros reais), mas noutros contextos utilizam-se matrizes doutros tipos.

Definicao. Uma matriz real é uma tabela rectangular contendo um nimero real em cada
posicao.

c c C
. 0 O 0
1¥nha 1 11 1
linha 2 1 u u
n n n
: a a a
linha n
| 1 2 m |

Diz-se que uma matriz A com n linhas e m colunas tem dimensdo n X n, o que se denota por
dim(A) = n x m. Também é frequente escrever A, ., para indicar que se estd a falar duma
matriz A com n linhas e m colunas.

Ao valor na intersecgdo da linha i com a coluna j chama-se entrada (i,j) da matriz. A
entrada (4, j) duma matriz A denota-se habitualmente por a;; ou, por vezes, por (A);;.

Exemplo.

1. A matriz [ g 1 _21 ¢ uma matriz de dimensao 2 x 3. A entrada (2,1) desta matriz
é 0, enquanto as entradas (1, 1) e (1, 3) sao ambas 2. Denotando a matriz por A, podemos

resumir esta informacao dizendo que é uma matriz Asy3, que as; = 0 e que a1 = a3 = 2.

2 1
2. AmatrizB= | 1 —1 | é uma matriz de dimensao 3 x 2. Comparando com a matriz A
6 0
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acima, observa-se que a ordem dos valores na dimensao é importante: a matriz A tem
2 linhas e 3 colunas, a matriz B tem 3 linhas e apenas 2 colunas.

Recorrendo as notagoes acima, podemos afirmar por exemplo que by = —1 e b3; = 6.

3. Considere-se uma matriz Chyo tal que ¢11 = coo = 1 € ¢ = 2. Entao a matriz C tem a

forma
1 2
* 1

onde * é um valor desconhecido.

4. Considere-se a seguinte matriz D.

1 =2 3 0
D=|nm 0 11
0 -4 2 1

A matriz D tem dimensao 3 X 4 e satisfaz djs = day = d3; = 0.

Alguns tipos de matrizes tém nomes especiais, devido a importancia que tém em deter-
minadas aplicagoes, que é importante conhecer. Relativamente a dimensao, ha duas familias
importantes: as matrizes quadradas e os vectores. A razao de ser do nome destes ultimos
tornar-se-a4 mais clara nos capitulos seguintes.

Definicao. Uma matriz com igual niimero de linhas e de colunas diz-se uma matriz quadrada.

Definicao. Uma matriz com apenas uma coluna diz-se um wvector coluna; uma matriz com
apenas uma linha diz-se um vector linha.

Exemplo.

1. A matriz C' do exemplo anterior é uma matriz quadrada de dimensao 2 x 2. Uma vez que
o numero de linhas e colunas coincide sempre para matrizes quadradas, também podemos
afirmar simplesmente que C' é uma matriz quadrada de dimensao 2.

10
2. Amatriz | 1 1 ¢ uma matriz quadrada de dimensao 3.
11

_ o O

3. A matriz [ 1 2 3 4 } ¢ uma matriz de dimensao 1 x 4; é portanto um vector linha (s6
tem uma linha), sendo também usual dizer-se que é um vector linha de dimensao 4: o
ntmero de linhas fica determinado ao dizermos que se trata de um vector linha.

1
4. De forma analoga, a matriz 2 ¢ um vector coluna de dimensao 3.
-1

5. A matriz [ 3 } ¢ simultaneamente uma matriz quadrada, um vector linha e um vector

coluna (de dimensao 1, em qualquer dos casos). E tipico identificar qualquer matriz desta
forma com a sua tnica entrada; esta matriz corresponde, portanto, ao nimero 3.

6. As matrizes A e B do exemplo anterior nao sao nem quadradas, nem vectores. Por vezes,
diz-se que sao matrizes rectangulares para chamar a atencao para esse facto.
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Exercicio 14.
algumas das suas entradas.
Quais sao vectores coluna?

Para cada uma das seguintes matrizes, indique a sua dimensao e descreva
Quais das matrizes sao quadradas? Quais sao vectores linha?

1 1 11 12 -1 0
O 00 (e)[21—11 (h) | 1
_ 20 0 3 2 —1 :
[ 2 -1 L2 (f)[ —201—1]
b) |1 =2
0 0 (d[102 =3] ([0 1 1] i) [1]

1.2.2 Matrizes quadradas

As matrizes quadradas desempenham um papel especial em muitos contextos, conforme tere-
mos ocasiao de apreciar ainda neste capitulo. Por esse motivo, ha terminologia especifica para
estas matrizes que é importante conhecer.

Definicao. A diagonal principal duma matriz quadrada

a11,029, - - -, Anyn, assinaladas a negrito na matriz abaixo.
aix G2 413 Ain
g1 Az (23 A2n,
azy azz Qags aszn,
L n1 p2  0n3 Ann |

A,xn € composta pelas entradas

Um caso particular muito importante sao as matrizes que tém o valor 0 em todas as entradas
fora da diagonal principal.

Definicao. Uma matriz quadrada diz-se uma matriz diagonal se todas as suas entradas forem
nulas, exceptuando eventualmente os valores na diagonal principal.

Definicao. Uma matriz quadrada de dimensao n que tem 1 em todas as entradas sobre a
diagonal principal e 0 em todas as restantes ¢ uma matriz diagonal que se diz matriz identidade
de dimensao n. Esta matriz é normalmente denotada por I,,.

Observe-se que a matriz identidade duma dada dimensao é tinica. Por exemplo, as matrizes
identidade de dimensao 2 e 3 sao, respectivamente,

10
w0 1]

Exercicio 15. Escreva as matrizes identidade de dimensao 4 e 5.

1 00
I;g;=]0 1 0
0 01
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Exercicio 16. Quais das seguintes matrizes sao diagonais?

1 0 (d) [1] (10 0 0 0 1
(@) 1 —1} @ |00 o0 G [0 =3 0

o () [ 0] 00 —2 (10 0
(b) 1_2} 10 0 0

- p |02 00 1 0 O [2 0 1

(10 ® 100 -2 0 (h) -2 0 G) |1 00
(©) 00} 10 0 1 0 0 -1 100

Observe-se que uma matriz diagonal fica completamente definida se indicarmos os valores
das entradas sobre a diagonal. Por exemplo: a tnica matriz diagonal com diagonal principal
[ 1 -1 2 } ¢ a matriz

1 0 0
0 -1 0
0 0 2

Esta correspondéncia entre vectores linha e matrizes diagonais é um exemplo de transformacao
linear. As transformacoes lineares serdao o objecto de estudo do Capitulo 3.

Exercicio 17. Escreva as matrizes diagonais correspondentes a cada um dos seguintes
vectores linha.

(a) [1 1 2] d [1 -1] (g [1 02 0]

(b) [2 -1 0] (e) [2 —1] (h) [0 1 1 1]
©[111] ® [0 2] @ [0000]

Um outro conceito que estd intimamente ligado com o de diagonal principal (e que portanto
s6 faz sentido para matrizes quadradas) é o conceito de trago. Embora neste contexto nao
tenhamos oportunidade de aprofundar o seu estudo, o trago duma matriz é uma ferramenta
de grande utilidade em diversas aplicacoes e sera referido em disciplinas mais avancadas.

Definigao. Seja A uma matriz quadrada de dimensao n. O traco de A é a soma dos elementos
da diagonal principal de A.
Simbolicamente:

tr(A) = an + an + -+ Gnn = Y i
k=1
Exemplo. O trago da matriz

A:

ot Oy O W
O 3 J =~
O =~ Ot o
© 00 o W

é dado por tr(A) =3+ 7+4+9=23.
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O traco duma matriz nao muda se lhe alterarmos entradas fora da diagonal principal.

Exercicio 18. Qual é o trago da matriz identidade?

1.2.3 Outras formas de definir matrizes

Até agora, temos sempre apresentado explicitamente as matrizes com que trabalhdmos, com
uma excep¢ao. Num dos primeiros exemplos, definimos uma matriz C' duma forma diferente das
outras, indicando duma forma descritiva os valores as suas entradas. Esta forma de especificar
matrizes é especialmente 1til quando os valores as entradas sao faceis de escrever como fungao
dos indices 7 e 5 de linha e coluna.

Por exemplo, a matriz identidade de dimensao 2 é uma matriz Asyo que tem o valor 1 nas
entradas sobre a diagonal principal (ou seja, nas entradas em que os indices de linha i e de
coluna j coincidem) e 0 nas restantes. Podemos entao dizer que esta matriz A satisfaz

1 sei=3
Q5 = . L.
0 sei#j
Como é que se constréi a matriz A a partir desta especificacao? Percorrem-se as suas
entradas e avalia-se a expressao de a;; para cada valor de ¢ e j, escrevendo o resultado na

entrada correspondente. Por exemplo, para a;; tem-se que ¢ = 1 = j, pelo que a;; = 1; para
ayp temos 1 =i # 7 = 2, donde a3 = 0. Prosseguindo de forma semelhante, concluirfamos que

a matriz era a matriz [ 0 (1) , que é de facto a matriz identidade de dimensao 2.
Exemplo. Consideremos uma matriz Byy3 tal que b;; = ¢ + j. Para construir a matriz B
vamos dando valores a i (entre 1 e 2) e a j (entre 1 e 3) e calculando o valor da entrada
correspondente: by =1+1=2;b1o=14+2=3;b135=14+3=4;byy =2+ 1= 3; e assim por
diante. Obtemos entao a matriz

B_ { 2 3 4} '

34 5

Exercicio 19. Escreva as seguintes matrizes.

(a) Asys tal que a;; =i x j (e) Asxa tal que a;; = |i — j|
(b) BgXQtalquebz-j:in Z—j sez'>j
(f) Csxs tal que cjj =4 =~ 0
(c) Asxs tal que a;; =i — j 1+ ser <y
0 set=7 1—7 seli—j| <1
3x3 tal que 0;; = § . o, g) Caxyq tal que c;; = A
d) Biys tal que by, J Cons tal que cyy = 4 1 91 seli=l
i seiF] 0 se i —j| > 2

Para cada dimensao n X m, a matriz que contém o valor zero em todas as entradas diz-se
a matriz nula dessa dimensao, e denota-se habitualmente como Oy .
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Exemplo. As matrizes nulas de dimensao 2 x 2, 2 x 3 e 3 X 3 sao, respectivamente,

0 00
0 0 0 00
Ozxzz[o O}’ Ozxsz{ooo} € O3x3 = 000

0 0 0

1.2.4 Operacgoes lineares sobre matrizes

Tal como acontece com os nimeros reais, € possivel comparar matrizes e efectuar operacoes
entre matrizes; contrariamente ao que se passa com 0s numeros reais, estas operagoes estao
sujeitas a restrigoes sobre as dimensoes das matrizes.

Para compreender estas restricoes, vamos comecar por estudar a igualdade de matrizes.
Intuitivamente, duas matrizes sao iguais se contém os mesmos valores nas mesmas entradas.

Definicao. Duas matrizes A e B dizem-se iguais, denotado por A = B, se tiverem a mesma
dimensao e todas as suas entradas forem iguais. Equivalentemente, A = B se dim(A) = dim(B)
e a;; = b;; para quaisquer valores de ¢ e j.

- : < e -, ) . 1 2
A condicao relativamente a dimensao é essencial: as duas matrizes A = [ 9 1 } e
1 2 3 .
B = 9 _1 0 claramente nao sao iguais, embora se tenha a;; = b;; para todos os

valores de i e j que dao sentido a esta expressao.

Duas matrizes da mesma dimensao podem ser somadas componente a componente, obtendo-
-se uma nova matriz com a mesma dimensao que as matrizes originais.

Definigao. Sejam A e B duas matrizes com a mesma dimensao n x m. A soma de Ae B é a
matriz A+ B, também de dimensao n x m, cujas entradas sao a soma das entradas respectivas

de Aede B: (A+ B)i; = (A)i; + (B)yj.

Explicitamente:
a11 Q2 - Qi bii bz - bim a1 +bin aip+bia o aim +bim
21 Q22+ Gay bar bay -+ Doy ag; +ba1 aga +by - agm + bap
+ ) = )
Ap1 QAp2 - Apm bnl bn2 Tt bnm an1 + bnl Ap2 + bn2 e Apm + bnm

Exemplo. Sejam A e B as seguintes matrizes

(382 [0 1
[233) e[t1 4]

A sua soma é dada por

A+B=|

Novamente, podemos observar a importancia da restricao sobre as dimensoes: se quisésse-

mos somar as matrizes
38 2 0 1
A‘[9 3 1] eB—[1 —2}
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deparar-nos-iamos com um problema: a matriz resultado deve ter duas colunas ou trés? E no
caso de serem trés, que valores devemos incluir nessa coluna?

Exercicio 20. Calcule as seguintes somas matriciais.

(1 2 1 0 -1 -1 2
(a’> | 2 1 :| + |: _1 _2 :| (e) 02><3 + |: 2 O 1 :|
(b) 22(1)}+[_22 _01} 701 3] [2 1 -1]
L~ (f) 1 2 -1+ -3 -1 0
- -9 0 1 -1 -1 -1
1 —1 i i L i
(C) 9 2:|+02><2
- [ 2 1 —1]] [ —2 —1 1 ]
@) 2 1 2 1 0 0 g |20 2]+ 2 0 2
-1 30 -1 0 -2 9 6 3 | | -9 —6 —3 |

Visto que a soma de matrizes é definida directamente usando a soma dos reais, é intuitivo
que todas as propriedades da soma de reais se continuem a verificar.

Proposigao 1. Sejam A e B duas matrizes de dimensao n x m. Entao verificam-se as seguintes
igualdades.

1. Comutatividade: A+ B=B+ A
2. Associatividade: A+ (B+C)=(A+ B)+C
3. Existéncia de elemento neutro: A + Opxm = Opxm + A=A

4. Existéncia de simétrico: A + (—A) = (=A) + A = Opxm, onde —A é a matriz cujas
entradas sao as simétricas das entradas de A

A partir da ultima propriedade, podemos definir subtrac¢do de matrizes como habitual-
mente, tomando A— B = A+ (—B). Alternativamente, poderiamos ter definido esta operagao
directamente: a matriz A— B é a matriz que satisfaz (A—B);; = a;;—b;;. Ambas as alternativas
conduzem ao mesmo resultado.

Exemplo. As propriedades acima permitem muitas vezes simplificar expressoes sem efectuar
explicitamente os cdlculos. Por exemplo, consideremos duas matrizes A e B dadas por

2 6 =3 1 2 5
A=|15 -1 | eB=| -2 1 -9
31 0 0 2 1

e suponhamos que pretendiamos calcular o valor da expressao (A + B) — A. Usando as pro-
priedades acima, podemos simplificar esta expressao:

(A+B)—A=(B+A)—A=B+(A—A)=B+03,3=8

e chegamos ao resultado sem fazer quaisquer célculos.
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Outra operacao que ocorre frequentemente é a multiplicagao dum nimero real por uma
matriz. Neste caso, o resultado é a matriz que contém o produto de cada entrada da matriz
pelo real em causa.

Definicao. Sejam o um numero real e A uma matriz de dimensao nxm. A matriz aA, produto
de a por A, é uma matriz de dimensdo n x m tal que (aA);; = a(A);;. Equivalentemente,

aix Q2 - Qim xaj;; «xaip -0 Gy

Q21 Q22 -+ Q2m G agy Qdgy -+ a2y,
« =

Ap1 Gp2 - Apm Qdp1 @dap2 -+ A 0pm

A esta operacao também é costume chamar produto da matriz A pelo escalar . O termo
escalar surge no contexto dos espacos lineares; a justificacao para este nome serd discutida no
Capitulo 2.

Exemplo. Seja A a matriz

A:

N O N
S = ©
oo 0o o
=~ W =~

A matriz 3A obtém-se multiplicando todas as entradas de A por 3:

6 27 24 12
3A=110 3 24 9
6 0 24 12

Tal como a soma, esta operacao deriva da multiplicacao de reais. Assim, verificam-se mais
uma vez um conjunto de propriedades que vém das propriedades das operagoes sobre os reais.

Proposigao 2. Sejam A e B duas matrizes de dimensao n X m e « e  dois nimeros reais.
Entao verificam-se as seguintes identidades.

1. Distributividade (na matriz): «(A + B) = aA + aB
2. Distributividade (no escalar): (a+ f)A = aA+ A
3. Associatividade: a(SA) = (af)A

4. Compatibilidade: (—1)A = —A e 0A = Opxm

A dltima propriedade diz que multiplicando uma matriz A pelo escalar —1 se obtém a
matriz simétrica de A e que multiplicando qualquer matriz por 0 se obtém a matriz nula,
justificando assim as notagoes que temos usado para matrizes nulas e matrizes simétricas.

Estas propriedades permitem-nos trabalhar com somas de matrizes e produtos de matrizes
por escalares de forma muito semelhante a forma como trabalhamos com numeros reais. Por
exemplo, podemos agrupar os termos em que ocorre a mesma matriz somando os coeficientes.
A simplificacao de expressoes envolvendo matrizes é portanto muito mais eficiente usando estas
propriedades.
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Exemplo. Considerando as mesmas matrizes A e B do exemplo da pagina 27, podemos sim-
plificar a expressao (A + B) — 5(B — A) + 3B — 2(A — B) comegando por agrupar todos os
termos em A e em B e somando os coeficientes; obtemos sucessivamente

(A+B)—-5(B—A)+3B—-2(A—B)=(A+5A—-2A)+ (B—-5B+3B+2DB)

2 6 -3 1 2 5
=4A+B=4(15 -1 [|+]| -2 1 -9
31 0 0 2 1
8 24 —12 1 2 5 9 26 -7
=14 20 4 |+ -21-9|=|2 21 -13 |,
12 4 0 0 2 1 12 6 1

expressao que é muito mais simples de obter do que efectuando directamente os cédlculos.

Exercicio 21. Considere as matrizes X, Y e Z seguintes.
2 -1 2 -3 2 5 -1 1 1
X_ll 0 0] Y_[O 49} Z_[B 2—2}

Calcule as matrizes denotadas pelas expressoes seguintes, comecando por as simplificar recor-
rendo as propriedades acima.

(a) (X —Y)+ (Y - 2) (d) BX+Y)=3(X+Y)-2Z
(b) (X +Y)+ (X -Y) (€) 20X +Y +2)—3(X+Y + 2)
€ (X=2)+(Z-Y)+(Y = X) (f) 3X —2Y +3(X +Y + Z) — 6(Z + X)

No caso das matrizes quadradas, o traco também se relaciona de forma particularmente
simples com estas operacoes. As propriedades seguintes sao muito simples de verificar.

Proposigao 3. Sejam A e B matrizes quadradas de dimensao n. Entao verificam-se as
seguintes identidades.

1. tr(A+ B) = tr(A) + tr(B)

2. tr(ad) = a tr(A)

Demonstracgao. Sejam A e B genericamente dadas por

@11 a2 -+ Aip bii bz -+ bip

Q21 Q22 -+  Q2n bay bay - Doy
A= . . . e B=

An1 Ap2 - Ann bnl bn2 e bnn
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Temos entao as seguintes relacoes.

ayp +bin aig+bi2 o ap, + by,

ag) + oy age +by -+ ag, +bay
tr(A+ B) =tr _

an1 + bnl an2 + bn2 e Ann + bnn

=aj; + by +aw+bye+ -+ an, + b
= (a11 + ase + -+ + apn) + (b11 +bag + - -+ + bpy)

a1x Qi -+ Aip bii bz -+ bip

Q21 Q22 -+ dA2p bay bay -+ Doy
=tr ) . ) + tr .

ap1 Ap2 - Ann bnl bn2 e bnn

= tr(A) + tr(B)

O raciocinio para o produto por um escalar é semelhante.

aay; oap v a A1p

Qa1 O Qo2 -+ - « Aop
tr(a A) = tr

A app A Ap2 - A 0pp

=aay +aagp+ -+ QG
= (a11+a22—|—---—|—am)

aix Qi -+ Aip

21 Q22 -+ dAagp
= tr

ap1 Ap2 - Ann
= tr(A)

O

A 1ltima operacao que vamos discutir nesta seccao é uma operacao dum tipo diferente,
uma vez que altera a dimensao da matriz a qual é aplicada.

Definicao. Seja A uma matriz de dimensao n x m. A matriz transposta de A, designada por
AT é uma matriz de dimensao m x n que se obtém escrevendo as linhas de A como colunas
da nova matriz.

Se A for a matriz

aix Q2 - Qim
ag1 Q22 -+  Q2m
A=
Anp1 Gp2 - Apm
entao a sua transposta é dada por

aixz Q21 - QApl
AT aiz Q22 -+ Ap2

A1m  Aom Anm

L. Cruz-Filipe e P. Engracia



1.2. MATRIZES E OPERACOES ELEMENTARES 31

Exemplo. Considere-se a seguinte matriz

48018
A—{56754}'

A transposta de A é a matriz

2

S

Il
0 — O 0o
NSRS B

Exercicio 22. Calcule as transpostas das seguintes matrizes.

(2 1 16 11 —4 3
(@) |1 -2 (C)[g —1} (e)[02—1 2]
LY 2 3 1 1
0 1 2 @ | 3 0 -2 (f) | 2
b3 12 21 5 0

Exercicio 23. Qual é a transposta da matriz identidade de dimensao n, I,? E qual é a
transposta da matriz nula Opym?

Exercicio 24. Quais sao as matrizes que tém a mesma dimensao que as suas transpostas?

Tal como o traco, a transposicao de matrizes comuta com as operacoes algébricas ante-
riormente definidas. A verificacdo das seguintes propriedades segue o mesmo raciocinio das
anteriores e deixa-se como exercicio.

Proposicao 4. Sejam A e B matrizes de dimensao n X m e a um nimero real. Verificam-se
as seguintes identidades.

1. (AT = A
2. (A+B)T = AT + BT

3. (@A) =a AT

B

. tr (A7) = tr(A)

Todas estas operagoes sobre matrizes (trago, soma, produto por um escalar e transposigao)
sao operacoes bastante simples e que se comportam de forma semelhante as operagoes corres-
pondentes sobre nimeros reais. Na proxima secgao discutiremos outras operagdes um pouco
mais complexas e cujo comportamento ja apresenta algumas caracteristicas inesperadas.
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Exercicio 25. Para cada um dos seguintes pares de matrizes A e B, diga se é possivel
somé-las e, em caso afirmativo, calcule a matriz A + B.

(a)A_[é(” (b)A:- (C)A_[i

=1 s) f
B =

O = N =
— O = W N
=~ o= W O
H'

—_

—_

Exercicio 26. Sejam A, B e C' as seguintes matrizes.
11 -1 3 0 21
a=lao] m=[33) =000

Verifique se as seguintes expressoes estao correctas e, em caso afirmativo, calcule o seu valor.

(a) tr(A)+tr(C) (b) tr(A+ B) (c) (A+B)" (d) CT+ A (e) 2AT + B

1.3 Produto de matrizes

Nesta seccao vamos discutir uma operacao fundamental sobre matrizes: o produto de matrizes.
Teremos oportunidade de verificar que este produto goza de propriedades bastante diferentes
das do produto de numeros reais, mas o decorrer da exposicao justificara esta definicao. A
partir do produto de matrizes, definem-se ainda outras operacoes que serao fundamentais nos
capitulos posteriores.

Comecemos por recordar a definicao do produto interno de dois vectores de niimeros reais,
que deve ser ja conhecida do Ensino Secundario. Esta operacao estd definida para dois vectores
(sequéncias de niimeros reais) do mesmo tamanho; se u = (uy, ug, ..., ug) € v = (vy, Vg, ..., V)
forem dois vectores de comprimento k, entao o seu produto interno é um nimero real dado por

k
UV = ULV + UoVg + *++ + ULV = E U;V; .
i=1

Exercicio 27. Calcule o produto interno dos seguintes pares de vectores.
(a) (271) e (1a_2) (C) (17171) € (_27_27_1) (e) (27172a1) e (0,0, 070)
(b) (2,0,1) e (1,2,0) (d) (2,1,1,2) e (1,1,1,-2) (f) (1,1,0,1) e (2,—2,1,1)

Recordemos que convenciondamos chamar vector a matrizes com uma linha e uma coluna.
Escrevendo o vector u como vector linha e o vector v como vector coluna, podemos definir o
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produto de duas matrizes, sendo a primeira de dimensao 1 X k e a segunda de dimensao k x 1,

como
(%1

U2
[ul U -+ Uk} . =UuU-v.

(%3

Para obtermos uma matriz como resultado, recordemos que convencionamos identificar
matrizes de dimensao 1 X 1 com nimeros reais; vendo o produto interno de u por v como uma
matriz, podemos entao escrever

U1

V2 K
[ul Uz o u’f} : :[Zizluivi}

Vg,
Observe-se o que se passa em termos de dimensao.
U Viex1 ~ (UV)1x1

Suponhamos agora que em vez do vector linha u temos uma matriz arbitraria A, com
n linhas e k colunas. Podemos ver esta matriz como uma lista de n vectores linha (um em
cada linha da matriz), pelo que podemos formar n produtos internos, um de cada uma destas
linhas com o vector v. Obtemos n nimeros reais, que podemos dispor em coluna numa matriz
resultado.

k
aip a2 - Qg (%1 Zi:l Qa13V; A v
k
Qo1 Q22 -+ A2k U2 22:1 QA2;V; Agy v
pu— pu y
k
Ap1 Gp2 - Apg Vg Zi:l A9;V; An* v

convencionando designar por A;, a linha ¢ da matriz A.
Antes de considerar o caso geral, hd duas observacoes importantes a fazer. Em primeiro
lugar, observe-se o que se passa em termos de dimensoes:

Ankakxl ~ (Av)nxl .

Para o produto estar definido, é necessario que o nimero de colunas da matriz A corresponda
a dimensao do vector v; o resultado terd tantas linhas quantas a matriz A.

Em segundo lugar, podemos desde j& (antes sequer de considerar o caso geral) justificar a
notagao matricial utilizada para a resolugao de sistemas de equacoes. Recorde-se que o sistema

3r+2y—z=1
20 —y+952=0
—2x+y= -2
era representado matricialmente como
3 2 —-1]1
2 -1 5 0
-2 1 0 | -2
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Podemos ler esta matriz aumentada como uma abreviatura para a relacao matricial

3 2 -1 T 1
2 -1 5 y | = 0
-2 1 0 z -2

De facto, de acordo com a definicao de produto que demos acima, tem-se

3 2 -1 T 3r+2y — 2
2 -1 5 y | =|2r—y+52
-2 1 0 z —2x+y

e impor que este resultado seja igual a matriz da expressao anterior corresponde precisamente,
atendendo a definicao de igualdade entre matrizes, a exigir que as equagoes constantes do
sistema inicial se verifiquem.

Também é frequente, denotando a matriz dos coeficientes por A,

3 2 -1
A= 2 -1 5
-2 1 0
e o vector coluna resultado por b,
1
b= 0 )
—2

escrever o sistema como Az = b, onde os sublinhados chamam a atencao para o facto de se
tratarem de vectores coluna.

Exercicio 28. Escreva o sistema
3r+2y—z+4w=1
20 — 5z 4+ 2w = —1
3y+2z—-3w =9

em forma de matriz aumentada. Expandindo esta matriz conforme exemplificado acima, veri-
fique que se obtém precisamente as trés equagoes originais.

Exercicio 29. Calcule os seguintes produtos de matrizes por vectores.

® ?Ilf =y o [s Al @ o2 1 2
1
o525 ] _31 (@) _%?—;2 —jl () % (1]
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O passo seguinte de generalizagao devera agora ser claro. Se o segundo factor nao for um
vector coluna mas sim uma matriz B, podemos interpreta-la como um conjunto de vectores
coluna (um vector em cada coluna de B), efectuar os vérios produtos da matriz A por cada
uma dessas colunas, e escrever cada produto numa coluna do resultado. Obtemos uma matriz
com tantas colunas como B.

2 1 0 2 1
Por exemplo: sejam A= [ 1 —1 2 [ eB= 1|0 1 |. O resultado do produto de A
2 -1 1 1 -1
pela primeira coluna de B é
2 1 0 2 2
1 -1 2 0|l=14
2 -1 1 1 5
e o produto de A pela segunda coluna de B é
2 1 0 1 3
1 -1 2 1 = | =2
-1 1 -1 0
donde o produto de A por B é
2 1 0 2 1 2 3
1 -1 2 0 1 =4 =2
2 -1 1 1 -1 5 0

Continua a ser preciso que o numero de colunas de A seja igual ao nimero de linhas de B.

Definicao. Sejam A, ;. e Brx, duas matrizes com as dimensoes indicadas. O produto matricial
de A e B é uma matriz de dimensao n X m que tem na entrada (i,j) o produto interno da
linha 7 de A pela coluna j de B.

by
bgj

Qi1 Q2 Qg : =1 " (AB)ij

bi;

Designando como atrés a linha ¢ de A por A;, e escrevendo a coluna j de B como B,;, podemos
também escrever

AI*B*I AI*B*Q Tt AI*B*m

AQ*B*l AQ*B*2 Tt AQ*B*m
AB = . ) ) .

An*B*l an*B*2 e an*B*m

Exemplo. Sejam A e B as seguintes matrizes.

2

0
A:H _32 [” B=1|1 1
3 —1
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O produto AB é a matriz 2 X 2 seguinte.

0 2
AB:{i _32 H 1 1
3 —1

[(@,-2,00-(0,1,3) (1,-2,0)-(2,1,-1)] [ -2 0
_{ (4,3,1)-(0,1,3)  (4,3,1)-(2,1,—1) }_[ 6 10}

Mais uma vez, mantém-se a relacao fundamental entre as dimensoes das matrizes envolvi-
das.
AnXkBka ~ (AB)nXm

Exercicio 30. Calcule os seguintes produtos de matrizes.

CIERS o Y Y T B i |
25 3 1

Embora o produto de matrizes possa ser visto como uma generalizacao do produto de
nimeros reais, ¢ uma operacao substancialmente diferente e que nao goza de muitas das pro-
priedades a que estamos habituados. Para comecar, nao podemos multiplicar duas matrizes
arbitrarias devido a restrigao sobre as dimensoes.

2 1
2 1
10l¢© —2 1 |, uma vez que a

Exemplo. Nao é possivel calcular o produto de {

primeira matriz tem duas colunas e a segunda tem trés linhas.

Outra grande diferenca diz respeito a comutatividade. O produto de nimeros reais é
comutativo (a ordem pela qual escrevemos os factores nao afecta o resultado), mas com matrizes
a situacao é substancialmente diferente. Para comecar, ha situagoes em que o produto AB esta
definido mas o produto BA nao esté (ou vice-versa); em segundo lugar, mesmo quando ambos
os produtos estao definidos, as dimensoes dos resultados podem ser diferentes; finalmente,
mesmo quando ambos os produtos estao definidos e tém a mesma dimensao, nao ha qualquer
razao para serem iguais.

Exemplo. Considerem-se as seguintes matrizes.

0 2 -
1 -2 0 10 2 -1
3 -1 -
: : -2 0 ] e
1. Vimos num exemplo anterior que AB = [ 6 10 | Também ¢ facil verificar que

0 2 8§ 6 2

BA=|1 1 H _32 (” =5 1 1

3 -1 -1 -9 -1
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e estamos portanto perante uma situacao em que os produtos AB e BA nao tém a mesma
dimensao.

2. Se calcularmos o produto C'A, concluimos que se tem
10 1 -2 0 1 =20
ca=l5 a3 ) =lu 35
mas o produto AC nao esta definido (A tem trés colunas, mas C' tem apenas duas linhas).

Estamos perante uma situacao em que um dos produtos faz sentido mas o outro nao.

3. Considerando as matrizes C' e D, podemos calcular ambos os produtos CD e DC', mas

tem-se
10 2 —1 2 —1 0 -3 2 —1 10
R R vl B el T e B el | B B
Exercicio 31. Para cada um dos seguintes pares de matrizes A e B, diga se é possivel
multiplica-las e, em caso afirmativo, calcule a matriz AB.
10 (1 2 2 0 —1
(a>‘4_{2 1] by A=|1 3 (C)A_[l?) 1]
2 1
B 2 1 L B 2 1 2
1 3 B 10 0 4 1
101

Exercicio 32. Sejam Asya, Bays, C3x2 € Doy matrizes com as dimensoes indicadas. Indique
quais dos seguintes produtos de matrizes estao definidos e qual a dimensao do resultado.

(a) AB (c) AC (e) AD (g) A(BC) (i) LA
(b) BA (d) CB () (AB)C  (b) DA () Is (CLy)

Contudo, a auséncia de comutatividade nao é tao grave como a partida poderia parecer;
requer apenas algum cuidado com a ordem pela qual as operagoes sao realizadas. Em contra-
partida, o produto de matrizes goza dum conjunto de propriedades bastante mais importantes:
é associativo e comporta-se “bem” com a soma de matrizes, o produto por escalares e a trans-
posigao.

Proposigao 5. Sejam A, «,,, B e C' matrizes com as dimensoes adequadas para as expressoes
apresentadas fazerem sentido. Entao verificam-se as seguintes identidades.

1. Associatividade: A(BC) = (AB)C
2. Existéncia de elemento neutro: AL, = Ael, A=A

3. Existéncia de elemento absorvente: AO0p,xkx = Onxk € OkxnAd = Oxxm
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4. Distributividade a direita: A(B+ C) = AB + AC

5. Distributividade a esquerda: (A + B)C = AC + BC

6. Associatividade com o produto por escalares: a(AB) = (aA)B
7. Relagao com o trago: tr(AB) = tr(BA)

8. Relagao com a transposta: (AB)T = BT AT

As provas destas propriedades sao em geral simples e deixam-se como exercicio. Apresen-
tam-se algumas a titulo de exemplo do estilo de raciocinio envolvido.

Demonstracao.

2. A entrada (i, j) do produto Al,, é calculada como o produto interno da linha ¢ de A pela
coluna j de I,;,. Ora a coluna j de I,;, é um vector que tem 0 em todas as entradas excepto
na entrada 7; o seu produto interno com a linha 7 de A vai corresponder precisamente ao
elemento na posicao j desse vector — que é a;;.

(ALy),; = (ai, @i, - - am) - (0,0, 1 ,0,...,0)
j
= ;1 XO+CLZ'2 ><0+"'+aij X 1++(1sz0

= aij

Como isto se verifica para todos os valores de i e j, a matriz Al,, é precisamente a
matriz A.

Para o produto I, A a situagao é andloga: a sua entrada (i, j) é o produto interno da linha
i de I, (um vector que tem 0 em todas as entradas excepto na i-ésima) pela coluna j de
A. Por um raciocinio semelhante, o valor deste produto interno é precisamente a;;, pelo
que mais uma vez o resultado do produto é a matriz A.

5. A entrada (i,j) da matriz (A 4+ B)C é dada pelo produto interno entre a linhha i de
(A+ B) e a coluna j de C. Tendo em conta a defini¢do de soma de matrizes e as
propriedades das operagoes com nimeros reais, podemos facilmente verificar que

(A+B)C)ij = (A+ B)icij + (A4 B)iacoj + - + (A + B)imCmj
= (an + bi1) c1j + (a2 + bia) c2j + - -+ + (i + bim) Cmj
= a;1¢15 + bircij + ainco; + biocoj + - -+ + Qi Cj + iy Cimj
= (apcrj + aiocoj + - -+ + AimCmj) + (binc1; + biaCaj + -+ - + bimCimyj)
= (AC)i; + (BC)y

tendo em conta que as somas na pentultima expressao correspondem precisamente aos
produtos internos da linha ¢ de A com a coluna j de C' e da linha ¢ de B com a coluna j
de C.

OJ

Tal como se passava com as operacoes discutidas na sec¢ao anterior, o principal interesse
destas propriedades é permitir simplificar expressoes envolvendo matrizes antes de efectuar os
calculos.
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Exercicio 33. Considere as seguintes matrizes.

11
1 2 2 1 2 1 -1
A:{Q —1} 32{10} 02[10 1] b= f:;

Calcule o resultado das seguintes expressoes, simplificando-as se possivel antes de efectuar os
calculos.

(a) AC + BC (d) ((CD)T — DTCT) (AB — BA)
(b) CD — A (e) CTAT + CTBT
(¢) 3(A+ B)C —2AC + B(-120) (f) (1202313 + D) (A+ B+ CD)

Uma particularidade interessante do produto de matrizes ¢ a existéncia de divisores de zero.
Nos nimeros reais, verifica-se a lei do anulamento do produto: se o produto de dois ntimeros
é zero, entao pelo menos um deles é zero.

rzy=0=2=0o0uy=0

No célculo com matrizes, a situacao é radicalmente diferente: existem matrizes nao nulas cujo
produto é zero; um exemplo bastante simples é o produto

Lolfoo]_,
OO 01_2><27

mas existem matrizes com todas as entradas diferentes de zero cujo produto é a matriz nula.

Exemplo. Considere-se as matrizes [ _2 4 _21 } e [ ; 2 } E f4cil verificar que o seu produto
é a matriz Ogyo.
1 _1 9 -9 18
Exercicio 34. Verifique que o produto das matrizes { 1 3 3 } e| —1 2 também é
4 =8

a matriz nula.

A partir do produto de matrizes, é natural definir poténcias de forma semelhante as
poténcias dos numeros reais: por iteracao da multiplicagdo. Por forma a que uma matriz
possa ser multiplicada por si propria, tem de ter o mesmo nimero de linhas e colunas; ou seja,
a poteéncia de matrizes s6 esta definida para matrizes quadradas.

Definigao. Seja A uma matriz quadrada de dimensao n e seja p um ndmero natural. A
poténcia AP de A define-se como
AP — A A
—

P vezes
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ou, em alternativa, de forma indutiva por

A =1,
APTL A AP
Exemplo. Seja A a matriz
1 2
A= { 0 1 } '

Para calcular A*, temos de comecar por calcular A3, que requer calcular antes A2.

9 |1 4 3 s |1 6 i 3 |18
A—AA—[OI} A—AA—[Ol] A—AA—[Ol]

Exercicio 35. Calcule as poténcias das seguintes matrizes.

2 —17° 1 —17" 1 -1 171° 2 1071°
(a){o 2} (b){z 1} |1 0 1 @] o0 11
2 -1 -1 ~1.0 0

Exercicio 36. Seja A uma matriz quadrada de dimensao 1. Quanto vale a tnica entrada
de A"?

A operacao de potenciacao de matrizes satisfaz muitas das propriedades habituais das
poténcias de niimeros reais.

Proposicao 6. Seja A uma matriz quadrada de dimensao n. Entao verificam-se as seguintes
igualdades.

L APA™ = At
2. (A" = Amm
3. (AM)T = (AT)"

Contudo, é importante salientar que muitas outras propriedades ndo se verificam, devido
a nao comutatividade do produto de matrizes. Por exemplo, (AB)? = (AB)(AB) # A?B2.

Exercicio 37. Sejam A = [ ; _01 ] e B= [ ? _31 } Verifique que:

(a) (AB)%* # A2B? (b) (A+ B)?+# A? + 2AB + B?
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1.4 Inversao de matrizes

Sejam A e B as duas matrizes seguintes.
2 1 2 -1
S R I iy
Ao calcular os produtos AB e BA, verifica-se que ambos sao iguais a matriz identidade I5.

Definigao. Sejam A e B duas matrizes quadradas de dimensao n. Se AB = BA =1, entao
as matrizes A e B dizem-se inversas. Nesta situacao, ¢ frequente escrever B = A1,

O conceito de matriz inversa é extremamente 1til e essencial ao trabalho com matrizes.
Contudo, e mais uma vez ao contrario do que se passa com 0s numeros reais, existem matrizes

drad 5o tem | o 10 1 2 2 -1
quadradas que nao tém inversa, como as matrizes | o[, | | 5[ €| _; o |-

Definigao. Uma matriz quadrada A de dimensao n diz-se invertivel se existir uma matriz B
tal que A e B sao matrizes inversas.

Se nao existir nenhuma matriz B nestas condicoes, a matriz A diz-se ndo invertivel ou
singular.

No seguimento veremos como determinar se uma matriz é invertivel e daremos exemplos
de matrizes singulares de dimensoes superiores a 2.

1

1
10

Exemplo. A matriz A = [ } ¢ invertivel, porque tomando B = { ] tem-se

AB = BA=1,.

Ni= O

N =

1.4.1 Propriedades

A notacao A~! sugere que se fale na matriz inversa de A. De facto, uma matriz nao pode ter
duas inversas distintas.

Proposicao 7. Se uma matriz A é invertivel, entao a sua inversa ¢é Unica.

Demonstragao. Seja A uma matriz quadrada de dimensao n invertivel e suponha-se que B
e C' sao duas matrizes inversas de A. Por um lado, se B é inversa de A, entao tem-se

AB =BA=1,.
Por outro lado, como C' também é inversa de A, tem-se
AC=CA=1,.

Consideremos o produto BAC'. Usando a associatividade do produto, podemos efectuar
primeiro quer a multiplicacao da esquerda, quer a da direita. No primeiro caso, obtemos
(BA)C =1,C = C; no segundo, B(AC) = BI,, = B. Mas estas expressoes sao iguais, pelo
que necessariamente B = (. ]

Antes de nos debrugarmos sobre o calculo de matrizes inversas, vamos ver algumas pro-
priedades simples da relagao da inversao de matrizes com as operacoes anteriormente estudadas.
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Proposicao 8. Sejam A e B duas matrizes invertiveis de dimensao n, p um niimero natural e
a # 0 um numero real. Entao:

1. AB ¢ uma matriz invertivel e (AB)™! = B~1A™1;
2. A7! & invertivel e (A7) 7! = A;
3. AP é invertivel e (AP) ™" = (A™1)?, sendo usual denotar esta matriz por A~?;
4. aA ¢ invertivel e (@A)t = LA™
5. AT ¢ invertivel e (AT)_1 = (A Y.
Demonstragao. Uma vez que A e B sdo matrizes invertiveis, existem A~ e B™! tais que
AAT' =A1A=1,e BB ' =B'B=1,.
1. Tome-se X = B7'A~!. Entao
(AB)X =(AB) (B'A™ ) = A(BB ) AT = ALLA ' = AA"" =1,
X(AB)= (B'A™")(AB)=B'(A"'A)B=B"'I,B=B"'B=1,
donde X ¢ inversa de AB. Logo AB é invertivel e (AB)™! = B~'A™L.
2. Darelagio AA™1 = A7'A = I, conclui-se que A é a inversa de A™!, ou seja, (A71)~! = A.
3. Intuitivamente, sabemos que
AP =A... A

——
p vezes

Multiplicando p vezes por A~!, obtemos produtos que sabemos corresponderem a ma-
trizes identidade:

AP(Afl)p:A...AAfl...Aflz A A T, A AT

b vezes P vezes p—1vezes p—1 vezes
= A A AtoAT = =T,
—_— —

p— 1 vezes p — 1 vezes
Uma alternativa um pouco mais rigorosa desta propriedade é recorrer ao método de
indugao.
Para p = 1, obtemos simplesmente (A)) ™' = A~1 = (4~1)",

Supondo que o resultado é valido para p, vamos ver que continua valido para p+ 1. Pela
definicao de poténcia, temos que APT! = AAP e, pela primeira propriedade, sabemos que
(AAP)™" = (AP)"" A=1. Ora estamos a assumir que (A?)~" = (4~")?, donde

(Ap+1)—1 _ (Ap>—1 AL — (A—1)p AL — (A—1)p+1 '

4. Pelas propriedades do produto de escalares por matrizes, temos que

(ad) (lA—l) = (al> (AA™Y) =11, =1,.

(07 (0%

Analogamente, verifica-se que também (£ A1) (ad) = I, donde A ¢ invertivel e a sua

inversa ¢ dada por ZA~".

L. Cruz-Filipe e P. Engracia



1.4. INVERSAO DE MATRIZES 43

5. Pelas propriedades da transposicao de matrizes, AT (A_l)T = (A_IA)T =17 =1,.

N ) , . ,
Analogamente, (A™!)" AT =1,,. Tal como atrés, concluimos que AT é invertivel e a sua

inversa ¢ (A™1)".

O

Exercicio 38. Nos exemplos acima, encontramos ja duas matrizes invertiveis:
121 a2 —1 112 4|0 1
S B - B ) B Y
Usando as propriedades da inversao de matrizes, calcule as inversas das seguintes matrizes.
(a) AB (c) (BA)? (e) (AB)B™1 (g) 3AAT
(b) BA? (d) A~'BA (f) (A2)~" 4 (h) —B2

1.4.2 Inversao de matrizes elementares

Na resolucgao de sistemas de equacoes lineares, definimos operagoes elementares sobre matrizes:
troca de linhas, produto duma linha por um escalar e soma duma linha com um multiplo
de outra. Estas operacoes dao origem a uma classe de matrizes a que chamamos matrizes
elementares, que sao particularmente tteis no contexto da inversao de matrizes porque sao
muito simples de inverter.

Definicao. Uma matriz quadrada de dimensao n diz-se uma matriz elementar se pode ser
obtida a partir da matriz identidade I, por aplicagdo de uma tnica operagao elementar.

Sendo * uma operacao elementar, existe uma tinica matriz elementar F obtida por aplicacao
de x a matriz I,,. Esta matriz diz-se a matriz elementar associada a *.
Por exemplo: considerando as operacoes elementares

*1:l1<—>l2 *2:4l3 *3:l1+5l2
e designando as matrizes elementares correspondentes a *i, x5 e *x3 por Fy, Fy e E3, respecti-

vamente, temos que

E1:

o = O
O O =
—_ o O

1
EQZ 0
0

o~ O
~ O O

1
E3: O
0

O = Ot
—_ o O

Exercicio 39. Escreva as matrizes elementares de dimensao 3 associadas a cada uma das
seguintes operacoes elementares.

(a) ll < l3 (C) lg — l3 + 3[1 (e) lg — —2l2 (g) lQ — lg — 2[3
(b) 13 — 2[3 (d) lg — 13 — 2y (f) Iy lg (h) Iy — bly
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Exercicio 40. Quais das seguintes matrizes sao elementares? Quais as operagoes elementares
a que correspondem?

1 0 10 1 -1 2 0
(a){o —1} ) ]9 W10 11 (m){o —1}
(1 0 0 [2 0 0] 1 0 1 [2 0 0]
M) |0 01 ) {010 §) 2 0 (m) |0 10
010 |1 1 |0 0 1 0 1
1 0 0 (1 0 0] 1 0 3 (1 0 0]
() | =2 1 0 (2) 20 (k) 0 10 (0) 13
0 01 |0 0 3] | -2 0 1 10 1]
(1 0 0 0 (10 0 0 (1 0 00 (1 0 0 0
0150 01 0 0 0010 0010
(d)0010 (h)00—30 (1)0100 (p)0100
0001 00 0 1 | 0001 0001

A importancia das matrizes elementares vem de permitirem representar as operacoes ele-
mentares de forma algébrica. E esse o sentido da seguinte propriedade, cuja verificagao é
simples.

Proposicao 9. Sejam A uma matriz e * uma operacao elementar com matriz elementar asso-
ciada F,. Entao a matriz que se obtém de A por aplicacao de * é precisamente F,A.

Esta propriedade é fundamental para muitas aplicagoes e constitui também um dos primei-
ros exemplos de aplicacao do produto de matrizes.

Uma outra propriedade importante das operagoes elementares é que toda a operacao ele-
mentar tem uma operacao elementar inversa:

- ainversa de l; < [; € [; <> 1;

- ainversade l; = al; é [, — él,;;

- ainversade l; = I; +al; ¢ l; = [; — alj.
Dito doutra forma:

- se trocarmos linhas duma matriz, para recuperar a matriz original temos de voltar a
trocar as mesmas linhas;

- se multiplicarmos uma linha duma matriz por uma constante, para recuperar a matriz
original temos de dividir a mesma linha pela mesma constante;

- se a uma dada linha duma matriz adicionamos um multiplo de outra linha, para recu-

perar a matriz original temos de subtrair o mesmo multiplo da linha que lhe tinhamos
adicionado.
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Exercicio 41. Indique as operagoes elementares inversas das operagoes do Exercicio 39.

E facil verificar que se * for uma operagao elementar associada a matriz elementar E, entao
a matriz elementar associada & inversa da operacdao * é precisamente a matriz inversa £~}
de E. Dito de outra forma, a inversa de uma matriz elementar associada a uma operacgao
elementar * ¢ a matriz elementar associada a operagao inversa de .

Exemplo. Consideremos a operagao elementar [y — Iy — 24-3l3. A matriz elementar associada
a esta operacao é

100 0
0130
E_001O
00 01

A operacao elementar inversa é [y — 3l3, a qual esta associada a matriz elementar

1 0 0 O
4 |01 =30
E_001O7
00 0 1
e é simples verificar que de facto se tem
1 0 00 1 0 0 O
4 0130 ]01 -=30]_
EEZ=10010 00 1 0|
00 01 00 0 1
e
1 0 0 O 1 0 0O
4. |01 =30]]l0o130]|
EZE=100 1 0 00 10| 1+
00 0 1 0 0 01

Ou seja, E e E~! sao de facto inversas uma da outra.
Estas observacoes podem ser sintetizadas no seguinte resultado.

Proposicao 10. Toda a matriz elementar é invertivel, sendo a sua matriz inversa uma matriz
elementar.

Exemplo. Consideremos a matriz

1
A=10
0

O = O
=N O

Para determinar a inversa de A, podemos comegar por observar que A é a matriz elementar
associada a operacgao [y + 2l3. Sendo uma matriz elementar, o resultado anterior garante que
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A é invertivel, sendo a sua inversa a matriz elementar associada a operacao inversa de [y + 2I3,
que é Iy — 2l3. Entao

ATl =

o O =

O = O

'_\l
[\

Exercicio 42. Verifique que as matrizes do exemplo anterior sao de facto inversas uma da
outra.

Exercicio 43. Calcule as matrizes inversas das matrizes determinadas no Exercicio 39.

Exercicio 44. Calcule as inversas das seguintes matrizes.

(1.0 0 10 0 (1.0 0 (2 0 0
(@) |0 01 () | -2 10 € |0 10 (@) |01
010 0 01 5 0 1 (001
(1 0 00 (10 0 0 (100 0 (1000
0 1 00 01 0 0 0150 0010
® 4o 0 10| Dloo 30l Ulooio ™11 00
0 -2 01 (00 0 1 0001 000 1

1.4.3 Método de inversao de Gauss—Jordan

O estudo efectuado para a inversao de matrizes elementares vai-nos permitir resolver o caso
geral. Para inverter uma matriz quadrada arbitraria, vamos considerar uma extensao do
método de eliminagao de Gauss, conhecida como o método de Gauss—Jordan. Enquanto o
método de eliminagao de Gauss transforma uma matriz arbitraria numa matriz em escada de
linhas por aplicacao de operagoes elementares, o método de eliminacao de Gauss—Jordan trans-
forma uma matriz arbitraria numa matriz em escada de linhas reduzida — e permite decidir
rapidamente se a matriz é ou nao invertivel e, caso o seja, encontrar a sua inversa.
Recordemos os conceitos de matriz em escada de linhas e de pivot, introduzidos na Secgao 1.1.
Numa matriz em escada de linhas, qualquer pivot é simultaneamente o ltimo elemento nao
nulo da coluna em que se encontra. Por isso, é também comum falar-se do pivot duma coluna.

Definigao. Uma matriz A diz-se uma matriz em escada de linhas reduzida se for uma matriz
em escada de linhas satisfazendo as duas condigoes seguintes.

- Todos os pivots sao iguais a 1.

- As colunas com pivots tém todas as restantes entradas nulas.
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Exemplo. A matriz

1 -1
2 —1
0

1
0
0 1

O = DN

¢ uma matriz em escada de linhas que nao ¢é reduzida: a segunda e a quarta colunas contém
elementos diferentes de zero para além dos pivots. Ja a matriz

1 10
0 2 0
0 01

o = O

¢ uma matriz em escada de linhas reduzida: a tnica coluna com mais do que um elemento nao
nulo é a terceira, que nao contém nenhum pivot.

Exercicio 45. Quais das seguintes matrizes sao em escada de linhas reduzida?

1 2 0 3 0 (0)1—755 (1 0 0 5
(>00110 0 1 3 2 ()]0 0 1 3
Y1000 0 1 010 4

00000 1 30 20 :

- (d)10220 00
(b)1031 00001 f) {00

012 4 00000 100

Vamos agora ver como transformar uma matriz numa matriz em escada de linhas reduzida.
Recorde-se que, no final do método de eliminacao de Gauss, se obtinha uma matriz em escada
de linhas. Nessa matriz, partindo do tltimo pivot, é possivel eliminar todos os outros elemen-
tos nessa coluna usando apenas operacoes elementares. De seguida, pode-se proceder de forma
semelhante para o penultimo pivot: a linha que o contém vai necessariamente ter um 0 na col-
una correspondente ao ultimo pivot. Prosseguindo para a esquerda, em cada passo eliminamos
todos os outros elementos da coluna contendo um pivot. Finalmente, multiplicando cada linha
pelo valor adequado consegue-se garantir que todos os pivots ficam iguais a 1.

Tal como sucedia com o método de eliminacao de Gauss, o método de Gauss—Jordan usa
apenas operacoes elementares sobre matrizes.

Vejamos um exemplo. Consideremos a matriz

21 -2 0
1 0 -1 2
01 1 1

Aplicando o método de eliminagao de Gauss, chegamos a seguinte matriz em escada de linhas.

21 -2 0 2 1 =20 2 1 =20
10 -1 2| 2b-4 — |0 -1 0 4 — |10 =1 0 4
01 1 1 0 1 1 1 lo +13 0 0 1 5

Apontamentos de Algebra Linear



48 CAPITULO 1. MATRIZES E ARITMETICA MATRICIAL

O 1ltimo pivot é o 1 da terceira coluna. Para eliminar o —2 da primeira linha é necessério
substituir [y por [; + 2I3.

2 1 =2 07 I, +24 2 1 0 10
0 -1 0 4 — 10 -1 0 4
00 1 5 0 0 1 5

O penultimo pivot é o —1 da segunda linha; observe-se que esta linha ja tem um 0 na terceira
coluna. Para eliminar o 1 da primeira linha, vamos substitui-la por [; + ls.

2 1 0 10| L+ 2 0 0 14
0 -1 0 4 — |0 -1 0 4
0 0 1 5 0 0 1 5

Finalmente, dividimos a primeira linha por dois e trocamos o sinal da segunda para obter uma
matriz em escada de linhas reduzida.

2 0 0 147 i4 1007
0 -1 0 4| —ly — |0 10 2
00 15 0015

Exercicio 46. Aplique o método de Gauss—Jordan as seguintes matrizes.

2 1 (1 6 (11 -4 3
a) | 1 -2 ©) g ©) 1o 2 -1 9
1 0 _ _
2 3 1 1
(b) {0 1 2} (d) | 3 0 -2 f) | 2
3 —1 2 21 5 |0

O interesse principal deste método é permitir caracterizar rapidamente as matrizes in-
vertiveis.

Teorema 1. Seja A uma matriz quadrada de dimensao n. Entao as seguintes afirmagoes sao
equivalentes:

i) A é invertivel;

ii) o sistema de equagoes lineares Az = Oyx1 (em que x é um vector coluna com n entradas)
tem solugao unica e trivial £ = Opx1;

iii) a matriz em escada de linhas reduzida de A é 1,,.

A terceira condicao equivale a dizer que, no final da aplicagdo do método de eliminacao de
Gauss—Jordan a uma matriz invertivel, se obtém a matriz identidade.

Exemplo. Seja A a matriz

N
I
— N =
S WO
o W
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Para ver se a matriz A é invertivel, vamos aplicar o método de eliminacao de Gauss—Jordan
para transformar A numa matriz em escada de linhas reduzida, verificando no final se esta
matriz é a identidade.

Vimos ja que o primeiro passo é aplicar o método de eliminacao de Gauss.

1 2 3 1 2 3 1 2 3
23 7| lb—-2, — |0 -1 1 — 10 =1 -1
10 8| I3—10 0 =2 5| lg—2 0 0 3

Agora vamos eliminar os elementos acima dos pivots, comecando pela coluna da direita.

1 2 3 Ly =13 12 0| 3L4+2 3 0 0
0 -1 =1 | 3ly—Il3 — |0 =3 0 — |0 =3 0
0O 0 3 0 0 3 0 0 3

Finalmente, dividimos cada linha pelo seu pivot.

3.0 01 34 100
0 -3 0| =3 — [0 10
0 0 3] 3l 001

Como a matriz em escada de linhas reduzida obtida ¢ a identidade I, concluimos que A é
invertivel.

Exercicio 47. Quais das matrizes do Exercicio 46 sao invertiveis?

Pelo teorema anterior, se A é uma matriz invertivel entao existe uma sequéncia de operagoes
elementares que, quando aplicada a matriz A, a transforma na matriz identidade.

AT A 2 Ay s T

Ora vimos na subseccao anterior que aplicar uma operacao elementar a matriz A corres-
ponde a multiplicar a matriz elementar correspondente a essa operacao pela matriz A. Estamos
portanto a dizer que existem matrizes elementares E;, F», ..., E} tais que

By BB A =14,

donde A é invertivel e tem inversa FEj, - - - EyF.

Por sua vez, esta matriz pode ser calculada aplicando as mesmas transformacoes elementares
a matriz identidade I,. Obtemos assim um algoritmo baseado no método de Gauss—Jordan
para calcular a matriz inversa de A: aplicamos o método de eliminacao de Gauss—Jordan a
matriz aumentada [A|L,].

O método termina assim que a matriz A fica reduzida a sua matriz em escada de linhas
reduzida. Mas se A for invertivel sabemos que se reduz a identidade, pelo que a matriz
aumentada tera a forma [I,|B]; neste caso, a matriz B é a inversa de A: B = A~!. Se a matriz
A nao for invertivel, havera uma linha s com 0s na parte esquerda da matriz aumentada.
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Exemplo. Continuando o exemplo anterior, ja vimos que a matriz A al apresentada é in-
vertivel. Vamos agora calcular a sua inversa.

123100 1 2 3/1 00
2 37(010| 6L—-2, —|0-11/-210
10800 1] I3—10 0 =2 5|=1 0 1] I3—2
(1 2 3] 1 0 0] Lh—-1is 1 2 0/-2 2 =17 3442
— |0 -1 1|-=2 1 0| 3l—1Il3 — |0 -3 0[-9 5 -1
0 0 3|3 -21 0 0 33 -2 1
(3 0 0|—-24 16 =51 34 100[-8 % -2
— |0 =30/ -9 5 -1 —§l2—>0103—§%
[0 0 3| 3 -2 1 | i 0011 —2 3
Logo
16 5
14—1__38?5_1g
- 3
L =5 3

Aplicando o método de eliminacao de Gauss-Jordan a matriz aumentada [B|I3] obtemos su-
cessivamente

2 1011 00 21 0(1 00
-1 1 1|0 1 0| 2+l — |0 3 2|1 2 0| 3ly—2l3
0 0 3|0 01 00 3/00°1
[2 1 0|1 0 O 9l; — Iy 18 0 0|6 —6 2 1—1811
— 10 9 0|3 6 =2 — | 0 9 0[3 6 =2 %lg
|00 3]0 0 1 0 0 3/0 0 1 %lg
K
o1 oo|l 2 2
00 1]0 O %
donde
1 _1 1
Bl — T 9
— |3 3 _25
0 0 3
Exercicio 48.  Aplique o método de Gauss—Jordan para determinar quais das seguintes
matrizes sao invertiveis, indicando as inversas das que o forem.
2 1 1 1 01 2 6
@ |7 5] o (1] © |0 ] @ 2 5]
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2 6 (1 -3 4 [ -1 0 0 1 [ 2 1 5 ]
U[l—:&} (g |0 0 =2 ) 2 00 -2 | (k 1 1 -1
1 2 5 0 1 2 —1 -2 0 0
_ -1 11 0 i i
1 21 -1 -
2 3 1 <h)1011 [ 1 0 1 1 0 1 ]
(f) 3 0 —2 002 1 G) | =2 1 =5 M| -21 -5
-2 1 2 111 -2 | 3 0 2 -3 0 =3

1.5 Determinantes

O conceito de determinante duma matriz é central a diversas aplicagoes da Algebra Linear,
surgindo com frequéncia em variadissimos contextos. Assim, mais do que conhecer féormulas
de calculo de determinantes, importa ter alguma intuicao sobre o seu significado e um razoavel
a vontade com as suas propriedades.

1.5.1 Definicao e propriedades

H& varias formas de introduzir o conceito de determinante duma matriz. Nesta exposicao,
vamos apresentd-lo através da sua interpretacao geométrica, que sera relevante em particular
nas aplicagoes a Andlise Matematica, por forma a obter intuigao sobre as suas propriedades.

Definicao. O determinante duma matriz quadrada A de dimensao n X n é um numero real
cujo modulo corresponde ao volume do sélido n-dimensional que tem as linhas de A por arestas.

Exemplo. Considerem-se as matrizes seguintes.

1
A:[Q 1] B=|0
1 -1 1

=N O

1
1
0
Entao | det(A)| é a drea do paralelogramo a esquerda na Figura 1.6, enquanto |det(B)| é o
volume do paralelipipedo a direita.

Ay \Z

1+

y X

N
N
wY

Figura 1.6: Interpretacao geométrica do determinante.
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Em dimensoes superiores a 3, esta interpretacao geométrica mantém-se valida, embora nao
seja possivel visualiza-la.

Para comegarmos a calcular determinantes de matrizes, comecemos por considerar um caso
simples. Se A for uma matriz diagonal, entao a figura geométrica definida pelas suas linhas
tem arestas paralelas aos eixos coordenados, pelo que a sua area é simplesmente o produto dos
valores na diagonal da matriz. A Figura 1.7 exemplifica esta situacao para as matrizes C' e D
seguintes.

100
C:[(Q) H D=0 0
00 1
AY z
17
1 s
: y
JECTELTETLeess b 4---—>
. 1 )
1/
X
: > X
1 2

Figura 1.7: Figuras geométricas correspondendo as matrizes C' e D.

Proposicao 11. O determinante duma matriz diagonal é o produto dos elementos na diagonal

da matriz.
Exemplo.
10
det[0 2}—1><2:2
2 0 0] ]
det | 0 1 0 :2><1><§:1
00 %_
200 0]
01 00
det 0030 =2x1x3x1=6
000 1]

O 1ltimo exemplo acima mostra como podemos generalizar as intuicoes obtidas para os
casos de matrizes 2 X 2 e 3 X 3 a dimensoes superiores.
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Exercicio 49. Indique o valor do determinante das seguintes matrizes.

(a>"10 [5 0 0 2.0 0 0
10 2 (g |01 0 ) 03 0 0
- 00 V2 00 -1 0

(b) (2)2] 00 0 -1
L [ —2 0 0]

© 1 o —2 [ 0 0§ 0 -10 0

(d) 60} (5 0 0] 0 0 (5) 2
[0 3 @0 -2 o : -
2 0 0 —2 |

(e) 8;} (-1 0 00
- (7 0 0 0 2 0 0
M1 (m) 3

0 | 3 0 G) [0 20 0 05 0
0 -2 0 0 I 0 00 1

Por outro lado, a definicao apresentada permite ter determinantes negativos; por exemplo:

1 0
det[o _1}:—1.

Como se pode interpretar este valor?

Em primeiro lugar, na definicao de determinante foi dito que o seu mddulo correspondia
a area da figura geométrica definida pelas linhas da matriz. Claramente isto aplica-se neste
caso: a figura geométrica correspondente aquela matriz é um quadrado de lado 1 e | — 1| = 1.

O que se passa, porém, é que o valor do determinante corresponde a um volume orientado,
situagdo que ocorre também na correspondéncia entre areas e integrais definidos. No caso
de R?, diz-se que um angulo tem orientacao positiva se corresponde ao percurso entre as semi-
rectas que o delimitam, no sentido contrario ao dos ponteiros do relégio. O rectangulo definido
pelos vectores (1,0) e (0, —1) tem orientagao negativa: para ir do primeiro lado para o segundo,
segue-se no sentido dos ponteiros do relégio. Assim, a area orientada do rectangulo tem sinal
negativo.

Em dimensoes superiores, o conceito de orientagao também existe, embora seja um pouco
mais complicado de definir. Por convencao, os eixos estao sempre ordenados da forma que
corresponde a orientacao positiva — justificando assim a féormula acima apresentada para
matrizes diagonais. Em R3, a orientacdo ¢ definida pela “regra da mao direita”, muito usada
na Fisica.

Por outro lado, do que acima foi dito nao surpreende a propriedade seguinte.

Proposicao 12. Sejam A e B matrizes tais que B se obtém de A por troca de duas linhas.
Entao det(B) = — det(A).

No caso de R?, a troca de linhas corresponde a trocar a ordem dos lados do rectangulo,
mudando a sua orientacdo. E possivel verificar que o mesmo se passa em R?, justificando por
analogia o resultado para dimensoes superiores.
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--seld 3]

L 2

2

0 | = —det =det | O

i 0 00

Note-se que este resultado permite que se estabelegcam relacoes entre determinantes de
matrizes, mesmo que nao se consiga (para ja) calculd-los.

Exemplo.

det

0
det 1

=1

S O N
—_ o O
ok O
- O O

Exemplo.
1 2 3 -2 -1 1 0o 1 2
det | =2 —1 1 | =—=det| 1 2 3 |=det| 1 2 3 |=
0o 1 2 0 1 2 -2 -1 1
1 2 3 -2 -1 1 0o 1 2
—det| 0O 1 2| =det| 0 1 2| =—-det| -2 -1 1
-2 -1 1 1 2 3 1 2 3
Exercicio 50. Sabendo que
2 1 =2
det | 0 1 2 =38,
1 -1 0
indique o valor do determinante das seguintes matrizes.
1 =1 0 2 1 =2 0o 1 2 0o 1 2
(a) [ 2 1 =2 (by |1 -1 0 ()1 =1 0 d 2 1 =2
0o 1 2 0o 1 2 2 1 =2 1 -1 0

Outra propriedade importante é a linearidade: o que acontece ao determinante duma matriz
se uma das suas linhas for multiplicada por uma constante ou somada com outro vector?
E simples responder a primeira questao. Multiplicar uma linha duma matriz A por um

nimero real corresponde a esticar ou encolher a figura geométrica correspondente ao longo
duma das suas direcgoes (Figura 1.8).

Figura 1.8: Relacao entre o determinante e a multiplicagao duma linha por um escalar.

Tendo em conta que as areas e volumes sao directamente proporcionais ao comprimento
das arestas, obtém-se o seguinte resultado.
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Proposicao 13. Sejam A e B matrizes tais que B se obtém de A por multiplicacao da linha ¢

pelo nimero real ¢. Entao det(B) = ¢ x det(A).

Em particular, uma matriz que tenha uma linha sé com zeros tem determinante nulo —
facto que podia ser justificado directamente com um argumento geométrico.

Exercicio 51. Sabendo que

2 1 -2
det| 0 1 2 | =8,
1 -1 0

indique o valor do determinante das seguintes matrizes.

2 1 -2 2 1 -2 2 1
(a) |0 —2 —4 ) |0 3 6 @ | 1 -1
1 —1 0 2 -2 0 0 1

—2 0 2 4
0 d |3 =3 0
2 2 1 -2

Considere-se agora o outro caso, em que se adiciona um vector a uma linha da matriz. A
Figura 1.9 ilustra esta situacao para o caso de R?: obtém-se um paralelogramo cuja area é igual
a soma das areas de dois paralelogramos — o original, e aquele definido substituindo a linha
em causa pelo vector adicionado. No exemplo, os paralelogramos da esquerda correspondem

as matrizes

1 1 1 0
1 -1 ¢ |1 =1

2 1 ]
1 -1 1"

e o da direita & matriz

cuja primeira linha é a soma das primeiras linhas das matrizes anteriores.

Ay Ay
1+ 1+

y >

Figura 1.9: Soma de um vector a uma linha. Observe-se que os triangulos assinalados com
riscas verticais sao idénticos, pelo que a drea total sombreada em ambas as figuras é idéntica.

Proposigao 14. Sejam A e B matrizes cujas linhas sao todas iguais excepto a linha i. Entao
det(A) 4 det(B) = det(C), onde C' é a matriz com todas as linhas iguais as de A e B excepto

a linha 7, que é a soma das linhas ¢ de A e de B.
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Exercicio 52. Sabendo que

2 1 =2 2 1 =2 2 1 =2
det { O 1 2 =38 det | 2 0 O =—4 det | 0 0 1 =3,
1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0

2 1 -2 2 1 -2 2 1 -2
) |2 1 2 M |0 1 3 © |2 0o 1
1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0

Esta propriedade ¢ fundamental para a obtencao duma férmula de calculo de determinantes.
Observe-se que qualquer vector pode ser escrito como a soma de vectores em que todas as
componentes sdo nulas, excepto uma. Por exemplo, para a matriz anterior, (2,1) = (2,0)+(0,1)
e (1,—1) = (1,0) + (0,1). Entao tem-se sucessivamente, aplicando a propriedade da soma
primeiro a linha de cima e depois a linha de baixo:

[3 2 ]w]s 2ot

1 —1 1 —1 1 -1
2 0 2 0 01 0 1
:det[lo}—l—detlo _1]+det{1o}+det[0 _1}

Nesta tltima expressao, hd duas matrizes cujos determinantes j4 se sabe calcular (a segunda
e a terceira). Para calcular o determinante das outras duas, basta observar que definem
paralelogramos de area nula, uma vez que os dois vectores que os definem sao paralelos. Este
facto é geral, conforme se verifica facilmente para dimensao 3.

Proposicao 15. Seja A uma matriz em que uma linha é multipla doutra. Entao o determinante
de A é0.

Este resultado permite concluir os calculos acima iniciados.

2

1 (2 0 2 0 0 1 0 1
det[1 _1}—det_1 O]+det[0 _1]+det{1 O}—i—det{o _1}

i 10
:det_O _1}—det{0 1}:—2—1:—3

E f4cil verificar que o paralelogramo correspondente a esta matriz (Figura 1.6) tem de facto
area 3, que € o valor absoluto deste determinante.
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Aplicando o mesmo raciocinio a uma matriz 2 x 2 genérica, obtém-se uma férmula explicita
para o calculo de determinantes.

a b a 0 0 b

det[cd}:det{cd}—l—det{cd]
a 0 a 0 0 b 0 b
:det{c0}+det{0d]+det{00}+d6t[0d]

:O+det{g 2] —det[g 2}+0:ad—bc

Exercicio 53. Indique o valor do determinante das seguintes matrizes.

O CR SN N N

Nao faz sentido procurar escrever formulas explicitas para matrizes de dimensao superior;
o determinante duma matriz 3 x 3, por exemplo, é uma soma de seis produtos de trés entradas
da matriz. Ao invés de procurar estas formulas, apresentar-se-ao de seguida processos de
calculo para determinantes de matrizes de dimensoes superiores — que permitirao, com algum
cuidado, reduzir ao minimo o nimero de operacoes aritmética necessarias.

Antes de prosseguir, convém resumir as propriedades do determinante ja referidas e deduzir
mais algumas.

Proposigao 16. Seja A uma matriz n x n.

(i) Se A é uma matriz diagonal, entdo o seu determinante é o produto dos elementos na
diagonal.

(ii) Seja B obtida a partir de A por troca de duas linhas. Entao det(B) = —det(A).

(iii) Seja B uma matriz que se obtém de A por multiplicagao da linha i pelo ntiimero real c.
Entao det(B) = ¢ x det(A).

(iv) Seja B uma matriz cujas linhas sao todas iguais as de A com excep¢ao da linha i. Entao
det(A) + det(B) = det(C), onde C é a matriz que se obtém de A substituindo a linha i
pela soma das linhas i de A e de B.

(v) Seja A uma matriz em que uma linha é multipla doutra. Entao det(A) = 0.

(vi) Seja B uma matriz obtida somando a uma linha de A um miltiplo de outra linha de A.
Entao det(B) = det(A).

Demonstragao. As propriedades (i) a (v) ja foram discutidas anteriormente. A proprieda-
de (vi) é consequéncia de (iv) e (v). Se a linha j de B se obtém pela operagao [; + kl; a
partir de A, entao a matriz B pode ser escrita como a soma de A com a matriz obtida de A
substituindo a linha j por kl; (que tem determinante nulo), donde det(B) = det(A). O

Por outro lado, todo o raciocinio feito até aqui poderia ter sido realizado sem qualquer
alteracao considerando a figura geométrica definida pelos vectores nas colunas duma matriz;
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conclui-se que as propriedades anteriores sao também validas para colunas, ou seja, tem-se o
seguinte resultado.

Proposicao 17. Seja A uma matriz n x n.
(vii) Seja B obtida a partir de A por troca de duas colunas. Entao det(B) = —det(A).

(viii) Seja B uma matriz que se obtém de A por multiplicagao da coluna i pelo ntimero real c.
Entao det(B) = ¢ x det(A).

(ix) Seja B uma matriz cujas colunas sao todas iguais as de A com excep¢ao da coluna i.
Entao det(A) + det(B) = det(C), onde C é a matriz que se obtém de A substituindo a
coluna 7 pela soma das colunas i de A e de B.

(x) Seja A uma matriz em que uma coluna ¢ multipla doutra. Entao det(A) = 0.

(xi) Seja B uma matriz obtida somando a uma coluna de A um multiplo de outra coluna
de A. Entao det(B) = det(A).

Para além destas, o determinante goza ainda das seguintes propriedades.

Proposicao 18. Sejam A e B duas matrizes de dimensao n x n.
(xii) det (A7) = det(A)

(xiii) det(AB) = det(A)det(B)

(xiv) det (A™!) = (det(A))™!

Demonstracao.

(xii) A figura geométrica definida pelas linhas de A é a mesma figura definida pelas colunas
de AT, donde os determinantes destas duas matrizes coincidem.

(xiii) Geometricamente, o sélido definido pelas linhas de AB obtém-se substituindo cada aresta
da figura definida pelas linhas de A pelo seu produto por B. Esta transformacao é uma
operacao linear — o volume da figura resultante varia linearmente com o comprimento
de cada aresta —, pelo que basta estudar o que acontece no caso de a matriz A ser a
identidade. Ora det (I,B) = det(B), pelo que a constante de proporcionalidade é det(B).
Entao o volume da figura correspondente a AB ¢é det(A) det(B).

(xiv) Consequéncia da propriedade anterior, tendo em conta que AA™! = T,, e que det (I,,) = 1.

OJ

1.5.2 Regra de Laplace

Consideremos agora entao uma matriz genérica 3 x 3. Tal como exemplificado acima para
matrizes 2 X 2, pode-se ver a primeira linha desta matriz como uma soma e expandir o deter-
minante da forma seguinte.

a b c a 0 0 0 b O 0 0 ¢
det | d e f|=det|d e f|+det|d e f|+det| d e f
g h i g h 1 g h 1 g h 1
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Por troca de colunas, esta expressao ¢ ainda igual a

0 b
det f|—det| e
i h

Q@ Q.
>0 O
Q QU O
S O
Q@ Q. O
>t O

c
+det | f
7

observando que na terceira matriz se efectuaram duas trocas de colunas (a primeira com a
segunda e a segunda com a terceira), correspondendo a duas trocas de sinal.

Tal como no método de eliminacao de Gauss, somando em cada uma das matrizes os
multiplos adequados da primeira linha as outras linhas pode-se anular os restantes termos
da primeira coluna. Uma vez que esta operacao nao altera o determinante da matriz (pro-
priedade (vi)) e que as outras entradas da primeira linha sdo nulas, conclui-se que a dltima
expressao ¢ ainda igual a

a 0 0 b 0 0 c 00
det | 0 e f | —det| O d f | +det| O d e
0 h 1 0 g 1 0 g h

Em qualquer dos casos, o paralelipipedo correspondente a matriz tem uma aresta sobre o
eixo dos zx e as duas outras no plano yOz. Entao, uma vez que se trata de um sélido com uma
aresta perpendicular a base, o seu volume é dado pelo comprimento da aresta multiplicado
pela area da base; mas a area da base é o determinante da submatriz que se obtém ignorando
a primeira linha e a primeira coluna. Ou seja:

a b c
det | d e f | =axdet ¢ f — b x det d f + ¢ x det d e .
g hoi h i g 1 g h

A técnica usada pode ser generalizada de trés formas diferentes. Em primeiro lugar, nao
h& necessidade de se escolher a primeira linha — poder-se-ia ter escolhido qualquer linha da
matriz, apenas tendo de se efectuar também trocas de linhas para colocar a linha com os zeros
no topo. Em segundo lugar, se se tivesse usado a expansao duma coluna em vez de uma
linha obter-se-ia uma expansao analoga. Finalmente, o mesmo processo pode ser usado para
matrizes de dimensao superior, permitindo escrever o seu determinante a custa de matrizes
mais pequenas.

Um pouco de reflexao permite concluir que o nimero de trocas necessarias para colocar o
elemento a;; na primeira posicao ¢ igual a (¢ — 1) 4+ (j — 1). Este valor tem a mesma paridade
que i+ j; uma vez que é a paridade do nimero de trocas que determina o sinal do determinante
(um numero par de trocas nao o altera, um nimero impar altera-o), pode-se escrever o método
descrito acima simbolicamente nas seguintes forma, conhecida como regra de Laplace:

n n

det(A) = (=1)Ma;det (Ay)  ou  det(A) =Y (—1)"ay; det (Aj;)

j=1 i=1

onde A;;, o menor-i, j de A, é a matriz que se obtém de A eliminando a linha 7 e a coluna j.
A primeira formula corresponde a seleccionar a linha i; a segunda corresponde a seleccionar a
coluna j.
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Exemplo. Considere-se a matriz B correspondente ao paralelipipedo da Figura 1.6. Aplicando
a regra de Laplace a primeira linha e usando a férmula acima estabelecida para o determinante
de matrizes 2 x 2 é facil calcular det(B).

1 01
det | 0 1 1 [ =1xdet Ll — 0 x det 01 + 1 x det 01
1 0 10 11
1 10
=1lx-14+1x—-1=-2

Neste exemplo, o nimero de determinantes de menores a calcular foi reduzido devido a
presenca de um 0 na linha escolhida. Em geral, o cdlculo de matrizes de dimensoes maiores
pode ser bastante simplificado escolhendo uma linha ou coluna com varios zeros.

Exemplo. Considere-se a matriz

1 01 0 1
2 01 2 0
-1 03 1 0
0 3 0 =2 2
1 02 0 0

e observe-se em primeiro lugar que na segunda coluna apenas existe um elemento diferente de
0, na entrada (4,2). Uma vez que 4 + 2 = 6 é par, conclui-se que

01 0 1 1 10 1
2 01 2 0 9 1 2 0
det | =1 0 3 1 0 | =3xdet
-1 3 10
0 3 0 =2 2 1 20 0
1 02 0 0

Agora é a quarta coluna que s6 tem uma entrada nao nula, na posigao (1,4); uma vez que
1+ 4 =5 é impar, nova aplicacao da regra de Laplace permite concluir que

2 1
=3x(—=1)xdet | -1 3
1 2

N =

3 x det q

1

O = N O
O =N

1
0
0
0

N W — =

Finalmente, aplicando novamente a regra de Laplace a terceira linha desta matriz (a aplicagao
a terceira coluna daria um resultado idéntico) permite terminar os calculos.

2

b2 1 2 2 2
3x(=1)xdet| -1 3 1 :3><(—1)><(1><det{ }—2><det{ })
1 92 0 3 1 -1 1

=3x(—1)x (I x(=5)—2x4)=239

Exercicio 54. Para cada uma das seguintes matrizes 3 x 3, determine todos os seus menores
e calcule o seu determinante aplicando a regra de Laplace a cada linha e coluna. Verifique que
o valor obtido para cada matriz é sempre o mesmo.
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3.4 -1 ~1 3 4 101 2 6 6
) |10 3 b) | 2 4 1 @ |0 11 d |2 76
2 5 —4 —4 2 -9 110 2 7 7

Antes de prosseguir, apresenta-se uma regra explicita para determinantes de matrizes 3 x 3,
a regra de Sarros, que é consequéncia directa da regra de Laplace. Conforme foi visto acima,

a b c
det | d e f | =axdet ¢ f — b x det d f + ¢ x det d e
g h i h 1 g 1 g h

=aXx (ei — fh) —bx (di — fg) + ¢ X (dh — eg) .

Acrescentando uma copia das duas primeiras colunas a matriz original, obtém-se

a b cla b
d e fld e
g h ilg h

e é facil observar que os termos de sinal positivo na expressao anterior (aei, bfg e cdh) ocorrem
nas trés diagonais descendentes para a direita, enquanto que os termos de sinal negativo (ceg,
bdi e afh) ocorrem nas trés diagonais descendentes para a esquerda, conforme assinalado no
esquema seguinte.

a b [c] a b abcg@
d e f [d e d e f [d e
hoi g [} g hli] ¢ n

Exemplo. Vamos usar a regra de Sarros para calcular o determinante da matriz

2 1 2
A= -1 3 1
1 20
Comecamos por aumentar esta matriz, obtendo
2 1 2 2 1
-1 31 -1 3
1 20 1 2

e a regra diz-nos que o seu determinante ¢é

det(A) = (2x3x0+1x1x142x(-1)x2)—(2x3x1+2x1x2+1x(—1)x0)
=(04+1-4)—(6+440)=-3—10=—13.

Observe-se, contudo, que embora seja 1til conhecer esta féormula, na maioria dos casos é
muito mais simples calcular determinantes de matrizes 3 X 3 recorrendo a regra de Laplace.

Exercicio 55. Calcule o determinante das matrizes do Exercicio 54 recorrendo a regra de
Sarros.
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1.5.3 Eliminacao de Gauss

Outra forma pratica de calcular determinantes, e que é a mais eficiente para matrizes de
dimensoes maiores, recorre ao método de eliminacao de Gauss. Recorde-se que este método
recorre apenas a operacoes elementares:

- troca de linhas;
- multiplicacao duma linha por uma constante;
- substituicao de uma linha pela sua soma com um multiplo doutra.

Em termos de determinante da matriz, a primeira operacao troca o seu sinal, a segunda
multiplica-o pela mesma constante, e a terceira nao o altera. Assim, é facil analisar a evolugao
do determinante ao longo da aplicacao do método. Se B é obtida de A através de:

- 1; > l;, entdo det(B) = — det(A);
- al;, entao det(B) = acdet(A);
- l; = l; + al;, entdo det(B) = det(A).

Finalmente, no caso de B ser obtida de A através da operagao (nao elementar) l; — al; + 5l;,
verifica-se ainda que det(B) = adet(A).

Por outro lado, o método de eliminagao de Gauss produz sempre uma matriz em escada de
linhas. E facil ver que o determinante duma tal matriz é simplesmente o produto dos elementos
na sua diagonal (este facto verifica-se facilmente recorrendo, por exemplo, a regra de Laplace).

Proposicao 19. O determinante duma matriz em escada de linhas é o produto dos elementos
na sua diagonal.

Demonstragao. Por aplicacao sucessiva da regra de Laplace, seleccionando sempre a primeira
coluna de cada matriz — que s6 tem um elemento nao-nulo na entrada (1, 1), correspondendo
ao pivot dessa coluna. [

Exemplo. Considere-se a seguinte matriz e a sequéncia de passos no método de eliminacao de
Gauss até obter uma matriz em escada de linhas.

2 1 -1 2 2 1 -1 2 2 1 -1 2
1 2 -1 2 | 2,—-1 0 3 —1 2 03 —1 2
4 2 1 —2| Iy—2 0 0 3 —6 —“loo0 3 -6
1 -1 0 1| 20,-1 0 =3 1 0 | li+l 00 0 2

No primeiro passo, o determinante da matriz foi multiplicado por 4 (a segunda linha foi
multiplicada por 2, a quarta também); no segundo passo, o determinante nao se alterou (s6
foram somadas duas linhas). A tdltima matriz é uma matriz em escada de linhas, pelo que o
seu determinante é 2 X 3 x 3 X 2 = 36; logo o determinante da primeira ¢ 9, pois 9 x 4 = 36.

O exemplo seguinte ilustra como ambos os métodos podem ser combinados.
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Exemplo. Considere-se a seguinte matriz.

1 2 -1 0 1
2 6 -1 0 4
-1 -3 3 0 0
2 1 2 =35
1 6 1 0 5

Uma vez que a quarta coluna sé tem um elemento nao-nulo (a entrada (4,4)), da regra de
Laplace deduz-se que o determinante desta matriz é igual a

1 2 -1 1
2 6 -1 4
—3 x det 1 -3 3 o0
1 6 1 5

Aplicando o método de eliminacao de Gauss para eliminar os elementos da primeira coluna,
substitui-se a segunda linha por Iy — 2[;, a terceira por I3+ [; e a quarta por 4 — [;. Uma vez
que nenhuma destas operacgoes altera o determinante da matriz, este vale

2 -1
—3 x det 1
4

o O O
DN DN =
=~ = N —

Nesta matriz a ultima linha é o dobro da segunda, pelo que o seu determinante é zero.
Conclui-se entao que o determinante da matriz original é 0.

Exercicio 56.  Calcule o determinante das seguintes matrizes recorrendo ao método de
eliminagao de Gauss.

1 2 13 9 10 1 12 3 4
1 1 21 29 11 0 23 4 1
@ 1 7 1 M) 11 011 © 1341 9
1 -2 0 1 —2.2 0 0 41 2 3

1.5.4 Aplicacoes

Para terminar esta exposicao, apresentam-se duas aplicacoes dos determinantes, uma a in-
versao de matrizes e outra a resolucao de sistemas de equagoes. Embora em ambos os casos
o método de eliminagdo de Gauss (ou Gauss—Jordan) seja por norma mais eficiente, nalguns
casos particulares pode ser pratico conhecer estas formulas de resolucao.

A regra de Laplace apresenta uma férmula para o cdlculo do determinante duma matriz A
que recorre ao determinante dos menores de A. Ao determinante do menor-i, j de A, com o sinal
correspondente & troca de linhas e colunas, chama-se cofactor-i, j de A: a;;(—1)""7 det (A;5).
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A titulo de exemplo, considere-se a matriz

2 1 5
A= -1 3 2
4 -2 -3
€ OS Seus Imenores.
3 2 [ —1 2 [ —1 3
1 5 2 5 (2 1
A21: __2 _3:| A22: _4 _3] A23: _4 _2:|
1 5 2 5 2 1

Tendo em conta os indices das linhas e colunas correspondentes a cada uma destas matrizes,
pode-se construir uma nova matriz, a matriz dos cofactores de A, colocando na entrada 7, j o
cofactor-i, 7 de A. Determina-se assim a seguinte matriz.

) 5 —10
cof(A)=1| -7 —26 8
-13 -9 7

Observe-se que o produto inteiro duma linha (ou coluna) de A pela linha (ou coluna)
correspondente de cof(A) é igual a det(A) — é precisamente o que a regra de Laplace afirma.
Por exemplo:

- o produto interno da primeira linha de A pela primeira linha de cof(A) é

2% (=5) +1x 545 x (—10) = —55

- o produto interno da segunda coluna de A pela segunda coluna de cof(A) é

1% 5+3x (—26) + (=2) x (=9) = =55

e analogamente para os restantes casos.

Por outro lado, o produto interno duma linha (ou coluna) de A por uma linha (ou coluna)
de cof(A) que nao a correspondente ¢é igual a 0. De facto, esse produto interno corresponde,
pela regra de Laplace, a formula de célculo do determinante duma matriz com duas linhas (ou
colunas) iguais, que se sabe ja valer 0. Por exemplo:

- o produto interno da segunda linha de A pela terceira linha de cof(A) é

(1) x (—13)+3x(-9)+2x (=7)=0

- o produto interno da primeira coluna de A pela segunda coluna de cof(A) é

2x54+ (1) x (=26)+4x(=9)=0.

Transpondo a matriz dos cofactores, estes resultados podem ser sintetizados na relacao
A - (cof(A)" = (cof(A))" - A = det(A) - I,. Daqui obtém-se duas propriedades fundamentais.
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Proposicao 20. Seja A uma matriz quadrada de dimensao n. Entao:
- A é invertivel sse det(A) # 0;

- se A é invertivel, entdo a sua inversa é —t-cof(A4)7T.
’ det(A)

Demonstragao. Se det(A) # 0, entao

A (det1< A)Cof(A)T) = det1< y (A-cof(A)T) = detl(A) det(A) - I, =1,

donde A é invertivel e a sua inversa é cof(A)7.

Por outro lado, se det(A) = 0 entdo reduzindo A a uma matriz em escada de linhas obtém-
-se necessariamente uma matriz cuja ultima linha é nula, donde A nao pode ser invertivel. [J

A matriz cof(4)T também se chama matriz adjunta de A, denotada por adj(A).

Exercicio 57. Escreva a matriz dos cofactores e a matriz adjunta de cada uma das matrizes
3 x 3 do Exercicio 54. Decida quais delas sao invertiveis e calcule a sua inversa usando a
matriz adjunta. Compare o resultado com o que obteria aplicando o método de Gauss—Jordan.

A proposicao acima também é 1util para determinar, dada uma matriz com parametros,
quais os valores dos parametros que a tornam matriz invertivel. Consideremos por exemplo a
matriz

« 1 5
A, =1 -1 3 2
20 —2 -3

com parametro o € R.

Para determinar que valores do parametro tornam a matriz invertivel, é necessario apenas
calcular o seu determinante e encontrar os valores de « para os quais este nao é nulo. Aplicando
a regra de Laplace, obtemos

a 1 )
det A, =det | -1 3 2
20 —2 —3
3 2 -1 2 -1 3
—ozdet[_2 _3]—det{2a _3}+5det[2a _2]
= —Ha — (3 —4a) +5(2 — 6a) = =5 — 3 + 4o + 10 — 30«
=7-3la.
Entao a matriz A, sé é singular quando o = 3—71 Em particular, quando o = 2, obtemos a

matriz do exemplo anterior com determinante —55 e inversa dada por

. L[5 -7 13
Al= —— adj(A)=—— | 5 -26 -9
2 = et (Ag) Y (A2 = —5; T
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Exemplo. Seja A a matriz dada por

S O 0
— 9 N

1
1
1

Para encontrar os valores do parametro o que tornam a matriz A invertivel temos de resolver
a equacao det A = 0. Usando a féormula de Laplace aplicada a primeira coluna, obtemos

e, portanto,
det A=0<=ala—1)=0<=a=0oua=1.

Assim, a matriz A é invertivel para todos os reais diferentes de 0 e de 1.

Exercicio 58. Determine o(s) valor(es) de a que tornam as matrizes seguintes singulares.

O Y BN R e e B
0 1 e’

4
o 6
0 2

W = DN

Outra aplicagdo dos determinantes é a chamada regra de Cramer para a resolugao de
sistemas de equacoes. De uma forma geral, esta regra diz que, num sistema Ax = b de n
equagoes a n incognitas que seja possivel e determinado (e portanto em que a matriz A dos
coeficientes tem determinante diferente de 0), se tem

_ det(4;)
T det(A)

onde A; é a matriz obtida de A substituindo a coluna ¢ pelo vector resultado b.

Exemplo. Considere-se o seguinte sistema de equacoes.
3x + 2y =2
r—3y=—1

Este sistema pode ser escrito na forma matricial como

tHEREY

Para obter o valor de z, substitui-se a primeira coluna de A pelo vector resultado e calcula-se a
expressao acima; para encontrar o valor de y procede-se de forma andloga, substituindo agora
o vector resultado na segunda coluna de A. Ou seja:

2 2 3 2
det { 1 -3 } 4 4 det { 1 -1 ] -5 5
xr = —= = — y: —= = —
3 2 —11 11 3 2 —11 11
det[1 _3] det{1 _3]
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Esta solucao pode ser verificada.

3z + 2 —3><4+2><5—12+10—22—
TTEY =N 11 11 111

5 4 15 —11

4
3y = — 3% = — -
TTE T T T T 11 1L

Observe-se que em geral o método de eliminacao de Gauss é muito mais eficiente do que
a regra de Cramer para resolver sistemas de equacgoes. Porém, em determinados casos —
nomeadamente, se so interessa conhecer o valor de uma variavel e se obtém um determinante
simples de calcular — pode ser 1til aplicar esta regra.

Exemplo. Considere-se o sistema de equacoes seguinte.

204+ 3y — 2z 4w = —1
3r—2y+4z—2w=2
r—2y+224+3w=1

r+y+w=0

Pela regra de Cramer, o valor de z pode ser calculado como se segue.

2 3 -1 1 ] 2 3 -1 1
3 -2 2 -2 3 —9 2 —9
det | | o 1 3 det | | o 1 3

I 0 1 | 1 1 0 1 1

TTT72 3 2 171 2 3 -1 1] 2
3 -2 4 -2 3 -2 2 -2
det | 1 o o 3 2det | o o 1 3
11 0 1 1 1 0 1

No segundo passo, recorreu-se as propriedades do determinante para simplificar a expressao,
escrevendo a terceira coluna da matriz inferior como o dobro de outro vector.

E facil justificar a validade da regra de Cramer usando apenas as propriedades ja vistas
dos determinantes. Apresenta-se de seguida esta justificacao para o caso dum sistema de 3
equagoes a 3 incognitas, por forma a simplificar a notagao; o caso geral é analogo.

Teorema 2. Considere-se o sistema de n equagoes a n incognitas Axr = b, escrito na forma
matricial, com det(A) # 0. Entao as solugbes deste sistema sao dadas por
T = ,
' det(A)

onde A; é a matriz obtida de A substituindo a coluna ¢ pelo vector resultado b.

Demonstragao. Vamos ver o que se passa no caso n = 3, em que o sistema tem a forma

a b c x P
d e f y |l =14
g h i z r
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68 CAPITULO 1. MATRIZES E ARITMETICA MATRICIAL

Segundo a regra de Cramer,

p b c
det | ¢ e f
r h 1
T = = =
a b c
det | d e f
L g hoi ]

e o sistema de equagoes diz que p = ax + by + cz, e analogamente para ¢ e r. Substituindo
estes valores na expressao anterior obtém-se

ar +by+cz b c
det | de+ey+ fz e f
gr+hy+iz h 1

a b c
det | d e f
g h 1

e a primeira coluna do determinante da matriz no numerador é uma soma de trés vectores.
Aplicando a distributividade da soma (propriedade (ix)), a expressao anterior transforma-se

ar b c by b c cz b ¢
det | dv e f | +det| ey e f | +det| fz e f
gr h 1 hy h i 1z h 1

a b c

det | d e f

g h 1

Analisando novamente o numerador desta fraccao, ha duas propriedades do determinante que
se podem aplicar. Na primeira matriz, a primeira coluna ¢é resultado da multiplicagao de z
pelo vector (a,b,c), podendo a expressao ser simplificada com base na propriedade (viii).
Na segunda matriz, a primeira coluna ¢ multipla da segunda, donde o seu determinante ¢ 0
(propriedade (x)), enquanto que na terceira matriz a primeira coluna é miltipla da terceira.
A expressao anterior simplifica-se entao a

a b
rxdet| d e
g h

a
det | d
g

que tem precisamente o valor x. ]

Exercicio 59. Resolva os seguintes sistemas de equagoes recorrendo a regra de Cramer.

3r+2y=1 r—2y=3 3v—y=—2 2 4+y =10
(a) B (b) B () ~ (d) B
2z 4+ by = —2 20 +y=3 r+y=1 r—2y=3
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1.6. EXERCICIOS E PROBLEMAS 69

1.6 Exercicios e problemas

Resolucao de sistemas de equacoes lineares

60. Indique, justificando, quais das seguintes equacoes sao lineares.

(a) 2 =—my+2w—+3z (b) 25 48y — 5z = /T (c) 3x+2y+z = 3z+2y+x

61. Recorrendo ao método de eliminacao de Gauss, encontre solugoes dos seguintes sistemas
de equagoes lineares.

@ {293—23/:—2 ) {3x—5y:1 » {x—y:O @ {2x+3y:0

r+y=-1 ox —3y =17 3 — 2y =2 —xr—3y=20

62. Recorrendo ao método de eliminacao de Gauss, encontre solucoes dos seguintes sistemas
de equagoes lineares. Indique em cada passo o pivot e os multiplicadores usados.

(31:—4y+z:1
6r —2y—=z=1 (e)

kz:O

(—3:1:+y+3z:—1
(a) 22 —2y+2=—5 (c)
r+y—22=4

(20 + 4y — 32 =1
—r+2y+62=1
(T +y+32=2
(27 —22=0

(b) S —2y+22=14 (d)
(3r =2y —2z=2

(4x—y+27::—2
—8r+2y+z2=4
(2 —y+32= -3

(

r—y—z=-—4
20+2y+32=6 (f)
(— 2 +y—22=-2

63. Escreva o sistema homogéneo correspondente a cada um dos seguintes sistemas de equa-
¢oes e resolva-o. Usando a solugao particular fornecida, escreva a expressao da solucao
geral do sistema de equacoes em questao.

) r—y+2z2=0
a
20 4+y+22=6

Solucao particular:

(ma%z) = (1’ 2, 1)

( 20 + 3y +22 =10
¢
T—2y+22=17

Solucao particular:
(z,y,2) = (3,0,2)

© {3x—y—|—22:0

dr —y+22=1

Solucao particular:
(z,y,2) = (1,3,0)

r+2y+32=6
(b) 2z —y+22=3 (d)
3r+y+52=9

3r+2z—w=3
T—y+z—w=-2 (f) 2v+3y+42=9
2x4+3z4+w="7 dr +3y+22=9

Solucao particular:
(z,y,2) = (1,1,1)

Solucao particular:
(x7 y? Z? w) = (27 17 07 3)

Solucao particular:
(:B7y7 Zaw) = (17 17 17 _1)

r+2z=0 (h) r+y+w=0
r—y+z=1

Solucao particular:
Solucao particular: (z,y,z,w) = (1,2,4,-3)

(xvywsz) - <_17 -1,1, 1)

Apontamentos de Algebra Linear



70

CAPITULO 1. MATRIZES E ARITMETICA MATRICIAL

64. Classifique cada um dos sistemas de equagoes seguintes como determinado, indeterminado
ou impossivel. Nos primeiros dois casos, encontre a(s) solu¢ao(oes) do sistema.

r+y=0
(a) _
3z + 3y =2

T+y=2
(b) ¢3z—y=2
20 — 2y =0

3r —2y=1
() N
—6x + 4y = —2

@ {3x—2y:1

—6x +4y =2

(e)

(2)

(a:—3y+2z:3
2r4+y—2=2
(z+4y—32=0

(20 — 6y +42 =6
r+2y—42=3
(z —8y+8z=3

z—2=0
r+z=4
(2y—2=0

(h)

(i)

(2x—|—3y—z+2w:2
—r4+2y+z—-2w=1
2z + 10y = =3

(30— 2y+2=5
2e+y+w=3
kz+3w=5

(z+y+z+w=1
20 —z+w=-2
—2r+y+3z=3
(z+2y+z2z+w=3

65. Para cada um dos seguintes sistemas de equagoes lineares, determine para que valor(es)
dos parametros a, [ e 7 eles sao possiveis determinados, possiveis indeterminados e

impossiveis.

r+y+2z=a
(a) z+2=p

2r+y+3z2=v

r+2y—32=0
(d) ¢3z—y+52=0

dr+y+(a®—14)z=0

Aritmética matricial

TH+y+z=2
T—y+z=2
oar —z = —2

3x+y+pPz2=6

()

rTH+y—2z=«
r+3z=0
2+ y+3z=v

r+2y—3z2=4
() $3x—y+5z2=2
dr+y+(@®—14)z=a+2

66. Escreva cada um dos sistemas do Exercicio 62 na forma matricial e resolva-os aplicando
o método de eliminagao de Gauss a matriz obtida.

67. Repita o exercicio anterior para os sistemas de equacoes do Exercicio 64.

68. Escreva o sistema de equagoes correspondente a cada uma das seguintes matrizes au-
mentadas. Resolva-o pelo método de eliminacao de Gauss (aplicado ao sistema ou a

matriz).
2 010
(a) | 3 =40
0 1|1
3 0 =205
(b) | 7 1 -3
0 -2 1|7

r
—_

-3
N DN

5 -1 1 —1/0
5 —2 610
-2 1 3|1

11 28
-1 -2 3|1
3 =7 4|10
4 =81 12
3 -6 9
-2 4 | -6
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21 3
(h)y |1 20
(011
[ 2 -1

i) | -1 2
11
[0 10

1 4

(n) 3 2
-2 =8
1 =6

1 -2

(o) | 1 3
112

o O O

3
7
—11

2
—1

6

71
2 2 2|0 (2 —3|—2
G| -2 5 21 M2 1]1
8 1 4|1 13 2|1
3 2 —1]|-15
[0 —2 3|1 (m) 5 3 2] 0
k) |3 6 —3|-2 3 1 3|11
6 6 3|5 | 6 —4 2 | 30
1 0 02 2 40
2 o) 1 0 -1 =310
5 P 29 3 1 110
—4 |21 3 2|0
-1 T 1 -1 2 —1]-1
1 @ 9 1 —2 —2|-9
9 DI 1 92 -4 11
5 | 3 0 0 -3|-3

69. Aplique o método de eliminacao de Gauss—Jordan para transformar as seguintes matrizes
na sua forma em escada de linhas reduzida.

o[22
1 3
ol
0 -3

N — N O
O O NN

70. Indique a dimensao de cada uma das seguintes matrizes.

1 2
17

S O =N

2 1 3 (3 1
() |0 —2 -2 (e) | 1 2
|3 4 5 |01
[1 -1 3 2 (1 3 2
(d |2 3 1 0 ) |1 0 2
2 1 1 -2 |0 0 0
) [1 5 3 =7] 1
3
(1 -1 3 2 (k) | 2
g |2 3 1 0 1
2 1 1 -2 0
D1 =5
L o[ 5]
(h>él m) |3
1 3 1 2]
(i>’2130—2} 2 -3 4 1
|0 -2 3 4 5 ) 1 3 1 2
-1 2 21
(1 2 2 0 5 10
(J>_170] 0 -3 2 0
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71. Para cada um dos seguintes pares de matrizes A e B, diga se é possivel soma-las e, em
caso afirmativo, calcule a matriz A + B.

2 1 (1 2 2 1 10
() A=13 1] (@ A=1 31 <e)‘4[1—121}
15 2 11 0 -2
b= 04] b= 353} 11
. - B=149 1
2 15 2 1
b) A=| -1 1 2 d) A=|1 1 -9
0 11 0 -3
9 1 -2 -1 (f)A:[l]
_ _ 2
B=|3 —2 B=| -1 -1
I 0 0 3 B=[2 1]

72. Para cada um dos pares de matrizes A e B do exercicio anterior, diga se é possivel
multiplica-las e, em caso afirmativo, calcule a matriz AB.

73. Sejam A, B, C, D e FE matrizes com as dimensoes seguintes.

A| B | C | D|E
Ax5[4x5[5x2[4x2[5x4

Para cada uma das seguintes operacoes, diga se estao definidas e, em caso afirmativo,
indique a dimensao da matriz resultado.

(a) AB (f) C+ AD (k) A ABT + B (p) EA
(b) BA (g) AE+ B (1) E(A+ B) (q) ETA
(c) BC (h) AE + BT (m) (A+ B)C (r) (A+B)"+E
(d) CB (i) AB+ B (n) E(AC) (s) (AT—i—E)D
(e) AC+ D (j) ABT (o) (FA)C (t) A+ BT+ E
74. Considere as seguintes matrizes
3 0
4 —1 1 4 2
A=| -1 9 B:{O ; ] C:[3 : 5]
1 1
1 5 2 6 1 3
D=|-1 01 E=] -1 1 2
3 2 4 4 1 3
Verifique se as seguintes operagoes estao bem definidas e, em caso afirmativo, calcule o
resultado.
(a) D+ E (d) —3(D + 2E) (g) DT — ET () (2ET —3DT)"
(b) 5A (e) tr(D — 3E) (h) BT 4+ 507 (k) tr(4E" — D)
(c) 2B-C (f) 2AT +C (i) B— BT (1) AB
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(m) BA (p) CcCT (s) tr ((AC)T +2ET) (v) (-AC)T +5D7
(n) (AB)C (@) (DA)T (t) (2DT—E)A  (w) (BAT —20)"
(0) A(BC) (r) (CTB) AT (u) (4B)C + 2B (x) BT (CCT — AT A)

75. Escreva as matrizes descritas em cada uma das seguintes alineas. Use letras para assinalar
as entradas cujo valor nao esta especificado.
(a) Uma matriz 4 x 4 tal que a;; =1sei=je a;; =0seiF#j.
(b) Uma matriz 4 x 4 tal que a;; = 0 se ¢ # j.
(c) Uma matriz 3 x 4 tal que a;; =i se i < j.
(d) Uma matriz 5 x 3 tal que a;; = 0 se i > j.
(e) Uma matriz 5 x 5 tal que a;; = 0 se |[i — j| > 1.
(f) Uma matriz 3 x 5 tal que a;; =i+ j.
(g) Uma matriz 4 x 4 tal que a;; = (—1)"*7,
(h) Uma matriz 3 x 4 tal que a;; = (3 —14)(j — 2).
)

(i) Uma matriz 5 x 4 tal que a;; = i*/j.

76. Considere as matrizes A, B e C' abaixo e tome a =4, b = —7.
2 -1 3 8 -3 5 0 -2 3
A= 0 4 5 B=|0 1 2 C=1|1 7 4
-2 1 4 4 -7 6 3 5 9

Confirme que as seguintes igualdades se verificam, efectuando os calculos de ambos os
lados de cada relacao.

(a) (A+B)+C=A+(B+C) (g) (B+C)A=BA+CA
(b) (AB)C = A(BC) (h) a(bC) = (ab)C

(©) (a+b)C =aB +aC (i) (AT)" =4

(d) a(B—-C)=aB —aC (j) (A+ B)T = AT + BT
(e) a(BC) = (aB)C = B(aC) (k) (aC)T = aC”

(f) A(B—C)=AB — AC (1) (AB)T = BTAT

77. Resolva a equacao matricial
a—b b+c 181
3d+c 2a—4d | |7 6

78. Verifique se as seguintes matrizes sao invertiveis e, em caso afirmativo, calcule a sua

mversa.
1 0 1 2 6 6 3 4 -1 -1 3 4
(a) 011 (b) 2 7 6 (c) 1 0 3 (d) 2 4 1
1 10 2 77 2 5 —4 -4 2 -9
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(e)'l 4} -8 17 2 & [ kr 0 0 0]
27 (0 40 2 -9 (m) 0 ke 0 0
3 6 V91io oo o0 0 0 ks O
SO 5} | -1 13 4 2 00 0 Ky |
() _11(1)} [0 0 2 0 [0 0 0 k]
010 (k)1001 (n)00k20
- y 0 -1 3 0 0 ks 0 O
5 5 5 2 1 5 -3 ks, 0 0 0
M) |z 5 15 ] ) i
1 4 1 _ _
L5 75 10 1000 k0 0 0
(1 2 2 (1)1300 (O)lkOO
i |2 -1 1 1350 01 k 0
1 3 2 | 135 7 (00 1 k
Determinantes

79. Sem efectuar os calculos, indique quais das seguintes matrizes tém determinante zero.

(a)'l 0 -2 3 1 1 -2 4
00 |2 3 1 M| -2 1 0
2 -3 —1 -1 -1 4
12 - -
()_12] 2 0 —2 1 —1 2
. @ |30 -1 ® [0 1 0
2 0 1 2 2 2
© |7, 20 1
- 011 1 2 -2
(@ 12} () |1 0 1 mlo 1 -2
|3 4 11 0| -2 —4 4
(10 1 [0 1 17 1 0 2
) | 2 3 4 G [ 101 m) | -1 2 1
2 0 2 (11 2| 1 25

80. Considere matrizes quadradas A, B e C' de dimensao n tais que det(A) = 2, det(B) = —1

e det(C') = 1. Para cada uma das seguintes expressoes, indique, justificando, se é possivel
calcular o seu determinante e, em caso afirmativo, qual o seu valor.

(a) AT (d) BA™! (g) C + BT (j) B2AT +C"B
(b) B! (e) CTB (h) ABC (k) (AB)™!

(c) AB (f) (AAT)C1 (i) A(B-C") (1) B2(C~14)
(m) ATB 4 04un(C + B)  (n) ACT — (CAT)" (o) I,BTC!

81. Calcule directamente o determinante de cada uma das seguintes matrizes.

N =

w3 e[t el elhi] o]

1 3
2 4

L. Cruz-Filipe e P. Engracia



1.6. EXERCICIOS E PROBLEMAS 1)

2 1 -1 11 -1 2 -1 2 1 2 3
) |12 -1 g | 2 5 1 [ [1 1 1 i) | -3 -2 -1
12 1 -3 2 1 1 2 3 1 1 -1

82. Para cada uma das seguintes matrizes 3 x 3, determine todos os seus menores. Usando a
férmula para determinantes de matrizes 2 x 2, calcule as suas matrizes dos cofactores e
adjunta. Determine se a matriz é invertivel e, em caso afirmativo, escreva a sua inversa.
Compare os resultados com os obtidos no Exercicio 78.

1 01 i1 -2 1 -2 3 1 2 2
(a) | -1 1 1 (b) % s 5| (] 6 7T —1]@ |2 -11
0 10 s - % -3 1 4 1 3 2

83. Calcule o determinante de cada uma das seguintes matrizes recorrendo eventualmente a
formula de Laplace.

2 —1 1 20 (5 1 -2 15 2 -9
@ 1o 1| (e | 0 12 Mm|20-1| , |02 -5 1
L o | -1 10 03 0 0 100 -1 4
b) | 21 5 (11 0 [ 2 0 —1] 00 0 1
- - (f) 011] G | 2 6 -2
(0) (1)—11 10 1 | -1 0 2 | "1 —2 0 07
- (1 3 0 [ 2 1—1'(1) 0 2 —-10
(@ 1 1 (g) |0 -1 1 G| 1 5 1 31 -1 2
-3 0 | 0 0 3 -1 1 -2 | (0 2 0 1]
(-3 0 0 0 ] 10000 2 1 3 1 3
() 6 1 0 0 00020 0 1 0 0
7 9 -3 0 | (p |01000O0 ) | 0 2 =2 4 0
5 -2 5 -2 | 10100 0 2 0 -1 0
o 1 3 17 514 21 14 1 2 -2
3 -1 2 2 (6 1400 2 2 17
() 0O 0 -1 0 4003000 2
1 9 1 00010000
- Lo 1 0 1 02310401
2 0 —4 1 010 1 0 ) 150060200
(0)4331 (@ |00 1 0 1 821013 2 4
1 0 0 O 01 0 -1 0 2001 0000
| -2 0 0 1 000 0 1 5103010 6]
84. Sabendo que
a b c
det | d e f | =-6
g h 1
calcule o determinante das seguintes matrizes.
a b c a d g d e f a a c
(@) | g h i (b)y | b e h (c) | g h i (d) | d d f
d e f c f 1 a b c g g 1
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a g d [ 3a —b —2c —3a —b —c
(e) | b h e (g) | 3d —e —2f (i) 6d 2 2f
i v f | 39 —h —2i | 39 h i
[ 20 20 2c [ 20 2b 2c [ a4+qg b+h c+i
f) | —d —e —f (h) | 2d 2e 2f () d e f
| 39 3h 3 | 29 2h 2 9 h 7
[ a+g b+h c+i 20 +3g 2b+3h 2c+ 31
k) [ a+d b+e c+f (1) —d —e —f
g h 1 3a+2g 3b+2h 3c+2i
85. Calcule o determinante das seguintes matrizes recorrendo ao método de eliminacao de
Gauss.
-1 1 1 -1 1 1 0 1 01 4 0 2 1 2
2 0 1 1 2 11 1 11 -3 0 1 -2 1
(a) 1 1 1 1 1 (b)y | -1 1 -1 11 (c) 3 2 -1 0 0
1 0 2 1 1 0 0 0 11 1 2 3 1 2
-1 -1 1 1 1 1 2 3 45 2 1 3 -1 -1

86. Calcule o determinante de cada uma das seguintes matrizes pelo método mais adequado.

[2 4 1 -1 (2 1 0 ] [ -2 1 —1]
(2) 3 6] (d) 11 } 1 0 1 |®m]|-11-1
(b) cos 6 sine] [ 2 -1 —1 10 0

| —sinf cosf (2 1 0 (1 -1 1] [ 1 -2 3]
(© 1 0 (e) |1 0 1 g9 |1 1 1| G| 1 01

1 -1 (11 1 1 0 0 | 2 1 2|

cosf) sinf 0 0 2 0 0 1 -3 2 1

(j) | —sinf cosf 0 3 1 -1 3 3 2 -1 3
|0 0 1 ® 1o 3 0 1 W2y 6 4 9

2 -1 2 1 0 0 0 1

87. Determine o(s) valor(es) de a que torna(m) as matrizes seguintes singulares.

(a) {_11 2} (c) {a__zg a__zz] (o) ; :? (1) (£) zla ?5 _01
(b){‘fé] (d)HH o —a 1 o 4 —2

88. Quais das matrizes dos exercicios 81, 83 e 86 sao invertiveis? Quais sao nao-singulares?

89. Resolva cada um dos seguintes sistemas de equacgoes recorrendo a regra de Cramer.

rT—2y+32=3 r+2y=1 dor —y+ 2z = -2
(a) ¢3r —y+2z=2 (b) Sy —22=2 (c) § —8x+2y+z2=4
2042y — 2z =—1 rT—z=2 20 —y+3z=-3
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—3Jr+y+3z2=-1 20 +y—2z2=—-1 20 +y—2z=1
(d) §2z—2y+2=-5 () Sz +2y+2=5 (f) Sx+2y+2=4
3r+y—22=4 dr—z=1 3r— 2z =2
Problemas

90. Considere a seguinte matriz.

dor +2y +42 =2
2+ (2—a)z=-1
2r+2z=0p—-1
(a) Determine para que parametros a e [ o sistema é possivel determinado, possivel

indeterminado e impossivel.

(b) Encontre a solucao geral do sistema com o =1e = 0.
Seja A a matriz de coeficientes associada ao sistema com o =1¢e 5= 0.

(c) Calcule o determinante da matriz A.

(d) Use a regra de Cramer para confirmar o valor de z.

(e) Verifique se a matriz A é invertivel e, em caso afirmativo, calcule a inversa de A.
)

(f) Calcule o volume do paralelipipedo definido pelos vectores (2,0,2),(2,0,1),(8,4,8).

91. Considere a seguinte matriz A.

-2 1 2
A= 2 2 2
-1 11

(a) Calcule o determinante de A.
(b) Indique se A é invertivel e, em caso afirmativo, encontre A™!.

(c) Diga quais as solugoes do sistema seguinte.

T 0
Aly | =10
2 0

(d) Encontre a matriz X que satisfaz a equagao seguinte.

8 6
AX=| -1 0
0 1

(e) Qual é o volume do paralelipipedo definido pelos vectores (—2,2,—1), (1,2,1) e
(2,2,1)?

92. Considere o seguinte sistema de equagoes lineares.

2v+3y =4
—r+ay = —2
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(a) Para que valores de a é que este sistema é indeterminado?
(b) Para que valores de a é que a matriz dos coeficientes do sistema apresentado é

invertivel?

93. Considere o seguinte sistema de equagoes lineares.

T—y+2w=2

3r — 5y — 3z + 10w = 2
2r + 62+ 5w = 14
—z+y+ 62+ 3w =10

Seja A a matriz de coeficientes associada a este sistema.
(a
(b
(c

(d) Calcule o determinante da matriz seguinte.

Encontre as solucoes do sistema.
Encontre as solugoes do sistema homogéneo correspondente.

Calcule o determinante da matriz A.

)
)
)
)

2 0 6 5
3 =5 =3 10
1 -1 0 2
-1 1 6 3

(e) Recorrendo a regra de Cramer, determine o valor da incégnita z no sistema seguinte.

T 0
y | 6
4 z —12
w —12
94. Considere o sistema

r—4z=-3

20 +ay — 3z = =2

r+y+az=1

e seja A a matriz de coeficientes associada a este sistema.

(a) Determine para que valores de « o sistema é possivel determinado, possivel indeter-
minado e impossivel.

(b) Determine a solucao geral do sistema para o = 1.

(c) Calcule o determinante da matriz A, com o = 1.

r—42=6
20 +ay — 3z =1

(d) Verifique se o sistema

é possivel ou impossivel.
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Capitulo 2

Espacos lineares

Toda a Algebra Linear assenta no conceito de linearidade — a relacao de operagoes com a soma
e a multiplicacao por escalares. No capitulo anterior, tivemos oportunidade de estudar diversas
operacoes sobre matrizes que se comportavam bem com estas operacoes. Neste capitulo, vamos
estudar as estruturas mais gerais em que faz sentido falar em linearidade: os espacos lineares
ou vectoriais.

O tema dos espacos lineares é vastissimo, pelo que nesta apresentagao apenas se focarao
alguns aspectos com interesse nas aplicagoes que mais tarde consideraremos. Comecaremos por
discutir alguns exemplos ja conhecidos doutros contextos, para ganhar alguma intuicao sobre
a nocao abstracta de espaco vectorial. O resto do capitulo apresenta um conjunto de operacoes
e conceitos que fazem sentido em qualquer espaco vectorial, mostrando que de alguma forma
os exemplos apresentados de inicio fornecem uma boa intui¢ao para o conceito geral.

2.1 Motivacao

Comecamos por apresentar alguns exemplos ja conhecidos de espacos vectoriais, por forma a
dar alguma intuicao para as propriedades que serao interessantes mais adiante.

2.1.1 Espacos de vectores

O estudo de certos fendmenos por vezes requer grandezas fisicas que sao completamente carac-
terizadas por um valor real. Por exemplo, o estudo da evolucao da temperatura ao longo do
tempo num determinado lugar é completamente determinado por um valor (a temperatura)
em funcao do tempo. As grandezas caracterizadas por um unico valor real dizem-se grandezas
escalares.

Por outro lado, a velocidade de uma particula que se desloca no espacgo ao longo do tempo
nao pode ser completamente caracterizada por um tunico valor: é necessario conhecer nao ape-
nas a intensidade da velocidade, mas também a sua direccao e sentido. Pense-se num exemplo
concreto: se soubermos que um automovel partiu de Lisboa a uma velocidade constante de
100 km /h, conseguimos concluir que ao fim de trés horas ele se encontra no maximo a 300 km de
Lisboa, mas nao conseguimos determinar a sua posicao. O automoével pode estar no Porto, em
Faro, em Elvas ou mesmo em Lisboa (por exemplo, se tiver percorrido 150 km numa direcgao
e 150 km da direcgao oposta).

Este tipo de grandezas que sao caracterizadas por uma intensidade, uma direccao e um
sentido dizem-se grandezas vectoriais ou simplesmente vectores.
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80 CAPITULO 2. ESPACOS LINEARES

Geometricamente, é usual representar um vector como uma seta entre um ponto inicial A
e um ponto final B, denotado por AB. E também habitual representar vectores genéricos por
letras mintsculas com uma seta por cima: 7, 7, E?, u—>1, u—g, etc. Uma vez que um vector
geometricamente é um segmento de recta (orientado), é comum chamar comprimento a sua
intensidade.

Figura 2.1: Vectores no plano. Os vectores U = A§ e U = A(E tém a mesma origem; os
vectores 171} e 175 tém o mesmo destino; os vectores U e 171) tém o mesmo comprimento mas
direcgoes diferentes; e os vectores U e wh tém o mesmo comprimento, direc¢ao e sentido.

Para caracterizar completamente um vector, é necessario indicar a sua direc¢ao, o seu
sentido, o seu comprimento e o seu ponto de aplicacao. Porém, dois vectores que s difiram no
ponto de aplicagao (por exemplo, os vectores U e wh da Figura 2.1) sao para todos os efeitos
préticos iguais.

Definicao. Dois vectores com a mesma direcgao, comprimento e sentido dizem-se vectores
equivalentes.

Em particular, qualquer vector é equivalente a um vector aplicado na origem. Assim,
quando estamos a raciocinar a um nivel mais abstracto sobre vectores (ignorando o seu ponto
de aplicagao) podemos sempre supor que estes estao aplicados na origem. Desta forma, qual-
quer vector fica caracterizado pelo seu destino. Num plano, escolhendo um sistema de eixos,
podemos portanto caracterizar um vector como um par de niimeros reais; no espago, podemos
caracterizé-lo como trés nimeros reais. (Esta representacao foi alids ja referida no capitulo
anterior a propdsito da defini¢do de determinante.) A estes nimeros chama-se coordenadas do
vector.

Definicao. O conjunto dos vectores com n componentes reais denota-se por R".

Relativamente & Figura 2.2, o vector da esquerda é o vector (3,2) de R? e o da direita é o
vector (3,2,1) de R,

Em qualquer destes espagos, existe um vector com todas as entradas nulas (correspondendo
a um vector com comprimento 0, ou um vector da origem para a origem).

Definicao. O vector de R™ que tem todas as entradas nulas chama-se vector zero ou vector
nulo (de R™) e denota-se por 0.
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y=<

y >

Figura 2.2: Determinacao das coordenadas de um vector com ponto de aplicagao na origem no
plano (esquerda) ou no espago (direita).

Note-se que os vectores nulos de espacos diferentes sao vectores diferentes: o vector nulo de
R? ¢ (0,0), mas o vector nulo de R3 é (0,0,0). Embora denotemos ambos os vectores por 0,
o contexto permitir-nos-a sempre saber a qual deles nos estamos a referir.

Existem duas operagoes principais que se podem fazer com vectores, ambas com uma in-
terpretagao geométrica muito clara.

Definicao. Se W e U sdo vectores de R”, entdo a sua soma @ + ¢ é o vector de R” cujas
componentes sdo a soma das componentes correspondentes de U e .

7_‘_7: (Ul,UQ,...,Un)+(’U1,U2,...7’Un):(U1+Ul,U2+U27...,Un+Un)

Geometricamente, somar dois vectores corresponde a aplicar o segundo deles no ponto de
chegada do primeiro. A Figura 2.3 ilustra esta construcao.

Figura 2.3: Soma de dois vectores.

A segunda operacgao é a multiplicacao dum vector por um numero real a.

Definicao. Sejam a um nimero real e 2 um vector de R™. Entao o produto de « por U éo
vector cujas coordenadas sao o produto de o pela coordenada correspondente de .

Q= a(ug, ug, ... uy) = (qui, qus, . .., auy,)

Geometricamente, esta operacgao corresponde a manter a direccao do vector, mas multiplicar
o seu comprimento por |«|, mantendo o sentido se @ > 0 e invertendo-o se o < 0, conforme
ilustrado na Figura 2.4. Observe-se que o vector aumenta de comprimento se || > 1 e diminui
se |a] < 1.

Se a = —1, o vector (—1)7 escreve-se simplesmente — @ e chama-se o simétrico de . Este
vector obtém-se de @ mantendo o seu comprimento e direccao, mas trocando-lhe o sentido.
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u 2u £u -u -iu

Figura 2.4: Produto de um vector por diferentes escalares.

Embora a interpretacao geométrica seja extremamente 1til para raciocinar sobre vectores,
as propriedades algébricas da soma e produto por escalares sao muito mais simples de perceber
se pensarmos nestas operacoes em termos das coordenadas dos vectores.

Proposicao 21. Sejam U, U e W vectores de R™ e a e 8 ndmeros reais arbitrarios. Entao
verificam-se as seguintes igualdades.

1. Associatividade da soma: @ + (¥ + W) = (4 + V) + .
2. Comutatividade da soma: @ + v = U + .

3. Existéncia de elemento neutro para a soma: U+ 6) =U.
4. Existéncia de simétrico: ¥ + (=) = f

5. Associatividade do produto por escalares: a(U) = (o).
6. Existéncia de elemento neutro para o produto: 17 = .

7. Distributividade do produto pela soma de vectores: 04(7 + 7) =al +a7.

8. Distributividade do produto pela soma de escalares: (o + 8)UW = oW + S

Demonstracao. Todas as propriedades sao consequéncia das propriedades correspondentes
da soma e produto de niimeros reais. A soma de reais é associativa, comutativa, tem elemento
neutro e todo o ntimero real tem simétrico; o produto é associativo e tem elemento neutro; e
a soma ¢ distributiva em relagao ao produto.

Uma vez que um vector é uma lista de reais e que a soma e produto por escalar sao
efectuadas coordenada a coordenada, as propriedades das operacoes sobre vectores resultam
imediatamente do facto de as igualdades indicadas se verificarem em cada coordenada. 0

Veremos adiante que os espagos R™ (para qualquer n) sdo exemplos de espagos vectoriais;
num sentido que precisaremos mais adiante, sao mesmo os espagos vectoriais mais importantes.

2.1.2 Espacos de matrizes

Vamos agora ver que se tomarmos conjuntos de matrizes com dimensao fixa podemos construir
espagos com propriedades muito semelhantes aos espacos R™ discutidos na secgao anterior.

Definicao. O conjunto M,,,, contém todas as matrizes de entradas reais de dimensao n x m.

Por exemplo, o conjunto Ms.o contém todas as matrizes quadradas de dimensao 2; o
conjunto M3, contém todos os vectores coluna de dimensao 3; o conjunto Msy3 contém todas
as matrizes rectangulares com duas linhas e trés colunas; e assim sucessivamente.
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Vimos ja que duas matrizes com a mesma dimensao podem ser somadas, sendo a sua soma
novamente uma matriz com a dimensao das parcelas. Também sabemos que podemos multi-
plicar uma matriz por um escalar arbitrario, obtendo outra matriz com a mesma dimensao. Ou
seja, tal como acontecia em R™, também em M, ,, temos definidas uma soma e um produto
por escalares.

Fixados n e m, existe uma unica matriz em M,,,, contendo zeros em todas as suas en-
tradas — a matriz nula O,.m,. Por outro lado, vimos também como definir a matriz simétrica
—A duma matriz arbitraria A, .,,. Entre as propriedades destas operacoes vistas no capitulo
anterior, contam-se as seguintes.

Proposicao 22. Sejam A, B e C' matrizes em M, (ou seja, matrizes de dimensao n x m)
e « e f numeros reais arbitrarios. Entao verificam-se as seguintes igualdades.

1. Associatividade da soma: A+ (B+C)=(A+ B) +C.

2. Comutatividade da soma: A+ B = B + A.

3. Existéncia de elemento neutro para a soma: A + Opxm = A.

4. Existéncia de simétrico: A+ (—A) = Opxm-

5. Associatividade do produto por escalares: a(SA) = (af)A.

6. Existéncia de elemento neutro para o produto: 14 = A.

7. Distributividade do produto pela soma de vectores: a(A + B) = aA + aB.
8. Distributividade do produto pela soma de escalares: (a4 3)A = aA + SA.

Repare-se que estas propriedades sao precisamente as mesmas propriedades satisfeitas pelos
vectores de R™. Dito doutra forma, substituindo por A, o por B, i por C' e 0 por Oyym na
Proposigao 21, obtém-se precisamente o enunciado da Proposicao 22. Esta observagao sugere
que ha uma estrutura comum subjacente aos dois tipos de espagos — espacos de vectores R”
e espacos de matrizes M, «,, — que pode ser generalizada.

E importante observar que a bidimensionalidade das matrizes nao intervém de forma sig-
nificativa nem na soma nem no produto por escalares; é apenas quando falamos de traco,
matriz transposta, determinante, produto, inversa ou caracteristica que é relevante a estru-
tura da matriz com linhas e colunas. Assim, enquanto nos cingimos a somas e produtos de
matrizes por escalares, podemos de facto pensar numa matriz de dimensao n X m como um
vector contendo todas as entradas numa unica lista (ou seja, como um vector de R"*™). Esta
identificacao explica de certa forma que todas as propriedades listadas na proposicao anterior
se mantenham validas — para além de mostrar que, no contexto destas duas operacoes, de
facto nao hé diferencas substanciais entre trabalhar com vectores ou trabalhar com matrizes.

2.1.3 Espacos de sucessoes

Vamos agora ver um exemplo que, apesar de parecer bastante diferente dos anteriores, também
se comporta de forma semelhante.

Recorde-se que uma sucessao de ntimeros reais é uma sequéncia infinita de niimeros reais.
Sendo u uma sucessao, é comum chamar u, ao elemento que ocupa a posicao n nessa lista.
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Podemos entao pensar numa sucessao como uma funcao dos niimeros naturais para os reais —
a funcao que transforma o indice n no valor u,, da sucessao.

Por exemplo, a sucessao u = 1,2,3,4,5,6,7,... tem o nimero natural n na posicao n,
podendo ser escrita de forma abreviada como u,, = n. Ja a sucessao dos quadrados perfeitos
v = 1,4,9,16,25,36,49,... tem na posicio n o valor n?, pelo que se pode escrever como

2
Up = n°.

Definicao. O conjunto RY é o conjunto de todas as sucessoes de ntimeros reais.

Tal como fizemos nos exemplos anteriores, podemos definir soma de duas sucessoes e pro-
duto de uma sucessao por um escalar.

Definigao. Sejam u e v duas sucessoes de nimeros reais. A sua soma é a sucessao (u+ v) tal
que (u +v), = u, + v, (soma pontual das duas sucessoes).

Por exemplo, para as duas sucessoes u e v apresentadas acima, tem-se
u+v=206,12,20,30,...;
se quisermos encontrar a expressao funcional desta sucessao, podemos usar a defini¢ao:

(U + V)p = Up + v, = n +n?.

Exercicio 1. Considere as sucessoes

3 g oo e .

1
0=0,1,01,01,...  b=12481632... c=421

| =
ool =

Determine os primeiros termos de a + b, a + ¢ e b+ ¢. Qual a expressao geral de (b+ ¢),,?

Definigao. Sejam u uma sucessao de niimeros reais e a um numero real arbitrario. O produto
de « por u é a sucessao (au) tal que (au), = au, (produto de cada termo de u por «).

Por exemplo, para as duas sucessoes u e v que usamos atras, temos
2u = 2,4,6,8,10, ...

e em geral (2u), = 2u, = 2n, enquanto que

1 1 4 16 25

EE R Y T R SR

1 — 1y __n
e, em geral, (—Sv)n = —3u, = —%.

Exercicio 2. Considerando as mesmas sucessoes a, b e ¢ do exercicio anterior, indique os
primeiros termos de —2a, %b e Oc.

E habitual designar por 0 a sucessao constante com todos os termos iguais a zero (ou seja,
0, = 0; 0 designa a sucessao 0,0,0,0,0,...) e por —u a sucessao (—1)u que tem os simétricos
dos elementos de u. Com estas notagoes, estas duas operagoes (soma e produto por escalares)
gozam novamente de varias propriedades ja vistas atras.

L. Cruz-Filipe e P. Engracia



2.1. MOTIVACAO 85

Proposicao 23. Sejam u, v e w sucessoes de niimeros reais e « e [ nimeros reais arbitrarios.
Entao verificam-se as seguintes igualdades.

1. Associatividade da soma: u + (v +w) = (u+ v) + w.

2. Comutatividade da soma: v + v = v + u.

3. Existéncia de elemento neutro para a soma: v+ 0 = u.

4. Existéncia de simétrico: u + (—u) = 0.

5. Associatividade do produto por escalares: a(fu) = (af)u.

6. Existéncia de elemento neutro para o produto: lu = u.

7. Distributividade do produto pela soma de vectores: a(u + v) = au + aw.

8. Distributividade do produto pela soma de escalares: (a + f)u = au + fu.

Demonstragao. A verificacdo destas propriedades é muito semelhante a prova para o caso
de R", dando alguma intuicao sobre as semelhancas existentes entre estes dois espagos. De
facto, se virmos as sucessoes de reais como listas infinitas de niimeros reais, podemos pensar
nelas como “vectores” com um numero infinito de coordenadas. Novamente, as operacoes de
soma e produto por um escalar sao definidas coordenada a coordenada a custa das operagoes
analogas sobre ntimeros reais, pelo que estas propriedades sao consequéncia imediata das pro-
priedades idénticas das operacoes de soma e produto de nimeros reais. O

Repare-se que este raciocinio corresponde a ver RY como um “limite” de R" cujos vectores
ja tém infinitas coordenadas. Esta semelhanca estrutural explica mais uma vez a coincidéncia
das propriedades das operacoes definidas para os diferentes espagos.

2.1.4 Espacos de funcoes

Na secgao anterior observamos que uma sucessao de nimeros reais pode ser vista como uma
regra de transformacgao de nimeros naturais em nimeros reais, correspondendo portanto a
uma funcao de N em R. De facto, esta visao pode ser aplicada a todos os exemplos das seccoes
anteriores: um vector @ em R"™ ndo é mais do que uma fungao de {1,2,...,n} em R —
concretamente, a funcao que a cada valor 7 entre 1 e n associa a componente u; de u. J4 uma
matriz A, x, pode ser vista como uma fungao de duas varidveis, que a cada par (i,7) com
1<i<mnel<j<massocia a entrada a;; da matriz.

Reciprocamente, se fixarmos um conjunto X e pensarmos no conjunto de todas as fungoes de
X para R, podemos definir uma soma e um produto por escalares com propriedades semelhantes
as dos espagos anteriores (que sao casos particulares deste). Nesta secgdo vamos discutir um
caso especialmente importante para muitas aplicacoes: o das funcoes reais de variavel real.

Definig¢ao. O espaco de todas as fungoes reais de variavel real designa-se por F (R).
Assim, sao elementos de F (R) as fungoes f(x) =z + 1, g(z) = 2? + 3z — 1, h(z) = sin(x),

entre outras.
Conforme é sabido, duas fungoes podem ser somadas ponto a ponto.
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Definicao. Sejam f e g duas funcoes reais de varidvel real. A sua soma f + ¢ é a funcao
definida por (f + g)(z) = f(z) + g(x).

Também podemos multiplicar uma fun¢ao por uma constante real arbitraria.

Definigao. Sejam f uma funcao reais de varidvel real e @ um nimero real. O produto de «
por f é a fungao af definida por (af)(z) = af(z).

Designando por — f a fungao tal que (—f)(z) = —f(z) e por 0 a fungao identicamente igual
a zero (ou seja, tal que 0(z) = 0 para qualquer real x), verificam-se as seguintes propriedades.

Proposicao 24. Sejam f, g e h funcoes reais de variavel real e a e f ntimeros reais arbitrarios.
Entao verificam-se as seguintes igualdades.

1. Associatividade da soma: f+ (¢ +h) = (f +g) + h.

2. Comutatividade da soma: f+g=g9g+ f.

3. Existéncia de elemento neutro para a soma: f+0 = f.

4. Existéncia de simétrico: f + (—f) = 0.

5. Associatividade do produto por escalares: a(5f) = (af)f.

6. Existéncia de elemento neutro para o produto: 1f = f.

7. Distributividade do produto pela soma de vectores: a(f + g) = af + ag.

8. Distributividade do produto pela soma de escalares: (a+ f)f = af + Sf.

A prova é idéntica as anteriores.

2.2 Espacos e subespacos lineares

Neste momento, deve ser claro que ha varias semelhancas entre os varios exemplos da secc¢ao
anterior. Em todos os casos (R™, M, xm, RY e F (R)) estamos perante um conjunto de objectos
com duas operagoes definidas: uma soma (que permite criar um novo objecto do mesmo tipo a
partir de dois outros) e um produto por escalares (que transforma um objecto num novo objecto
do mesmo tipo, dado um nimero real) que satisfazem o mesmo conjunto de propriedades. Isto
significa que podemos abstrair dessas operacoes e das suas propriedades numa estrutura geral.
E a esta estrutura geral que chamamos espaco linear ou espacgo vectorial.

2.2.1 Axiomatica dos espacos lineares

Definicao. Um espaco linear ou espaco vectorial é um conjunto V' onde estao definidas uma
operacao de soma + : 'V x V. — V e um produto por escalares - : R x V" — V e contendo
um elemento 0y tais que, para quaisquer u,v,w € V e «a, 8 € R, sao satisfeitas as seguintes
propriedades.

Axioma 1. u+ (v+ w) = (u+v) + w (associatividade da soma)

Axioma 2. u+ v = v+ u (comutatividade da soma)
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Axioma 3. u+ 0y = u (existéncia de elemento neutro da soma)

Axioma 4. u+ (—u) = Oy para algum elemento (—u) € V (existéncia de simétrico)
Axioma 5. a(fu) = (af)u (associatividade do produto)

Axioma 6. lu = u (existéncia de identidade)

Axioma 7. (a+ f)u = au + pu (distributividade a esquerda)

Axioma 8. a(u+v) = au + av (distributividade a direita)

A vantagem de definir este conceito é permitir-nos determinar propriedades que sao validas
em todos os espacos lineares — propriedades que dependem apenas da existéncia destas
operacoes com estas propriedades, e nao da estrutura particular do espaco em si. Por exemplo,
em todos os espacos da seccao anterior se verifica a identidade Ov = 0y para qualquer v; dois
casos particulares sao, em R?, a identidade 0(x,y, 2) = (0,0, 0), enquanto em RY se tem que Ou
é a sucessao nula para qualquer u. Na realidade, esta propriedade é consequéncia dos axiomas
listados acima, pelo que se verifica em qualquer espaco linear e nao carece de verificagao.

Os exemplos da seccao anterior podem ser sintetizados no seguinte resultado.

Proposicao 25.
- Os espacos de vectores R™ sao espacos lineares, para qualquer n.
- Os espagos de matrizes M, ,, sao espacos lineares, para quaisquer n e m.
- O espaco das sucessoes de niimeros reais RY é um espaco linear.
- O espago F (R) de todas as fungoes reais de variavel real é um espago linear.

Ao longo deste capitulo teremos ocasiao de verificar que os espacos R" sao de alguma forma
os espacos lineares “tipicos”, no sentido de que trabalhar num outro espago linear pode ser em
geral reduzido aquele caso. E por essa razao que surge o termo espac¢o vectorial: quando falamos
em espacos lineares, estamos a chamar a atencao para a existéncia duma soma e produto por
escalar que estao associadas ao conceito de lineariedade; ao falar em espacos vectoriais, estamos
a salientar a ligacao aos espacos R". Neste texto usaremos os dois termos indistintamente; um
elemento dum espaco vectorial genérico serda também comummente designado por wvector, de
acordo com a terminologia habitual. Assim, neste sentido, um “vector” de M, «,, € uma matriz,
um “vector” de RY ¢ uma sucessao de niimeros reais e um “vector” de F (R) é uma fungio
real de variavel real. Embora a principio esta terminologia possa ser estranha, o seu uso é
essencial para a interiorizacao dos conceitos mais abstractos com que estaremos a trabalhar a
partir deste momento.

Vejamos um exemplo dum espaco vectorial um pouco diferente.

Exemplo. Consideremos o conjunto V' = {(z,0) | + € R} com a soma e produto usuais em
R2. Por outras palavras, V contém os pontos do eixo horizontal de R? e estes sao somados e
multiplicados por escalares como normalmente em R2.

Para ver que V' é de facto um espaco vectorial temos de verificar que as operacoes fazem
sentido e que os axiomas se verificam. O primeiro passo é simples: os elementos de V' sao
vectores cuja segunda coordenada é nula; é necessario verificar que ao somarmos dois vectores
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destes ou ao multiplicarmos um vector destes por um escalar obtemos como resultado um
vector que ainda esta em V.
De facto, é simples ver que

(z,0) 4+ (2',0) = (x + 2/,0) e a(x,0) = (az,0),

donde estas operacoes estao bem definidas.

De seguida, temos de verificar as identidades expressas nos axiomas. Para tal, vamos
escolher vectores genéricos u = (x,0), v = (y,0) e w = (2,0) e verificar que as igualdades
consideradas se verificam, escolhendo os simétricos e o zero usuais de R2.

L (2,0)+ ((y,0) + (2,0)) = (x + y + 2,0) = ((z,0) + (y,0)) + (2,0)
2. (2,0)+ (y,0) = (z +y,0) = (y,0) + (x,0)
3. (z,0) 4 (0,0) = (z,0)
4. (z,0) 4+ (—z,0) = (0,0)
)

8. a((z,0) + (y,0)) = (ax + ay,0) = a(z,0) + a(y, 0)
Concluimos portanto que V', com estas operacoes, ¢ um espago vectorial.

Mais adiante veremos uma forma mais expedita de resolver problemas semelhantes a este;
porém, ha casos em que a unica forma de verificar que um conjunto é espaco vectorial é mesmo
esta — testar directamente a satisfacao dos axiomas.

Exercicio 3. Quais das seguintes estruturas sao espagos vectoriais reais?
>0 R dut i R?
a) {(z,y) |z >0,y € com a soma e produto usuais em

(b) {(z,...,x) | x € R} com a soma e produto usuais em R"

Embora usualmente nos refiramos ao espaco vectorial V' sem mais, é importante salientar
que um espaco vectorial fica definido nao apenas pelo conjunto dos seus elementos, mas também
pelas préprias operagoes. De facto, é possivel (e tem utilidade em determinados contextos)
definir estruturas diferentes de espaco linear sobre o mesmo conjunto de suporte.

Por outro lado, é preciso ter cuidado com a defini¢ao das operagoes: nao é facil garantir
que todos os axiomas sao satisfeitos.

Exemplo. Considere-se o espaco V' = R? com a soma de vectores definida atras e o produto
por escalares dado por a(z,y) = (az,0).

Vamos ver que R? com estas operacoes nao é espaco linear: o Axioma 6 nio é satisfeito por
todos os vectores. De facto, tomando-se & = (1,1), tem-se 1(1,1) = (1,0) # (1,1).
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Exercicio 4. Quais das seguintes estruturas sao espagos vectoriais reais?
(a) R? com a soma usual e o produto definido por a(z,y, 2) = (ax, vy, 2)

(b) {(1,y) | y € R} com as operagoes definidas por (1,y)+(1,4) = (1,y+y') e a(l,y) = (1, ay)

(c) { [ a ¥ } | a,b e ]R} com a soma e produto definidos por

b
a 0 n a 0| |a+ad O
1 b I 1 b+v

Vamos agora ilustrar a utilidade da nogao abstracta de espago linear dando exemplos de
algumas propriedades que se verificam em todos os espacos vectoriais.

Proposicao 26. Sejam V' um espaco linear com vector zero Oy, u, v e w vectores arbitrarios
de V e a € R. Entao verificam-se as seguintes propriedades.

1. Ou =0y

2. a0y = 0y

3. Se au = Oy, entao o = 0 ou u = Oy.
4. (-u=—u

5. Se u+v =u+w, entdo v = w (lei do corte).

Demonstragao.
1. Como 0 =0+ 0, pelo Axioma 7 temos que
Ou = (0+0)u =0u+ Ou.

Pelo Axioma 4, o elemento Ou tem um simétrico (—0u). Somando este elemento a ambos
os membros da igualdade anterior, obtemos

—(0u) + (Ou 4 Ou) = —(0u) + Ou

= (—(0u) + O0u) 4+ Ou = —(0u) + Ou (Axioma 1)
= (Ou + (—0u)) 4+ Ou = Ou + (—0u) (Axioma 2)
— Oy + Ou = 0y (Axioma 4)
= Ou = Oy (Axioma 3)

consoante afirmamos.

2. Pelos Axiomas 8 e 3, temos que

Oé()v + OéOV = Oé(OV + Ov) = &Ov.
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Seja — (aly) o simétrico de aly. Entao

OéOV + OéOV = OéOV

— (a0y + aly) + (— (aly)) = aly + (— (aly))
= aly + (a0y + (— (a0y))) = aly + (— (a0y)) (Axioma 1)
— oy = Oy (Axioma 4)

0 que termina a prova.

3. Suponhamos que au = 0y. Se a = 0, nao temos mais nada a mostrar. Assuma-se entao
que «a # 0; temos que

= lu = (o) u = o (au) = a0y = 0y
0
Vv

recorrendo a Propriedade 2
4. Para mostrar que (—1)u é o simétrico de u, basta verificar que u + (—1)u = Oy. Ora
u+ (—)u = lu+ (-Du = (14 (=1))u = 0u = 0y
usando a Propriedade 1.
5. Assumamos que u 4+ v = u + w. Tem-se entao

Uu+v=u-+w

— (—u) + (u+v) = (—u) + (utw)

— ((—u) +u) +v=((~u) +u) +w (Axioma 1)

— (u+(—u) +v=(u+(~u) +w (Axioma 2)

= Oy +v=0y+w (Axioma 4)

= v=w (Axioma 3)
conforme tinhamos afirmado. O

O interesse de provar estas propriedades a partir dos axiomas é, como foi dito atras, garantir
que se verificam em todos os espacos lineares. Daqui em diante, se precisarmos por exemplo de
calcular o produto Ov num espaco vectorial qualquer V', sabemos ja que garantidamente este
vale 0, sem ter de olhar para a definicao do produto por escalares.

A consequéncia fundamental destes resulados é podermos trabalhar com as operacoes de
soma e produto por escalares da forma a que estamos habituados a trabalhar com os niimeros
reais.

Exercicio 5. Verifique directamente que as propriedades demonstradas na proposicao acima
sao validas em todos os espacos vectoriais descritos na Seccao 2.1.

L. Cruz-Filipe e P. Engracia



2.2. ESPACOS E SUBESPACOS LINEARES 91

2.2.2 Subespacos lineares

Nos exercicios da sec¢ao anterior encontramos alguns exemplos de espacos vectoriais que eram
definidos como subconjuntos de outros espagos maiores, preservando as operagoes (em particu-
lar, no Exercicio 3). Esta situagao é muito recorrente na pratica e, como veremos nesta sec¢ao,
é de facto muito mais simples de tratar do que o caso geral de mostrar que um conjunto com
determinadas operagoes forma um espacgo vectorial.

Definigao. Sejam V' um espago linear e W C V um subconjunto de V. Se W, conjuntamente
com a soma, produto por escalares, e vector zero definidos para V' for um espaco linear, entao
diz-se que W é um subespaco linear ou subespago vectorial de V.

A partida, sendo V um espaco linear, para mostrar que W C V também é espaco linear
com as mesmas operacoes, terfamos de mostrar que todas as propriedades dos espacos lineares
se verificam. Em particular, teriamos de mostrar que as operagoes de soma e produto por
escalares estao bem definidas em W (ou seja, que a soma de elementos de W ainda é um
elemento de W e que o produto de um elemento de W por um real ainda estd um W) e que
satisfazem os axiomas acima apresentados.

Contudo, a realidade é outra. Os axiomas do espaco linear dizem respeito a propriedades
das operacoes e nao dos elementos de V'; verificando-se estes para todos os elementos de V,
também se verificarao necessariamente para todos os elementos de W, uma vez que W C V.
Assim, a tnica questao que € preciso verificar é que W é fechado para as operacoes de soma e
produto por escalar (no sentido descrito no paragrafo anterior), que W contém o vector zero e
que todos os elementos de W tém o seu simétrico em W. Na realidade, os dois ultimos factos
sao consequéncia de W ser fechado para a soma e produto por escalares.

Teorema 3. Sejam V' um espaco linear e W C V. Entao W C V' é um subespaco linear de V
se e sO se W satisfaz as duas propriedades seguintes.

- Fecho para a soma: se u,v € W, entao u+v € W.

- Fecho para o produto por escalares: se « € Re u € W, entao au € W.

Demonstragao. Claramente todo o subespaco linear de V satisfaz os axiomas de fecho.
Reciprocamente, seja W C V' um conjunto que satisfaz os axiomas de fecho.

Pela Propriedade 1, 0y € W, visto que W ¢ fechado para o produto por escalares e 0y = Ou
para u € W. Da mesma forma, se u € W entdo —u = (—1)u também estd em W pela
Propriedade 4. Logo W contém o elemento neutro da soma e simétrico de todos os seus
elementos, necessarios para os Axiomas 3 e 4.

A verificagao dos axiomas é automaética, ja que todos os elementos de W sao elementos de

V eV é um espago linear. Logo W também é um espaco linear, sendo portanto um subespago
linear de V. O

Qualquer espaco vectorial tem dois subespacos muito simples.

Exemplo. Seja V' um espago linear qualquer. Os conjuntos {0y} (subespaco trivial) e V sao
subespagos lineares de V.

No caso do espago trivial, uma vez que Oy + Oy = Oy e que a0y = Oy, este conjunto é
fechado para a soma e produto por escalares, constituindo portanto um subespago vectorial
de V.
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No segundo caso, a verificacao é directa pela defini¢ao: como V' é um espago lineare V C V|
tem-se que V' ¢é subespaco linear de V.

Obviamente que estes dois exemplos sao pouco interessantes, pelo que é comum falar de
subespacos proprios dum espaco vectorial V' para designar subespacos de V' que nao sejam
nem o proprio V' nem o espaco nulo; por outras palavras, um subespaco proprio de V' é um
subespaco linear W de V tal que 0 # W # V.

Vejamos alguns exemplos de subespacos de R2.

Exemplo.

1. Consideremos o espaco vectorial R? com as operacoes usuais de soma e produto por
escalares. Geometricamente, este espago corresponde a um plano; vamos ver que o eixo
dos xz é um subespaco linear de R?.

O eixo dos xx corresponde ao conjunto dos pontos tais que y = 0; ou seja, € o subconjunto
W ={(z,y) eR? |y = 0} = {(z,0) | z € R}
de R2.

Para verificar que W ¢é um subespaco vectorial de R?, é necessario provar que W é fechado
para a soma o produto por escalares de R?; ou seja, é necessario verificar que a soma de
dois vectores sobre o eixo dos zx é ainda um vector sobre esse eixo e que o produto dum
vector sobre o eixo dos xx por um escalar é ainda um vector sobre o eixo dos xz.

Poderiamos fazer esta verificacao geometricamente — o que é alids bastante simples —
mas vamos proceder por via algébrica, uma vez que sera a técnica mais 1til em geral. No
proximo exemplo apresentaremos uma prova geométrica duma situacao semelhante.

Fecho para soma. Sejam (z,0) e (y,0) dois elementos escolhidos arbitrariamente de WW.
Entao (z,0) + (y,0) = (x + y,0) € W, donde W é fechado para a soma.

Fecho para o produto por escalares. Sejam « um real e (z,0) um elemento de W ar-
bitrarios. Entao a(z,0) = (ax,0) € W, donde W é fechado para o produto por escalares.

Assim, o eixo dos zx é subespaco linear de R?.

2. Consideremos uma recta R de R? que passa pela origem. Vamos ver que R também é
subespaco linear de R?. Note-se que o exemplo anterior é um caso particular deste.

Em vez de proceder analiticamente, vamos recorrer a um argumento geométrico. Es-
colhendo dois vectores arbitrarios ao longo de R, vamos calcular a sua soma e verificar
que esta ainda é um vector sobre R; escolhendo um vector sobre R e um real o, vamos
verificar que o seu produto é ainda um vector sobre R. As construgoes encontram-se
na Figura 2.5. Para garantir que estamos a tratar todos os casos, convém verificar, na
soma, 0 caso em que os vectores tém sentidos iguais (a) e o caso em que tém sentidos
opostos (b); no produto, o caso em que o > 0 (c) e o caso em que a < 0 (d).

Exercicio 6. Faca a verificacdo de que R é um subespaco vectorial de R? por via algébrica.
Recorde que a equagao geral duma recta passando pela origem é y = mx (recta nao vertical)
ou x = 0 (recta vertical), pelo que R serd o conjunto dos pontos {(x,mx) | z € R} (recta nao
vertical) ou {(0,y) | y € R} (recta vertical).
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Ay R Ay R Ay R Ay R
au
\'%
u
u u u
X X X X
- u+v - - au -
Vv

(a) (b) () (d)
Figura 2.5: Uma recta R de R? é fechada para a soma e produto por escalares.

Exemplo.

3. Vejamos agora que uma recta que nao passa pela origem nao é subespaco linear de R2.
Seja
W ={(r,y) €ER*:y=max+bb+#0}

uma tal recta.

A primeira observagao a fazer é que W nao passa na origem: se x = 0, entao y = b # 0.
Automaticamente, concluimos que W nao pode ser um espago vectorial.

Outra alternativa seria verificar que este conjunto nao é fechado para a soma. Escolhendo
por exemplo u = (1, m + b), temos que u+ u = (1,m +b) + (1, m + b) = (2, 2m + 2b).

Ora (2,2m+2b) estd em W se e s6 se 2m+2b = 2m +b, ou seja, se b = 2b, o que implicaria
b = 0; uma vez que isto nao se passa, concluimos que u + u € W. Logo W nao é fechado para
a soma, donde nao é um subespaco linear de R?.

Exercicio 7. Verifique que as rectas e planos que passam pela origem sao subespacos linea-
res de R3, enquanto as rectas e planos que nao passam pela origem nao o sao. Recorde que a
equagao geral dum plano em R3 é Az + By + Cz = D (e o plano passa pela origem se e s6
se D = 0) enquanto uma recta é definida pelas duas equagoes y = mix + by e 2 = max + by,
passando pela origem se e s6 se by = by = 0.

Figura 2.6: Uma recta de R? que nao passa pela origem nao ¢ um subespaco linear de R2.
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Exercicio 8. Verifique que os seguintes conjuntos ndo sao subespacos vectoriais de R2.
(a) A pardbola de equagio y = z* + 3z.

(b) A unido das duas rectas y =2z e y = —x.

Em geral, qualquer recta ou plano em R™ que passe pela origem ¢ subespaco linear de R”,
enquanto que qualquer recta ou plano de R™ que nao passe na origem nao o é. A segunda
afirmacao é simples de verificar: nenhum desses conjuntos contém a origem, que é precisamente
o vector zero em R". Mais adiante veremos formas simples de demonstrar a primeira afirmacao.

Vamos agora ver exemplos de subespacos lineares de outros espagos.

Exemplo.

4. Consideremos o espago linear Msyo. As matrizes de dimensao 2 X 2 cujo determinante
¢ igual a 1 nao formam um subespaco linear de Msyo: o vector 0 em Msyo é a matriz
nula Oz42, que tem determinante 0, logo este conjunto nao pode ser subespaco linear de
M2><2-

5. O conjunto S das matrizes singulares de dimensao 2 x 2 também nao é um subespagco
linear de Msy5. Observe-se que o argumento que usamos atras nao nos ¢é util neste caso:
a matriz 0242 tem determinante 0, pelo que estd em S.

Para S ser um espaco linear, S teria de ser fechado para a soma e para o produto por
escalares. Vamos ver que de facto nao o é. Escolhendo as duas matrizes

10 0 0
A‘[o o]eB_[o 11’

temos que det(A) = 0 e det(B) = 0, pelo que A e B estao ambas em S, mas A+ B = I,
cujo determinante é 1 e portanto nao esta em S. Entao S nao é fechado para a soma,
pelo que nao é um espaco linear.

6. Considere-se o conjunto Z das sucessoes reais cujo limite é 0 e vejamos que Z é um
subespaco linear de RY. Se u e v sdo duas sucessoes com limite 0, entdo das propriedades
operatorias dos limites sabe-se que a sua soma u+wv também tem limite 0. Analogamente,
se a é um real arbitrario, entao limau = 0. Logo Z é fechado para a soma e produto
por escalares, pelo que é um subespaco linear de RY.

7. Considere-se agora o espago F (R) de todas as fungoes reais e consideremos o conjunto
C!' (R) das funcoes diferencidveis em todo o R.

Dos resultados da Anélise, sabe-se que a soma de funcoes diferenciaveis é ainda uma
funcao diferenciavel, tal como o produto de uma funcao diferenciavel por uma constante
real. Entao C' (R) é um subconjunto de F (R) que ¢ fechado para a soma e produto por
escalares, sendo portanto um subespago vectorial de F (R).
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8. Escolha-se um ntmero natural n e tome-se o conjunto P, dos polinémios de grau menor
ou igual a n. Por exemplo, P; é o conjunto de todas as funges da forma p(z) = ax + b;
P, é 0 conjunto das fungoes da forma p(z) = ax?+ bz + ¢; P3 contém as fungoes da forma
p(x) = ax® + bx* + cx + d; e em geral P, contém todas as fungoes da forma

p(z) =az™ + -+ a1z +ap.

Claramente P, C F (R), uma vez que os polindmios sao fungoes reais de variavel real
definidas em toda a recta real. Mais, tem-se ainda P, C C' (R). Vamos verificar que P,
é um subespaco linear de F (R) e de C* (R).

Fecho para a soma. Se p e q sao dois polindémios de grau menor ou igual a n, entao a sua
soma ainda é um polinémio de grau menor ou igual a n, uma vez que (p+ q)(x) pode ser
calculado como

(p+Q)(x) = (an+bn>xn+"'+ (al +bl)x+(a0+bo)
se assumirmos que

p(x) =a, 2"+ -+ ax+ag e q(x) =ba" + -+ bz +b.

Fecho para o produto por escalares. Tomando p como acima e escolhendo um real a, a
fungao ap continua a ser um polinémio de grau menor ou igual a n, ja que (ap)(z) é uma
funcao com os coeficientes de p multiplicados por a:

(ap)(z) = aa,z™ + - - - + aayz + aqg -

Entao P, é um espago linear, pelo que é subespaco linear de C* (R) e de F (R).

9. Considere-se finalmente o espago P dos polindmios de grau menor ou igual a 2 tais que
P’ (2) = 0 e vejamos que P é um subespago linear de Ps.

Fecho para a soma. Se p e q sao dois polinémios de grau menor ou igual a 2 tais que
P (2) =0e ¢ (2) =0, entdo a sua soma é um polinémio diferencidvel tal que

(P+q)2)=p(2)+d(2)=0+0=0.

Fecho para o produto por escalares. Tomando p como acima e escolhendo um real a, o
polinimio ap é diferenciavel e

(ap)'(2) =ap'(2)=ax0=0.

O conjunto P é portanto um subespago linear de P, (e por consequéncia também de

C' (R) e F (R)).

Exercicio 9. Quais dos seguintes espacos de matrizes sao subespagos de M,, "

() {Asxs | det(A) # 0} (c) {Asxs | trA =0}
(b) {Aax2 | A é uma matriz diagonal} (d) {Aaxs | a;; >0}
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Exercicio 10. Quais dos seguintes conjuntos de polindmios sao subespacos vectoriais de P,?
(a) {ax®+bx +c|b*—ac<0} (c) {az* +bx+c|b® —ac>0}
(b) {ax®+bx? + cx | a,b,c € R} (d) {p(z) € P, | p(—=1) =p(1)}

Exercicio 11. Quais dos seguintes conjuntos de fungoes sao subespagos vectoriais de F (R)?

(a) {f € F(R)|2*>+ f"(z) =0} (c) {f € F(R) | f é constante}
(b) {f e FR)| f(x) <0} (d) {f € F(R) | f é duas vezes diferencidvel }

2.3 Representacoes de vectores

O facto de qualquer espaco linear dispor de operagoes de soma e produto por escalares permite-
-nos representar vectores a custa de outros. Nesta seccao estudamos o conceito de combinagao
linear e as suas implicagoes.

2.3.1 Combinacoes lineares

Num espago vectorial, usando as suas operagdes (soma e produto por escalares) podemos
construir novos vectores a partir de outros. A uma expressao envolvendo somas e produtos
por escalares chamamos combinacao linear.

Se a designacao de “espago vectorial” d4 énfase a ligacao entre estes espagos e os espacos R”,
ja o termo “espaco linear” frisa a importancia das combinagoes lineares — que sao uma das
ferramentas bésicas da Algebra Linear.

Definicao. Sejam V um espaco linear e S um subconjunto nao vazio de elementos de V. Diz-se
que u € V é combinacgao linear dos elementos de S se existirem elementos sq,ss,...,5, € S e
nimeros reais ¢y, cs, ..., ¢, tais que

U= C181 + C89 + -+ CrSp -

Por outras palavras, uma combinacao linear de elementos de S é um vector que pode ser
escrito a partir dum nimero finito de elementos de S usando apenas somas e multiplicacoes
por escalares.

Este conceito estd longe de ser novidade. Logo na Seccao 1.1, quando introduzimos o
método de eliminacao de Gauss para a resolucao de sistemas de equagoes lineares, definimos
uma das operacoes elementares como “substituir uma linha pela sua soma com um multiplo
de outra” (operacao [; + al;). De seguida, generalizamos esta operagao para a substituicao de
l; por al; + Bl; que nao é mais do que uma combinacao linear das linhas 7 e j da matriz.
Ou seja: o método de eliminacao de Gauss assenta na troca de linhas e na substituicao de uma
linha por uma combinacao linear dessa linha com outra.
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Consideremos um exemplo simples: seja S o subconjunto {(1,0),(0,1)} de R% Entao o
vector (2,1) é combinagao linear dos elementos de S, ja que (2,1) = 2(1,0) + 1(0,1).

Na realidade, qualquer vector de R? pode ser escrito como combinacao linear de elementos
de S: para um vector arbitrério (z,y), tem-se a relacao (z,y) = z(1,0) + y(0,1). Porém, nem
todos os subconjuntos de R? tém esta propriedade.

Exemplo. Considere-se o conjunto S = {(1,1),(—1,—1),(2,2)}. Se u é combinagao linear de
elementos de S, entao existem reais ¢y, ¢o, c3 tais que

= 01(1, 1) + C2<—1, —1) + 03(2, 2) = (Cl —Co + 203, C1 — Cy + 203) s

pelo que as coordenadas de u sdo iguais. Entao o vector (2,1) ndo é combinagao linear de
elementos de S.

Como é que podemos determinar se um vector é combinacao linear de elementos dum
conjunto de vectores duma forma sistematica? Em geral, nao ha um algoritmo para o fazer, ja
que a definicao concreta do espago linear V' pode tornar a questao bastante complexa. Porém,
em muitos exemplos (e em particular nas situagoes que consideraremos nas secgoes seguintes)
conseguimos reduzir o problema a resolugao dum sistema de equagoes lineares.

Para ilustrar este método, imaginemos que queriamos decidir se (1, 2,3) é combinagao linear
dos elementos de S = {(1,1,1),(0,2,1),(—=1,0,1)}, subconjunto de R3. Para tal, teriam de
existir niimeros reais cq, ¢y e c3 tais que

(]-a 27 3) = c1(]-7 17 1) + 62(07 2a ]-) + 03(_]-7 07 1)
= (c1,c1,01) + (0,2¢9,¢0) + (—c3,0,¢3) = (¢1 — ¢3,¢1 + 2¢9,¢1 + 2 + ¢3) .

Ora dois vectores de R? sao iguais se todas as suas coordenadas o forem. Obtemos entdo o
seguinte sistema de equacoes lineares.

c—c3=1 1 0 —1]1 10 —1/1
c1+ 2c9 =2 — 1 2 0|2 lg—ll — 0 2 1 1
01+CQ+63:3 _1 1 1 3 lg—ll 01 2 2 2[3—12
1 0 —1]|1 cp—c3=1 cp—c3=1 cp =2
— |0 2 1 |1 | —K2c0+cz=1 200 tc3 =1 — <K=
00 313 3c3 =3 c3=1 e =1

Ou seja: (1,2,3) =2(1,1,1) + (—1,0, 1), pelo que é combinacao linear dos elementos de S.
Vejamos alguns exemplos que ilustram esta técnica noutros espacos vectoriais.

Exemplo.

1. Considere-se o espago P, de todos os polinémios de grau menor ou igual a 2. Vamos ver
se 4 — x + 82 é combinacao linear dos elementos de

S:{1+2x—x2,6+4x—|—2x2}.

O polinémio 4 — z + 822 é combinacio linear dos elementos de S se existirem reais c; e
co tais que
4—x+8%=¢ (1+2a:—x2) + co (6—1—43@4—2:52) )
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Simplificando a equacao acima, obtemos
4—x+82" =c¢; (1422 — %) + 2 (6 + 4z + 227)
= 1 + 2011 — 122 + 6y + deox + 20912
= (1 + 6¢3) + (201 + 4ca) v + (—c1 + 2¢9) 2°
Ora é um facto conhecido que dois polindmios sao iguais precisamente quando os coe-

ficientes de todas as poténcias de x coincidem. A condicao acima reduz-se portanto ao
seguinte sistema de equagoes lineares.

Cl+6C2:4 C1+602:4 1 6 4
(2¢1 + 4cy) = —x — < 2c; +4cp=-1 — 2 4]-1 Iy — 20,
(—c1+ 2¢9) 2° = 822 —c1+2co =8 -1 2] 8 ls+10
1 6| 4 1 6| 4 1+ =4
— | 0 —8]-9 — 10 =8|-9 | — < —8c=-9
0 8 |12 I3+ 1o 0 01 3 0=3

Como o ultimo sistema é impossivel, nao existem constantes c¢; e co nas condigoes pre-
tendidas. Entao 4 — z + 822 nao é combinacao linear dos elementos de S.

SRR PEARE)

de Msyo e seja A a matriz [ g g 1 Para determinar se A é combinagao linear de

. Seja S o subconjunto

elementos de S, temos de procurar reais c1, co e c3 tais que

3 5 2 1 1 0 1 2
R R TR P R
_ |: 2C1 C1 :| + |: (&) 0 :| + |: C3 2C3 :|
C1 —C1 0 —C9 C3 0
_ |: 2C1+CQ+C3 C1+263 :|

1+ c3 —C1 — Cy

Tendo em conta que duas matrizes sao iguais quando todas as suas entradas sao iguais,
obtemos um sistema de quatro equacoes a trés incégnitas.

21+t =3 2 1 1]3 2 1 1|3
c1+203=5 o0 2is )2y 0 -1 3|7
145 =3 1 0 1|3] 25—1 0 =1 1(3 ]| l3—1
el ey =0 1 —1 0[0 | 2+4 0 =1 1|3 li—1
(2 1 1|3 2 1 1] 3
I U T N U T R
0 0 —2|-4 0 0 —2|-4
(0 0 —2| 4] l—1 00 0]0
'201+02—|—03:3 =1
—> < —Cy+3c3=7 — S cp=-—1
([ —2c3=—4 c3 =
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ol = [0 Sl Al )

sendo portanto combinacao linear daquelas matrizes.

donde

Exercicio 12. Escreva os seguintes vectores como combinagao linear de elementos do conjunto

S =1{(0,-2,2),(1,3, -1}

(a> (27 27 2) (C) (27 87 _4) (e) (_27 _27 _2) (g> (37 37 3)
(b) (17 _17 3) (d) (07 27 _2) (f) (27 67 _2) (h> (07 07 0)

Exercicio 13. Seja S = {2+z+42? 1 — 2+ 322, 3+ 2x +52%}. Escreva os seguintes vectores
como combinagcao linear de elementos de S.

(a) =9 — Tz —152%  (d) 7+ 8z + 922 (g) —x+ 1022 (j) 6+ 2z + 622
(b) 6+ 11z + 62 (e) 2+ 2z + 42? (h) 15+ 3z + 922 (k) 1
(c) 0 (f) 2 — 3z + 622 (i) 1—2x+ 2? (1) z?

Exercicio 14. Seja S o conjunto

=% S

Quais dos seguintes vectores sao combinacao linear de elementos de S?

) {g —82} b) {102 105} © [102 104} (d) {_41 ;}

2.3.2 Espaco gerado por um conjunto de vectores

Partindo dum conjunto S de vectores, podemos agora pensar em todos os vectores que se
)
podem construir a partir desses por formagao de combinacoes lineares.

Definicao. Sejam V um espaco linear e S um subconjunto nao vazio de V. A expansdo linear
de S ou espago gerado por S é o conjunto L(S) de todas as combinagoes lineares de elementos
de S. Diz-se ainda que S é o conjunto gerador de V', ou que S gera V', e aos elementos de S
chama-se geradores.

O grande interesse deste conceito é permitir representar elementos dum conjunto tipica-
mente grande (L(S) é quase sempre infinito) a custa de poucos elementos. Vejamos alguns
exemplos.
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Exemplo.

1. Em R?, considere-se o conjunto S = {(1,1)}. O espago gerado por S é o conjunto de
todas as combinagoes lineares envolvendo o vector (1,1), ou seja, o conjunto de todos os
pontos da forma ¢(1,1) = (¢, ¢). Portanto L(S) é a bissectriz dos quadrantes impares.

2. Em R3, considere-se o conjunto S = {(1,0,0),(1,0,1),(0,0,1)}. O espago gerado por S
é o conjunto de todos os vectores U de R3 da forma

U =¢1(1,0,0) 4 ¢2(1,0,1) + ¢3(0,0,1) = (€1 + 2,0, ¢2 + ¢3) -

E facil ver que qualquer vector (z,y, z) satisfazendo a condigao y = 0 é desta forma (pode
ser escrito tomando ¢; = x, ¢c3 = z e ¢y = 0); entao L(S) é o plano y = 0.

3. Em RY, considere-se o conjunto S = {u,v} com u, = 1 para todo o n e v, = —1 para
todo o n. O espaco gerado por S é o conjunto de todas as sucessoes da forma ciu + cov,
ou seja, das sucessoes s tais que

s(n) = ¢ + ¢o para todo o n.
Entao L(S) é o conjunto de todas as sucessoes constantes.

4. Nao é necessério que S seja um conjunto finito, embora cada combinacao linear sé possa
usar um numero finito de elementos de S. Na teoria da aproximacao, usam-se muitas
vezes espacos gerados por conjuntos infinitos de fungoes. Por exemplo, os espacgos P,
sdo gerados por {1,z,z?, ..., 2"}, enquanto o espaco P de todos os polinémios é gerado
por todas as poténcias de x (ou seja, P = L ({1,z,2%...,2",...})), que j& nao é um
conjunto finito.

E importante observar que em todos estes casos o conjunto L(S) é um espago vectorial.

Exercicio 15. Descreva os espagos L(S) para os conjuntos S seguintes.

a) S ={(1,0), (0, C R2 _ 2 0 0 1
dotommaes UL e

(¢) §=1{(1,0,1),(0,1,~1)} C R? () S:{[(l) éHi 8]}9’”“

Exercicio 16.  Verifique que L(S) é um espago vectorial para todos os conjuntos S no
exercicio anterior.

O conceito de combinacao linear esta intimamente relacionado quer com o de espaco gerado
por um conjunto, quer com o de espaco linear. Nao surpreende portanto que haja fortes relagoes
entre estes dois conceitos.

Teorema 4. Sejam V um espago linear e S um subconjunto nao vazio de V. Entao L(S) é
subespaco linear de V.
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Demonstragao. Para verificar que L(.S) é subespago linear de V', basta mostrar que é fechado
para as operagoes de soma e produto por escalares. Dito por outras palavras, temos de mostrar
que a soma de duas combinacoes lineares de elementos de S é ainda um elemento de S e que
o produto duma combinacao linear de elementos de S por um escalar continua a ser uma
combinacao linear de elementos de S.

Fecho para a soma. Sejam u e v elementos de L(S). Entdo u e v sdo combinagoes linea-
res de elementos de S, pelo que existem elementos s1,S9,...,8, € r1,T9,...,T, de S e reais
C1,Co,...,Cp e dy,ds, ..., d, tais que

U =181+ 282+ -+ + ¢Sy v=diry +dora + -+ dprm -

Entao
U+ V=018 + 89+ -+ ¢Sy, +diry +dore + -+ dpr,

é combinagao linear de elementos de S. Logo u + v € L(S), ou seja, L(S) é fechado para a
soma.
Fecho para o produto por escalares. Sejam u como atras e a € R. Entao

au = a(c181 + caSg + -+ + CpSp) = 1Sy + acaSe + -+ -+ acy Sy,

pelo que au € L(S) e, portanto, L(.S) também ¢é fechado para o produto por escalares.
Conclui-se assim que L(S) é subespago linear de V. O

O conceito de combinacao linear também permite caracterizar subespacos lineares de V.

Proposicao 27. Sejam V um espaco linear e W C V. Entao W é subespaco linear de V' se e
s6 se qualquer combinagao linear de elementos de W esta em W.

Demonstragao. Se qualquer combinacao linear de elementos de W estiver em W, entao W
é fechado para a soma e para o produto por escalares, j4 que estes sao casos particulares de
combinacoes lineares; logo W é subespaco linear de V.

Reciprocamente, suponha-se W ¢ fechado para a soma e para o produto por escalares e seja
u = ciwy + cowy + - - - + ¢, w, uma combinacao linear de elementos de W. Como W ¢é fechado
para o produto por escalares, os vectores c;wy, cows, . . ., c,w, sao todos elementos de WW; como
W é fechado para a soma, a sua soma também pertence a W. Logo u € W. O

Dito doutra forma: um subconjunto W dum espago vectorial V' é um subespacgo linear de
V se e s6 se L(W) = W. Este resultado dé-nos ainda outra forma de provar que um conjunto
é subespaco vectorial doutro: basta mostrar que é fechado para combinacoes lineares. Na
realidade, basta até mostrar que é fechado para combinagcoes lineares de dois elementos.

2.3.3 Dependéncia e independéncia linear

Vimos na seccao anterior que pode haver conjuntos relativamente pequenos que geram todos
os elementos dum espago vectorial V. Um exemplo foi o do conjunto S = {(1,0),(0,1)}, que
gera R%. Nesta seccao vamo-nos preocupar com uma questdo de certa forma complementar:
quando é que podemos retirar elementos de um conjunto de geradores mantendo o espago por
eles gerado?

Apontamentos de Algebra Linear



102 CAPITULO 2. ESPACOS LINEARES

Definicao. Sejam V um espaco linear com elemento zero Oy e S um subconjunto nao vazio
de V. O conjunto S é linearmente independente se para quaisquer elementos sq, Sg,...,S, € S
ecy, ..., cp € R, aequacao

181 + 89 + - -+ ¢S, = Oy

tem uma unica solucao ¢; = ¢ = -+ = ¢, = 0. Caso contrario, S diz-se linearmente depen-
dendente.

Por outras palavras: S é linearmente independente se a tnica combinacao linear de ele-
mentos de S que representa o vector nulo é a combinacao linear com todos os coeficientes
nulos.

O conceito de independéncia linear é fundamental para o que se segue, pelo que é importante
discuti-lo com algum cuidado. Vamos comecar por analisar alguns exemplos para perceber
como é que se verifica se um conjunto é linearmente independente.

Exemplo.
1. Tome-se o subconjunto
S = {<1’ 2, _1>7 (07 2, _3)7 (27 0, 1>}

de R3 e vamos ver se S é linearmente independente. Para tal, temos de estudar as solucoes
da equacao
c1(1,2,—1) + ¢2(0,2,—3) 4+ ¢3(2,0,1) = (0,0,0) .

Ora

01(1, 2, —1) + 62(0, 2, —3) + 63(2, 0, 1) = (Cl, 261, —Cl) + (07 202, —302) + (203, 07 03)
= (Cl —+ 2C3, 261 + 2C2, —C1 — 302 + Cg) .

Daqui obtém-se o seguinte sistema de equacoes.

Cl+203:0 1 0 210
2c1 +2c =0 — 2 2 01]0 Iy — 2y
—01—362+C3:O _—1 —3 1 O lg—f-ll
[1 0 2 (0] 10 210
— |0 2 —410 — |0 2 —41]0
| 0 =3 310 2l3 + 3l 00 —6/0

Este sistema é homogéneo, possivel e determinado, logo a sua tinica solucao é a solugao
c1 = ¢ = c3 = 0. Assim, conclui-se que S é linearmente independente.

2. Considere-se agora o espaco linear P, e tome-se
S = {1+x,—1+4x—x2,—2+3x—x2} :
O conjunto S ¢ linearmente independente se a equacao
a(l+z)+e (144 —2*) +c3(—2+3z—2°) =0

tiver como unica solugao ¢; = ¢3 = c3 = 0.
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Ora

a(1+a)+c (144 —2%) + ¢35 (=2 + 3z — 2?)
= 1+ 1 — ¢y + deow — cox® — 203 + 3¢5 — 3
= (c1 — ¢y — 2c3) + (c1 + ey + 3¢3) v + (—cy — ¢3) 2

2

e este polinémio é o polinémio nulo se todos os seus coeficientes forem 0. Obtemos entao
o sistema homogéneo de equacoes

cp—Cy—2c3=0 1 =1 =210 1 —=1 =210
1 +4c+3c3=0 — |1 4 3|0| lb-l41 — |0 5 510
ey —c3 =0 |0 -1 =10 | 0 —1 —1/0 | Ily+5l
(1 —1 =20
— |0 =5 =50
0 0 0 [0 ]

que tem dois pivots para trés incognitas, sendo portanto possivel indeterminado. Assim,
hé varios valores possiveis para ¢, ¢y e ¢z, pelo que S é linearmente dependente.
’ 3

3. Considere-se o subconjunto

{10 ST 2T

de Msyyo. Para verificar se S é linearmente independente, temos de resolver o sistema

11 1 -1 0 —2 60]_,
Clg |ty o |71 1| Ta@lg 5|7 %

ou, equivalentemente

|:Cl—|—02—|—664 01—62—263

02+03+3C4 61—03+3C4 :| :02><2-

Esta equacao equivale a exigir que todas as entradas de ambas as matrizes coincidam,
obtendo-se o seguinte sistema de equagoes.

¢+ e+ 06cg =0 1 1 0 6/0
01—02—26320 1 -1 -2 010 lQ—ll
—
02+03+3c4:0 0 1 1 310
e — o+ 3es = 0 10 -13|0] L1
1 1 0 310 1 1 0 310
0 =2 -2 =60 0 =2 -2 =30
0 1 1 310 2l3 + Iy 0 O 0 010
| 0 -1 -1 =30 2l — 1y 0 0 0 010

Uma vez que este sistema é possivel mas indeterminado (sé restam duas equagoes para
quatro varidveis), concluimos que existem vdarias combinagoes lineares que permitem
obter a matriz nula a partir de elementos de S. Logo S nao ¢é linearmente independente.
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4. Vamos agora ver se o subconjunto

S (T I HAE EE R A,

de M3 é linearmente independente. Para tal, temos de estudar as solucoes de

112, fr-t o], [111], 1o 1] _,
Alo 10721 0 1|00 0| "M 21 =1 —1 | Vs

ou, equivalentemente, de

Ci+cCo+c3+c4 €1 —Co+C3 201+03—C4
Co — C4 €1 —C4 —Cy — (4

} = 02><3~

Tendo em conta que duas matrizes sao iguais quando todas as suas entradas coincidem,
obtemos o seguinte sistema de equagoes.

(01+62+63+C4:0 -1 1 1 1 O-
ca—c2teg=0 1 -1 1 00| lb—0
201+03—C4:O N 2 0 1 —-1]0 13—2l1
S 0 1 0 —1[0
e — ey = 0 1 0 0 —1]0] I;—10
0 -1 0 —-1/0
\—02—64:0 - -
[1 1 1 1]0] (1 1 1 1[0
0 -2 0 -1/0 02 0 110
. 0 =2 =1 =3|0 | Il3—1I N 00 -1 =20
0 1 0 =101 2l4+1 00 0 =30
0 -1 -1 =210 | 2l5—1 0 0 =2 =3|0 | Il5—2I
0 -1 0 —1]0] 2—1 (00 0 —1]0
1 1 1 1 /]0] 11 1 1 [0]
02 0 110 02 0 110
N 00 -1 =210 N 00 -1 =210
00 0 =3]0 00 0 =3]0
00 0 1|0 3ls5+1, 00 0 010
(00 0 —1|0] 3ls—14 (00 0 00

que é um sistema possivel determinado. Conclui-se portanto que o conjunto S é linear-
mente dependente.

Exercicio 17. Determine se os seguintes subconjuntos de R? sao linearmente independentes.

(a) {(2,3)} (b) {(1,0),(0,1)} (©) {(2,2),(2,-2);  (d) {(1,2),(2,1)}
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Exercicio 18. Determine se os seguintes subconjuntos de R? sao linearmente independentes.
(a) {(1707 0>’(_2’070)} (C) {(17_276)7(27_17())’(_1’17_2)}
(b> {(27171)?(_17_271>7(17070)7(27174)} (d) {(27171)7(17_271)7(17070)}

Exercicio 19. Determine se os seguintes subconjuntos de P, sao linearmente independentes.

(a) {z+3,2—3} (b) {z +3,2,2> +z + 3} (c) {22+ 3,2 — 1,3}

Por defini¢ao, qualquer subconjunto de um conjunto linearmente independente é linear-
mente independente. De facto, se S C T e ¢151 + ¢80 + - -+ + ¢, 8, € uma combinacao linear
de elementos de S, entao também é uma combinacao linear de elementos de T'; logo, se S
for linearmente dependente, existe uma combinagao linear de elementos de S com coeficientes
nao nulos que corresponde ao vector nulo. Esta combinagao linear também é uma combinagao
linear de elementos de T', donde T também ¢ linearmente dependente.

Podemos também caracterizar a independéncia linear apenas a custa dos elementos do
proprio conjunto S.

Proposigao 28. Sejam V' um espaco linear e S um subconjunto nao vazio de V. O conjunto S
¢ linearmente dependente se e s6 se pelo menos um dos elementos de S é combinacao linear
dos restantes elementos de S.

Demonstragao. Suponha-se que o conjunto S é linearmente dependente. Entao existem
elementos si, So,...,8, € S e reais ¢, co, . . ., ¢, nao simultaneamente nulos tais que

181 + 89+ +cps, =0.

Podemos assumir que ¢; # 0 (eventualmente trocando os nomes dados aos coeficientes). Entao,
lendo a relagao acima como uma equacao linear e resolvendo-a em ordem a s, obtemos

C2 C3 Cn
S]] —=——""89 — —83—+"— —8,.
C1 1 1
Logo, s; é combinacao linear de so, S, ..., Sy.
Reciprocamente, suponha-se que s € S é combinacao linear dos elementos si, So, ..., s,
de S, ou seja, que s = ¢181 + 289 + - - - + ¢, 8, para alguns coeficientes nao nulos ¢y, ..., c,.
Entao, temos que

1851+ C2So+ -+ s — 5 =0,

0 que mostra que a combinacao linear ¢18; + 282+ - - - + ¢, 8, + (—1)s é uma combinagcao linear
de elementos de S com coeficientes nao todos nulos que representa o vector nulo. Logo S é
linearmente dependente. U

Podemos ler este teorema por contra-reciproco, obtendo uma caracterizagao de conjuntos
linearmente independentes: um conjunto S é linearmente independente se e sé se nenhum
dos seus elementos for combinacao linear dos restantes. Na pratica, ha situagoes em que esta
caracterizacao é simples de usar.
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Exemplo.

1. Considere-se o subconjunto S = {(1,0), (0,1),(2,2)} de R%. Uma vez que se tem a relagao
(2,2) = 2(1,0) 4+ 2(0,1), existe um elemento de S que é combinagao linear dos restantes.
Logo S é linearmente dependente.

2. Considere-se o subconjunto S = {(1,1,1),(2,2,2),(1,0,—3)} de R3. Tem-se a relagio
(2,2,2) =2(1,1,1), pelo que ha um elemento de S que é combinagao linear dos restantes.
Logo S é linearmente dependente.

3. Considere-se o subconjunto S = {z? + 1,2 + 1,22 + z + 2} de P,. Uma vez que se tem
(22 4+1) + (z + 1) = 2% + x + 2, existe um elemento de S que é combinagao linear dos
restantes. Logo S é linearmente dependente.

4. Considere-se o subconjunto S = {Iz,2I5} de Ms.2. Uma vez que 2I, é combinagao linear
de I, o conjunto S é linearmente dependente.

5. Considere-se o subconjunto S = {cos?(z),sin’*(z),1} de F (R). Uma vez que a relagao
cos?(z) + sin?(x) = 1 é vélida para todos os reais, a terceira fun¢ao de S é combinagao
linear das duas anteriores. Logo S é linearmente dependente.

Em geral, este resultado so € 1til quando ha um elemento de S que é claramente combinacao
linear de outros (tipicamente, um elemento é multiplo de outro); quando tal nao sucede, é
a partida mais expedito formular a questao directamente como resolucao dum sistema de
equacoes.

Este resultado tem consequéncias importantes. Se S é um conjunto linearmente dependente,
entao podemos escolher um elemento s € S que seja combinacao linear dos restantes; o conjunto
S\ {s} que se obtém é um conjunto com menos elementos que ainda gera o mesmo espago.

Proposicao 29. Sejam S um conjunto linearmente dependente e s um elemento de S que

possa ser escrito como combinagao linear dos restantes elementos de S. Entao L(S) = L(5’),
onde " = S\ {s}.

Demonstragao. Seja s = ¢181 + €282 + -+ + ¢,8, € seja u um elemento de L(S). Entao u é
combinacgao linear de elementos de S, por exemplo

u:d1t1+d2t2+---+dmtm

com tq,tg,...,t, €S.
Se nenhum dos ¢; for o elemento s, entdo u é combinacao linear de elementos de S’, donde
u € L(S’). Suponha-se sem perda de generalidade que t; = s. Entao

u=dit; +doty + - + dpty,
=dy (151 + 252 + - -+ CpSn) + dato + - + dpptiy,
= (c1dy) 51+ (cody) So + -+ - + (Cndy) 55 + dota + - - - + dytyy,

donde u é ainda combinacao linear de elementos de S’.
Conclui-se portanto que L(S) = L(S5"). O
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2.4 Bases, coordenadas e dimensao

Na seccao anterior, vimos como podemos usar combinacoes lineares para gerar espacos vecto-
riais a partir de conjuntos com poucos elementos e discutimos a redundancia que pode existir
numa tal representacao. Nesta seccao, vamos discutir o conceito de base: um conjunto gerador
dum espacgo vectorial tao pequeno quanto possivel. Veremos que esta minimalidade corres-
ponde nao s6 a exigir que o conjunto seja linearmente independente, como a garantir que
cada elemento pode ser escrito duma tnica forma como combinacao linear de elementos da
base. E esta propriedade que nos vai permitir trabalhar com muitos espacos vectoriais como
trabalhamos com R", abstraindo da sua estrutura concreta.

2.4.1 Bases de um espaco linear

Seja V um espaco linear e S um seu subconjunto que gere V', ou seja, tal que L(S) = V. Entao
todo o elemento de V' é combinagao linear dos elementos de S, donde conhecendo apenas o
conjunto S podemos determinar todos os elementos de V. Mas sera que precisamos de conhecer
todos os elementos de S7

Suponhamos que o conjunto S é linearmente dependente. Entao pelo menos um dos seus
elementos pode ser escrito como combinagao linear dos restantes elementos de S. Vimos no
final da seccao anterior que retirando esse elemento de S obtemos um conjunto mais pequeno
que ainda gera S. Por outro lado, se nao houver nenhum elemento nessas condigoes, é claro
que nao podemos retirar elementos a S: o elemento que retirassemos seria um elemento de V'
que nao era gerado pelo novo conjunto.

Obtemos entao a seguinte definigao fundamental.

Definigao. Seja V' um espaco linear. Um subconjunto S de V é uma base de V se S é
linearmente independente e L(S) = V.

Diz-se que o espaco linear V' tem dimensao finita se admite uma base S com um numero
finito de elementos, que tem dimensdao infinita se admite uma base com um nimero infinito
de elementos, e que tem dimensdo nula se admite uma base vazia (ou seja, se V- = {0}).

Estas defini¢coes nao trazem nada de novo, a nao ser a unificacao entre diferentes conceitos
que ja abordamos nas secgoes anteriores. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo.
1. O conjunto S = {(1,0),(0,1)} é uma base de R?.

- S é linearmente independente.

c1(1,0) + ¢2(0,1) = (0,0) — (c1,¢2) = (0,0) — {Cl -

[

- L(S) = R?% temos de mostrar que qualquer vector (z,y) pode ser escrito como
combinagao linear dos elementos de S.

a(1,0) + e(0.1) = (2,y) — (e1,02) = (2.) — {Z _,

Logo S é uma base de R?, dita a base candnica de R2.
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2. O conjunto S = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} é uma base de R3.

- S ¢ linearmente independente.

Cl(la 17 1) + 02(17 170) + 63(17070) = (07070) — (Cl + C2 + C3,C1 + 02701> = <07070)

crt+cate3=0 cp =10
—{ci+ce=0 — <=0
cp =0 c3 =10

- L(S) = R?: temos de mostrar que todo o vector (z,y,z) de R pode ser escrito
como combinacao linear dos elementos de S.

01(17 17 1) + 02(17 170) + 03(1707()) = (xvya Z)

ci+Cc+c3==x
— (a+ o+ e300 +e2,0) = (2,y,2) —

cltc=y
i =2z
z+(y—2)+c==x c3=x—Yy
— =Yy —2z 7 C=Y—=z

L =2z Cl =2z

Logo S é base de R3.

{3 o) (3] (28] 5 2])

é uma base do espago Msys.

3. O conjunto

- S ¢ linearmente independente.

Lol foi], [oo], [oo0]_,
Ao o] "2loo0| ™S 1 0| "o 1| 22

. |:Cl CQ:|:OZX2_>{01:O,C2:O

C3 C4 c3=0,c4=0

. b .
- L(S) = Msys: temos de mostrar que qualquer matriz [ ¢ d } pode ser escrita

como combinacao linear dos elementos de S.
610+601+000+600_ab
100 *loo Sl1o lo1| |ed
[cl cg] {a b} c1=a,co=>0
— = —
€3 G4 c d cg=c,cy =d
Logo S é uma base de Msy», dita a base candnica de Msyo.

4. O conjunto S = {1,z, 2%} ¢ uma base do espaco P, dos polinémios de grau menor ou
igual a 2.
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- S é linearmente independente.

cl = 0
011+025E+C3I2:0—> co =0
C3 = 0
- L(S) = P,: temos de mostrar que todo o polinémio p de grau menor ou igual a 2

pode ser escrito como combinacao linear dos elementos de S — o que é imediato,
pois p(z) tem a forma az? + bz + c.

Logo S é base de P, dita a base candnica de Ps.

5. Vimos anteriormente que o conjunto S = {1+ z,—1+4x — 2 —2 + 3z — 2?} nao é
linearmente independente, logo nao pode ser uma base de Ps.

Os exemplos acima permitem concluir que R?, R3, Mo e P; sdo espacos de dimensao
finita. J& os espagos RY, F (R), C' (R) e P sdo espacos vectoriais de dimensao infinita.

Exercicio 20.

(a) Indique quais dos conjuntos do Exercicio 17 sdo bases de R
(b) Indique quais dos conjuntos do Exercicio 18 sdo bases de R3.

(¢) Indique quais dos conjuntos do Exercicio 19 sdo bases de P, e quais sdo bases de Ps.

A partir deste ponto, vamos concentrar o nosso estudo em espagos vectoriais de dimensao
finita.

2.4.2 Vectores e coordenadas

O conceito de base generaliza o conceito de referencial em R", no sentido em que cada elemento
do espaco é representado por vectores de coordenadas numa base do espago. No caso de R", um
vector é usualmente escrito em coordenadas, sendo a base o conjunto dos vectores unitarios
sobre os eixos. Por exemplo, em R? temos a base {(1,0),(0,1)}, constituida pelos vectores
unitarios sobre os eixos dos xz e dos yy. Em R?, temos a base {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
constituida pelos vectores unitarios sobre os eixos dos zx, yy e zz. As bases de R que
generalizam esta construgao chamamos bases canonicas de R™.

Escrever um vector de R" em coordenadas nao é mais do que escreveé-lo de forma resumida
como combinacao linear dos vectores da base, indicando apenas os coeficientes da combinagcao.
Por exemplo, o vector (2,1) em R? corresponde & combinagao linear 2(1,0) + 1(0,1); em R3,
o vector (1,0, —1) corresponde a combinagao linear 1(1,0,0) + 0(0,1,0) + (—1)(0,0,1). Esta
forma de representar vectores pode ser generalizada a qualquer espago vectorial: fixada uma
base deste espaco, qualquer vector pode ser escrito como combinacao linear dessa base, servindo
esses coeficientes como coordenadas do vector. Esta representacao goza de uma propriedade
fundamental, habitual em R™: é tnica.

Proposicao 30. Sejam V um espaco linear e B = {vy,vs,...,v,} uma base de V. Entao
qualquer vector u € V' pode escrever-se de forma tinica como combinacao linear de elementos

de B.
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Demonstracao. Seja u um elemento de V. Como B é uma base de V', entao u pode escrever-se
como combinagao linear dos elementos de S na forma

U = C1V1 + CoUy + - -+ + CpUy

para determinados numeros reais ¢, ¢, . .., Cp.
Suponhamos agora que havia outra forma de escrever u como combinacao linear dos vectores
V1, Vg, . .., Uy, POT exemplo
w = dyvy + dovg + -+ + d, v,

com dy,ds, ...d, nimeros reais. Subtraindo estas duas igualdades, concluimos que
u—u=(c—dy)v Cy —do)v Ccn — dy) vy, .
, (a1 1) v+ (2 —d2)va + -+ ( )

Ora B é linearmente independente. Entao a combinacao linear do lado direito desta equacao

tem necessariamente todos os coeficientes nulos, donde ¢; — d; = 0 parai =1,2,...,n. Entao
c1 =dy,co =ds,...,c, =d,. Conclui-se portanto que s6 existe uma forma de escrever v como
combinagao linear de elementos de B. O
Definigao. Sendo V' um espago linear com base B = {vy,vs,...,v,}, existe uma tnica forma

de escrever u como combinacao linear de elementos de B. Seja
U = C1V1 + CoUg + - -+ 4+ CpUy, -
Os numeros ¢, ¢a, . . ., ¢, chamam-se as coordenadas de u na base B e escrevemos
(u)p = (c1,¢9,...,Cpn) -

A determinacao das coordenadas dum vector é novamente um problema de combinagoes
lineares que se reduz a resolugao dum sistema de equacoes lineares. Por exemplo, se quisermos
saber quais as coordenadas do vector (1,—2,3) na base B = {(1,—-1,2),(0,1,1),(-2,1,1)}
de R3, temos de encontrar os coeficientes ¢, ¢s e cs tais que

01(17 _17 2) + 02(07 17 1) + CS(_27 17 1) = (17 _27 3) :
Uma vez que
Cl(]_, —]_, 2) + CQ(O, 1, ].) + 63(—2, ]_, 1) = (Cl - 203, —cC1 + ¢ + C3, 261 + co + Cg) s

obtemos o seguinte sistema de equagoes lineares.

c1—2c3=1 1 0 —2|1 1 0 —2]1
—Cc1+cyg+c3 = -2 — -1 1 1 —2 L+l — 01 —-1|-1
261+CQ+03:3 2 1 1 3 l3—211 0 1 5 1 13—l2
1 0 —2| 1 cp—2c3=1 g —2c5=1 cl:g
— 01 1|1 | =da-a=-1 —{a-g=-1 —{c=-12
00 6|2 6y = 2 g =1 e =1

donde ((1,-2,3))p = (2, —

W

).

W=

Y
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E preciso ter algum cuidado quando se trabalha com bases e coordenadas. Vimos atras que
By ={(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}
era uma base de R?; contudo, este espaco também admite a base canénica
By ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.

Considere-se o vector (4,3,5). Para o escrever em coordenadas da base Bj, temos de
resolver o sistema de equacoes

c1(1,1,1)4+ca(1,1,0) 4+ ¢5(1,0,0) = (4,3,5) — (c1 + ca + ¢3,¢1 + 2, ¢1) = (4,3,5)

01+CQ+03:4 3+03:4 03:1
— et =3 — <5+ =3 — Ky =2
=95 cp =5 =5

donde se conclui que
(4,3,5) =5(1,1,1) — 2(1,1,0) + (1,0,0)

e portanto
((47 37 5))31 = (57 _27 1) :

Por outro lado, tem-se trivialmente
(4,3,5) = 4(1,0,0) + 3(0,1,0) + 5(0,0,1),

donde na base candnica se tem

((4,3,5))5, = (4,3,5).

Este exemplo aponta um pormenor importante: as coordenadas dum vector sao tnicas
fixada a base. E fundamental ter o cuidado de, num mesmo problema, trabalhar sempre com
a mesma base em cada espago.

Vejamos mais alguns exemplos, agora envolvendo polinémios.

Exemplo.
1. Consideremos os seguintes elementos de P,.
p(z) =2° + 3z —2 q(x) = (22 +3)(3z — 1) r(z) = 2% — 9

Fixemos a base canénica B = {1, z,2?} de P,. A forma como habitualmente escrevemos
os polinémios torna extremamente simples representa-los em coordenadas desta base.

5 =1(-2,31)
(¢(z))p = (62° + Tz — 3) , = (—3,7,6)
5= (-9,0,1)

Observe-se que os polinémios de B surgem por ordem crescente de grau, pelo que as
coordenadas surgem na ordem inversa a que estamos habituados.
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2. Pensando agora na base C' = {2?,z,1} de P, (que difere da base canénica apenas na
ordem pela qual os polindmios surgem), as coordenadas dos mesmos trés polinémios serao
agora

(p(d?))c = (17 37 _2> (q(l’))c = (67 77 _3) (T<I>)C = (17 07 _9) .

3. Finalmente, tomando agora a base D = {z* — 1,22 + 22,z + 4}, vamos escrever o0s
mesmos trés polindmios em coordenadas na base D. Para tal, temos de resolver trés
sistemas de equagoes lineares.

c1 (:c2 _ 1) + ¢ (2:6‘2 + 2:13‘) + c3(x +4) = p(x)
— (=1 +4c3) + (2c0 +c3)x + (¢ + 2¢0) 2% = —2 + 32 + 22

—c1 +4c3 = -2
—> R 2co+c3=3
c1+2c=1
¢ (22 = 1) 4 ¢2 (22% 4 22) + c3(z + 4) = q(z)
— (—c1 +4e3) + (2ea + c3) T+ (1 + 262) 2% = =3 + Ta + 622
—c1 +4c3 = -3
—> 200 +c3=7
c1+2c9=06

C1 (1E2 — 1) + ¢ (2372 + 2$) +es(z+4) =7r(x)
— (—c1 +4e3) + (2c2 +c3)x + (e + 2¢0) 2° = —9 + 27

—Cl+403:—9
— 202+03:0
Cl+202:1

Uma vez que estes sistemas tém todos a mesma matriz de coeficientes A, podemos
comegar por calcular a inversa dessa matriz usando por exemplo a regra dos cofactores.

10 4 X [-2 8 -8
A= 0 21 A7t = cof( A =—= | 1 —4 1
1 2 0 det(4) 6| 9 92 9

Entao

o= At | 5 - (-3 2-3)

1 3 6
- 3 Z
725 4
= A"t 7 — (=
(4o T (55
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Exercicio 21. Determine as coordenadas do vector (3,2) em rela¢ao a cada uma das seguintes
bases de R2.

(@) {(1,0),(0, 1)} () {(1,0), (L)} (o) {(2,3),3,2)}  (8) {(2,2),(0,1)}
(b) {(1,0),(0,2)y  (d) {(1, 1), (L, =1} () {(1,2),(=2,D} () {(=1,-1),(=2,1)}

Exercicio 22. Determine as coordenadas da matriz
1 1
1 —1
em relacao a cada uma das seguintes bases de Msys.
(a) 1 0] o1l [oo] o O]
0 0]"[0O0O]" [T O0O]"|0 1]
1 0]l [0 1] [1 1] [0 O]
' 1 0]7[0 0] [0 0] |1 1]

(1 1] [oo0] [OoO] [O 1]
1 171070 1]"[0 1]

{
{
oL )
{
{

ST )
IR

Por outro lado, sabendo as coordenadas de um vector numa base é extremamente simples
determina-lo — basta calcular a combinacao linear respectiva. Por exemplo, o vector 0 cujas
coordenadas na mesma base S séo (4,1,0) é

(f)

U =4(1,-1,2) +1(0,1,1) + 0(=2,1,1) = (4,—3,9).
Exemplo.

1. Considerando novamente o espaco P, e a sua base candnica B, os polindémios cujas
coordenadas sao (1,3,2), (—2,1,4) e (3, —1,—2) sao respectivamente

(1,3,2) =1+ 3z +22%  (-2,1,4) = 2+a+42> (3,-1,-2) =3 — o — 22°.

2. Pensando agora na base C' para o mesmo espaco definida no exemplo anterior, as mesmas
coordenadas correspondem agora aos seguintes polinémios.

(1,3,2) =2*+3r+2  (-2,1,4)= 22" +2x+4 (3,-1,-2)=32"—2 -2
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3. Finalmente, com a base D do exemplo anterior, os polindmios representados pelas mesmas
coordenadas sao agora os seguintes.
(1,3,2) = (2* = 1) +3(22° + 22) + 2(x +4) = T2 + 8z + 7
(=2,1,4) = =2 (2* = 1) + (22® 4+ 2z) + 4(z + 4) = 10z + 14
(3,-1,-2) =3 (2" —1) — (22° +2z) —2(x +4) = =2 — 4z — 11

Exercicio 23. Determine o vector que tem coordenadas (3,2) em rela¢do a cada uma das
bases do Exercicio 21.

Exercicio 24. Determine a matriz cujas coordenadas sao (1, 1,0, —2) em relagao a cada uma
das bases do Exercicio 22.

Trabalhar com coordenadas torna todos os espacos lineares semelhantes a R”. Consideremos
novamente o espago P, com a sua base candnica. Vimos no exemplo da pagina 111 que os
polinémios p, ¢ e r podiam ser expressos em coordenadas dessa base por

(p(z))p = (=2,3,1)  (q9(x))p =(=3,7,6)  (r(z))p=(=9,0,1).

A partir desta representacao, podemos trabalhar com estes vectores através das suas coorde-
nadas como se estivéssemos em R3. Por exemplo, se quisermos calcular 3p(x) + 5¢(z) — 2r(z),
podemos simplesmente calcular

3p(z) + 5q(z) — 2r(z) = 3(—2,3,1) + 5(—3,7,6) — 2(—9,0,1) = (—9,46, 34)
obtendo um resultado em coordenadas da base B. Conclui-se portanto que
3p(z) + 5q(x) — 2r(x) = —9 + 46x + 3422,

facto que podemos verificar através de um célculo directo.

E importante salientar que este raciocinio nao depende da base escolhida. No mesmo
exemplo, definimos uma base D = {z? — 1, 2z* + 2z, z + 4} do mesmo espago e concluimos que
as coordenadas de p, ¢ e r nessa base eram

o= (-5 5omg) @@= (5. 5-5)  c@o=(-555)-

Podemos novamente usar estas coordenadas para calcular

10 13 4 7 25 4 54 8
-9 = — = = —_ = ) =2 ==, = ==
3p(z) + 5q(z) — 2r(v) 3( R 3>+5( G 3) <3,3, 3)

_ (37416
- \37373

e de facto o polinémio cujas coordenadas na base D sao (g, %, %) é
5 74 16
3 (z* - 1) +§(2x2+2x) + o (@+d) = —9 + 461 + 342° .
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Exercicio 25. Considere a base S = {1 +z,1 — 2% 1 + x + 2?} de P». Escreva o polinémio
que se obtém somando os polinémios com as seguintes coordenadas nesta base.

(a) (2,2,2) e (1,—1,3) (b) (2,8,—4) e (0,2, —2) (c) (=2,—-2,-2) e (2,6,—2)

2.4.3 Dimensao dum espaco linear

Os exemplos apresentados no paragrafo anterior apresentam todos uma particularidade impor-
tante: escolhidas duas bases distintas para um espaco vectorial, a representacao dum mesmo
vector em coordenadas altera-se, mas todas as representagoes tém o mesmo numero de coorde-
nadas. Dito doutra forma, em todos os exemplos que vimos, bases diferentes para um mesmo
espaco vectorial V' tinham o mesmo ntimero de elementos. O resultado seguinte indica que
este facto nao é uma coincidéncia: o nimero de elementos numa base dum espago vectorial V'
é uma propriedade do espaco e nao das suas bases.

Teorema 5 (Teorema da Dimensao). Sejam V' um espago linear e B = {v, v, ...,v,} uma
base de V. Entao verificam-se as duas propriedades seguintes.

1. Qualquer subconjunto de V' com mais de n elementos é linearmente dependente.

2. Nenhum subconjunto de V' com menos de n elementos gera V.

Demonstracgao.

1. Seja S = {s1,52,...,S,} um subconjunto de V' mais do que n elementos; por outras
palavras, m > n. Como B é base de V, todo o elemento de S é combinacao linear dos
elementos de V. Podemos entao escrever as seguintes m relacoes.

S1 = a111 + a12V2 + -+ A1pUp,

S = A21V1 + Q22V2 + - - + A2, Uy

Sm = Am1U1 + AmaV2 + ... + QmpUn

Queremos mostrar que S é linearmente dependente, ou seja, que existem nimeros reais
c1,Ca, ..., Cyp Nao simultaneamente nulos tais que

€181+ CcoSo + -+ CpSm = 0.
Ora, substituindo sq, s9, ..., s, pelas respectivas representacoes na base B, obtemos
(cra11 + Caa91 + -+ - + Cn@m1) V1 + - - - + (c1a15, + C202, + Crlmn) U, = 0.

Como B ¢ linearmente independente, todos os coeficientes de vy, vo,...,v, tém de ser
simultaneamente nulos. A equagao anterior é entao equivalente ao seguinte sistema.

ajiCy + as1Ca + - -+ A1 Gy = 0

A12C1 + A92Co + * * * + Ap2Cpy = 0

A1pC1 + A2pCo + -+ + A Cr, = 0
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Ora este sistema é um sistema homogéneo de equagoes lineares, logo é possivel (vimos que
admite sempre a solucao identicamente nula). Porém, o sistema tem apenas n equagoes
para m variaveis, com n < m, pelo que é um sistema possivel indeterminado. Entao
existem varias combinagoes lineares de elementos de S que representam o vector nulo,
donde S é linearmente dependente.

Seja agora S = {s1, Sa, ..., Sy} um subconjunto de V' com menos do que n elementos (ou
seja, m < n) e suponhamos que S gera V.

H& duas possibilidades a considerar. Se S é linearmente independente, entao S é base
de V, donde a alinea anterior implica que B é linearmente dependente, uma vez que
tem mais elementos que S. Mas B é uma base de V', logo nao pode ser linearmente
dependente; conclui-se entao que S nao pode ser linearmente independente.

Mas sendo S linearmente dependente, podemos construir um seu subconjunto S’ que é
linearmente independente retirando os elementos de S que sao combinagao linear dos
restantes (note-se que S é finito, logo este processo termina). Este conjunto S’ é ainda
um conjunto de menos do que n elementos (porque é subconjunto de S) que gera S (pela
Proposigao 29) e é linearmente independente, pelo que é novamente uma base de V.
Pela alinea anterior, novamente isto contradiz o facto de B ser uma base de V', o que é
absurdo.

Conclui-se entao que em qualquer dos casos chegamos a uma contradi¢ao. Logo S nao
pode ser um conjunto gerador de V.

O

A consequéncia fundamental deste ultimo resultado é que se V' tem uma base com n ele-
mentos, entao todas as bases de V' tém precisamente n elementos. Em particular, todas as
bases de um espaco linear de dimensao finita tém o mesmo nimero de elementos. Este niimero,
que é uma propriedade do espaco vectorial V', chama-se dimensdo de V.

Definigao. Seja V' um espaco linear de dimensao finita. A dimensio de V é o nimero de
elementos de qualquer base de V', denotada por dim(V').

Vejamos alguns exemplos relativamente aos espagos que ja conhecemos.

Exemplo.
1. A base candnica de R? {(1,0),(0,1)}, tem 2 elementos, logo dim (R?) = 2.
2. A base canénica de R?, {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}, tem 3 elementos, logo dim (R?) = 3.
3. A base canénica de R", {(1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,...,0,1)}, tem n elemen-
tos, logo dim (R") = n.
4. A base canonica de My, é

toal-lool ol [a ]}

logo dim (May2) = 4.
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5. A base candnica de My, 3 é

1 00 010 0 01 000 000 000
0oo00{’f0OOO|’'fOOO|’"{2TO0O0|’"|{O01O0]’|0O01
logo dim (May3) = 6.

6. A base canoénica de M, ., contém todas as matrizes que tém exactamente uma entrada
igual a 1 e as restantes iguais a 0. H4 n x m destas matrizes, logo dim (M,,x,,) = nm.

7. O espago P, dos polinémios de grau menor ou igual a 2 tem base canénica {1,z, 2%},
logo dim (P) = 3.

8. O espaco P3 dos polinémios de grau menor ou igual a 3 tem base canénica {1, z, 22, 3},
logo dim (P3) = 4.

9. Em geral, o espaco P, dos polinémios de grau menor ou igual a n é {1,z, 2% ..., 2"},
que contém n + 1 elementos; logo dim (P,) = n + 1.

Exercicio 26. Escreva as bases candénicas dos seguintes espacos e verifique que a sua dimensao
é a que foi indicada no exemplo anterior.

(a) P (b) R* (c) Mixs (d) Msyo

O conceito de dimensao aplica-se também aos subespacos destes espacos vectoriais.
Exemplo.

1. Considere-se a recta R dos pontos do plano satisfazendo a condicao y = 2z, que como
vimos atrds é um subespago vectorial de R?. Esta recta é gerada pelo conjunto {(1,2)},
que sendo um conjunto singular é automaticamente linearmente independente. Logo
uma base de R é o conjunto {(1,2)}. Como este conjunto é singular, conclui-se que
dim(R) = 1.

2. Considere-se o conjunto P dos polinémios p de grau menor ou igual a 2 que nao tém
termo independente. Estes polinémios sao da forma az?+ bz, pelo que o conjunto {z?, z}
claramente gera P. Mais, sendo este conjunto um subconjunto da base candnica de P,
é linearmente independente, logo é uma base de P. Entao dim(P) = 2.

Mais adiante veremos formas expeditas de encontrar uma base para L(.S), sendo S um
conjunto arbitrario, que nos permitirao em particular determinar rapidamente a dimensao
dum espacgo gerado por um conjunto de vectores.

2.4.4 Mudanca de base

Imaginemos agora que conhecemos duas bases B e C' dum mesmo espaco vectorial V. Supon-
hamos ainda que conhecemos as coordenadas de um determinado vector v na base B e queremos
calcular as suas coordenadas na base C.
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Este problema pode ser resolvido em dois passos. Primeiro, calculamos explicitamente u,
calculando a combinacao linear cujos coeficientes sao as coordenadas de u na base B. De
seguida, conhecendo u, calculamos as suas coordenadas na base C' resolvendo um sistema de
equacoes lineares.

Este método funciona bem se pretendermos converter apenas um vector. Porém, se preci-
sarmos de fazer esta mudanca de coordenadas para varios vectores, a quantidade de calculos
necessarios é demasiado elevada. Interessa entao dispor de um método mais eficiente para
realizar esta operacao.

Fixemos um espago vectorial V' de dimensdao n com duas bases B = {vy,vq,...,0,} €
C = {wy,ws,...,w,} e seja u um elemento deste espaco cujas coordenadas na base B sao
(u)p = (c1,¢2,...,¢Cpn) -
Uma vez que C também é uma base de V', podemos escrever os vectores vy, vg, ..., U, COMO

vectores de coordenadas na base C', obtendo as relagoes

V1 = Q1w + apWs + -+ - + a1, Wy

Vg = Q21W1 + AooW2 + -+ + AWy,

Up = Qp1W1 + ApoWa + - - + Gpyp Wy

onde os coeficientes a;; sao nicos.
Ora o facto de dispormos das coordenadas de u na base B indica-nos que u pode ser escrito
como combinacao linear dos vectores de B, nomeadamente como

U = C1V1 + CoUs + -+ - + CpUy, -
Substituindo as expressoes anteriores para vy, vs, ..., v, nesta igualdade obtemos

u=:ac (a11w1 + aqqwy + -+ - + anlwn) +
+ Cy (algwl + A92W2o + -+ angwn) + -+ Cn (alnwl + AonWo + -+ annwn)
= (a1101 + a12C2 + -+ alncn) w1+

+ (a19¢1 + agaca + -+ + A9nCn) Wa + (a1,C1 + ApaCa + - + ApnCn) Wy,
e portanto as coordenadas de u na base C' sao

(U)o = (a11¢1 + @1262 + - - - + A1 Cp, A21C1 + A22C2 + - -+ + A2 Cr,y Ap1C1 F ApaCa + -+ F AppCy) -

Designando estas coordenadas por ¢}, ¢, ..., ¢, podemos escrever estas relagdes matri-
cialmente como
/
Cq ay; a2 ... Qip C1
/
Cy 21 A22 ... Q9p Co
/
Cp, Ap1 Ap2 ... QApp Cn

ou, simbolicamente,
(u)e = Pop(u)s,

onde as colunas da matriz Pop contém as coordenadas dos vectores da base B quando escritos
na base C.
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Uma vez que este raciocinio é vélido para qualquer vector u, a forma eficiente de resolver
o problema de converter varios vectores expressos em coordenadas duma base B para coor-
denadas duma outra base C' é comegar por escrever a matriz Popg, ja que os calculos ficam
reduzidos a produtos matriciais. Obviamente que s6 hé interesse em seguir esta técnica quando
o numero de vectores a converter é elevado (tipicamente superior a n); porém, a matriz Pop
tem outras aplicagoes, como veremos mais adiante.

Definicao. Sejam V' um espaco vectorial de dimensao finita e B e C' duas bases para V.
A matriz Pop cujas colunas sao os vectores da base B escritos em coordenadas da base C
chama-se matriz de mudanca de base de B para C.

E comum representar esquematicamente a matriz Pop da forma seguinte.

Pes=| ()e (e - (0o

Os calculos que efectuamos antes desta definicao constituem a prova do seguinte resultado.

Teorema 6 (Mudanga de base). Sejam V' um espago linear de dimensao n, B e C' duas bases
para V' e u um vector de V. Entao (u)c = Pop(u)p, onde Pop é a matriz de mudanga de base
de B para C.

Note-se que a prova que fizemos deste resultado foi completamente dedutiva, concluindo-se
também que Ppp tal como foi definida é a unica matriz com aquela propriedade.

Exemplo. Conforme ja discutimos atras, a vantagem de usar coordenadas é tornar todos os
espacos vectoriais semelhantes a R™. Assim, nestes exemplos vamos concentrar-nos nestes
espacos, sabendo que o raciocinio a usar noutros espacos lineares é em tudo semelhante.

1. Consideremos as bases B = {(1,0), (1,1)} e C = {(1,1),(1,—1)} de R? Escrevendo os

vectores de B como combinacao linear dos elementos de C' obtemos

(1L0)= 5L+ 50,1 (L1)=1(1,1)+0(,-1),

donde as coordenadas destes vectores na base C' sao

@oe=(33)  (@e=awo.

o)

2. Considerando ainda as mesmas duas bases de R?, podemos escrever agora os vectores de
C em coordenadas da base B, obtendo

((17 1))3 = <O7 1) ((1? _1>>B = (27 _1) )

donde a matriz Pgc é a matriz
0 2
pe-[? 2]

Observe-se que PpcPop = PopPpe = 1s.

Assim, a matriz Pop é

PCB:|:

N[ =D | =
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3. Sejam U e U os vectores de R2 cujas coordenadas na base B sao
(W) =(=4,2)e (V) = (1,5).

As coordenadas de @ e ¥ na base C' podem agora ser calculadas facilmente.
1 —4

JIHRCE

Podemos verificar este resultado calculando explicitamente U e V. De acordo com as
coordenadas na base B, temos

(U)o = Pep (W) = {

NN N[N0 [ =

(7)o =Pep (V) = {

W =—4(1,0)+2(1,1) = (=2,2) ¥ =1(1,0)+5(1,1) = (6,5).

Usando as coordenadas dos mesmos vectores na base C', obtemos

W =0(1,1)—2(1,-1)=(-2,2) U = %(1, 1)+ %(1, ~1) = (6,5).

4. Reciprocamente, sejam agora W e wh os vectores de R2 cujas coordenadas na base C' sao

(171))0 = (_472) e (@)C = (17 5)

As coordenadas de 17{ e u_)2> na base B obtém-se de forma anéloga.

@)y =ree@ic=| | 4 ][5 =00

@)y = roc@e=| | 2 ][ 5] =00

Podemos verificar novamente estes resultados calculando explicitamente @71) e 11_)2> De
acordo com as coordenadas na base B, temos

w) =4(1,0) — 6(1,1) = (=2, —6)  wj = 10(1,0) — 4(1,1) = (6, —4).
Usando as coordenadas dos mesmos vectores na base C', obtemos
w) = —4(1,1) +2(1,-1) = (=2, —-6)  wp =1(1,1) +5(1,—1) = (6, —4),
novamente de acordo com o esperado.

5. Consideremos as bases B = {(1,0,0), (1,1,0),(1,1,1)} e C = {(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0)}
de R3. E simples obter as coordenadas dos vectores de B em termos da base C'.

((170’ 0))0 = (07071> ((1’170))02 (07171) ((17171))0 = (17171)

Entao a matriz de mudanca de base Pop é a matriz

Pep =

_ o O

01
11
11
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Se escrevermos os vectores de C' em coordenadas da base B, obtemos
((0,0,1))p = (0,-1,1) ((0,1,0)) = (-1,1,0) ((1,0,0))p = (1,0,0),

donde a matriz de mudanca de base Pgc é a matriz

0 -1 1
Pepe=|-1 1 0
1 0 0

6. Sejam U = (2,1,3), v = (—=1,1,9) e W = (2,—3,1). Para obter as coordenadas destes
vectores na base B, podemos comecar por os escrever em coordenadas da base C' e usar
a matriz de mudanca de base para obter o resultado.

0 —1 1 3
(W) =Poc (W)= -1 1 0| |1]|=(1,-23)
1 0 0] |2
0 —1 1] [ —-17
() =Ppc(Pp=1] -1 1 0 1 | =(82-1)
1 0 0| 9 |
0 —1 1] [ 2 ]
(W) = Ppe (W)e=| =1 1 0| |=3]|=(4-52)
1 0 0| 1 |

Exercicio 27. Escreva a matriz de mudanca de base de cada uma das seguintes bases para
a base canénica de R3.

(a) {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} (d) {(1,-1,1),(2,1,0),(0,0,1)}
(b) {(2,0,0),(0,1,0),(0,0,—1)} (e) {(1,2,3),(4,5,6),(1,2,1)}
(c¢) {(1,0,1),(1,1,0),(0,1,1)} (f) {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)}

Use estes resultados para converter o vector de coordenadas (1,2,3) em cada uma daquelas
bases para coordenadas da base candnica.

Exercicio 28. Escreva a matriz de mudanca de base de cada uma das seguintes bases para
a base canénica de Ps.

(a) {1,z,2%} (d) {1,1+z,1+ 2%} (g) {1+z,z+ 2% 2>+ 1}
(b) {z% z,1} (e) {z+ 1,z —1,2°} (h) {z* — 2z —1,22? + z,z + 2}
(c) {,1+z,1+x+2%} (f) {z% — 1,22 + 1,22} (i) {22 2z,3}

Os exemplos anteriores sugerem algumas propriedades das matrizes de mudanca de base.
De facto, estas tém muitas propriedades interessantes e relativamente simples de demonstrar.
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Proposicao 31. Sejam V' um espaco vectorial de dimensao finita e B, C' e D bases para V.
1. A matriz de mudanca de base Pop é invertivel ¢ Pop ™' = Pge.

2. A matriz de mudanca de base Ppp satisfaz a propriedade Ppg = PpcPeop.

Demonstracao. Ambos os factos recorrem a propriedades muito simples das matrizes.

1. Sendo u um vector arbitrario de V', sabemos que (u)c = Pop(u)p e (u)p = Ppe(u)c.
Daqui segue que
(u)e = PopPpc(u)c e (u)p = PpePos(u)p

para todos os vectores u. A tnica matriz que tem esta propriedade é a matriz identi-
dade I,,, donde Prp e Ppc sao inversas.

2. Sendo u um vector arbitrario de V', sabemos que (u)p = Ppc(u)c e (u)e = Pop(u)p.
Juntando estas duas relagoes obtém-se

(u)p = PpcPep(u)s,

donde PpcPcop é uma matriz de mudanca de base de B para D. Mas as matrizes de
mudanca de base sao unicas, donde PpcPop = Ppg.

O
Vejamos alguns exemplos da aplicagao destes resultados.
Exemplo.

1. Consideremos os seguintes vectores de R2.
u=3-2 V=061 @=(1,-2)

Vamos escrever estes vectores na base B = {(1,1),(2,1)}. Considerando a base canénica
C ={(1,0),(0,1)} de R?, temos

((37 _2))0 = (3v _2) ((57 1))0 = (57 1) ((17 _2>)C = (L _2) :

Precisamos entao de construir a matriz mudanca de base de C para B, Pgc. Ora as
colunas desta matriz sao as coordenadas de (1,0) e (0,1) na base B; porém, em vez de ir
calcular estas coordenadas directamente, podemos usar a proposi¢ao anterior e escrever
primeiro a matriz Pop, ja que é simples escrever as coordenadas dos vectores da base B
na base canonica:

(L, D)e =M1 (2D)e=(21).

1 2
PCB_L 1]

e como Pgc = (Pog)™!, obtemos (usando por exemplo a regra dos cofactores)

11 -2 ~-1 2
PBC—__J—l 11—{1 —1]'

Entao
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Assim, temos que

Goma=| 7 2] ] e

((5’ 1))5 - 1 -1 1 :| - <_374)
w-ma=| 7 2] L] = es

2. Recordemos novamente o exemplo da pagina 111. Para calcular as coordenadas dos trés
polinémios p, q e r em relacdo a base D = {2? — 1,22 + 2x, x + 4}, tivemos de resolver
trés sistemas de equacoes com a mesma matriz de coeficientes

—1
A= 0
1

NN O
O o=

Olhando para as colunas desta matriz, observamos que correspondem precisamente as
coordenadas dos vectores da base D em termos da base candnica; ou seja, a matriz A
é precisamente a matriz Pgp, sendo B a base candnica de P,. O método de resolucao
usado nesse sistema correspondeu a calcular a matriz inversa de A, que sabemos ja ser
Ppp ' = Ppp, e a multiplicd-la pelas coordenadas de p, ¢ e © na base canénica — ou
seja, a usar precisamente as relagoes (p)p = Ppg(p)s e andlogas para g e r.

Exercicio 29. Use as matrizes calculadas no Exercicio 28 para escrever o polinémio de coor-
denadas (1,2, 1) na base candnica de P, em cada uma das bases apresentadas nesse exercicio.

2.5 Espacos associados a uma matriz

Quando discutimos o produto de matrizes (Sec¢ao 1.3), vimos que uma matriz de dimensao
n X m pode ser vista como uma lista de n vectores com m coordenadas (vendo cada linha
como um vector) ou uma lista de m vectores com n coordenadas (vendo cada coluna como
um vector). Nalgumas aplicagoes ao longo deste capitulo, nomeadamente quando discutimos
matrizes de mudanca de base, encontramos situagoes em que construimos matrizes desta forma
— colocando coordenadas de vectores em linhas ou colunas.

Esta forma de olhar para uma matriz vai ser extremamente util para resolver questoes
relacionadas com a determinacao de dimensoes e bases de subespacos de um espaco linear V'
que sao gerados a partir dum conjunto de vectores.

2.5.1 Definicoes

Definigao. Seja A uma matriz n x m genérica.

- O espago das linhas de A é o subespago Lin(A) de R™ gerado pelas linhas da matriz A:
Lin(A) = L ({A1s, Ao, ..., A })

onde A = (as, o, ..., a;y) é alinha i da matriz A.
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- O espago das colunas de A é o subespago Col(A) de R™ gerado pelas colunas da matriz A:
Col(A) = L ({Aa, Asay ..., A })
onde A,; = (ay;, a9, ..., a,;) é a coluna i da matriz A.

- O niucleo de A é o conjunto das solucoes do sistema homogéneo associado a matriz A,
denotado por Ker(A) ou N (A):

Ker(4) = N(4) = {z € R" | Az = 0}

E imediato verificar que Lin(A) e Col(A) sao espagos lineares: ambos estao definidos como
a expansao linear de um conjunto de vectores de R™ e R", respectivamente.

Também é simples verificar que o niicleo de A é um subespaco linear de R™: basta verificar
que qualquer combinagao linear de vectores em N (A) é ainda um vector de N'(A). Ora, sendo
u e v vectores tais que Au = 0 e Av = 0, tem-se pelas propriedades do calculo matricial que

Alau + Bv) = a(Au) + B(Bv) =0,

donde au + fv € N(A).

Para verificar se um vector pertence ao nucleo duma matriz A, basta aplicar directamente
a definicao.

Exemplo.

1. Seja A a matriz seguinte.

2 1 -2
A“{1 0 —1]

Tomando u = (2,2,0), v =(1,3,1) e w = (2,0, 2), temos que

_ -T2 o
2 1 =2 6
Au = 2| =
(10 1]y L2l
_ 1T _
1 =2 3
A=ly 0 3]7 o
L 111 L Y
_ 27 _
2 1 -2 0
Aw=17 09 1270
L 12 ] LY
donde u,v € N(A) mas w € N(A).
2. Seja B a matriz seguinte.
1 -1 0
2 0 1
B = 1 2 -1
0o 1 3
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Tomando u = (1,1,2), v = (0,1,0) e w = (1,1, —1), temos que
[1 -1 0 ] Bh [ 0
2 0 1 4
Bu=1\1 49 ; 1
0 1 I
RSN
Bo=171 9 (1] | 2
o 1 3 LU 1]
1 -1 0 L [0 ]
2 0 1 1
Bu=149 9 _11 | 4
0 1 3 4 -2 ]

donde u,v,w ¢ N(B).

3. Para qualquer matriz M, ., tem-se trivialmente MO0,,x1 = Onx1, donde o vector nulo
pertence ao nucleo de qualquer matriz.

Exercicio 30. Considere a seguinte matriz A.
1 -2 -1

A=|[0 3 1

11 0

Verifique se os seguintes vectores pertencem ao ntucleo de A.

(a) (1,1,0) (b) (=2,1,-1) (c) (1,-1,3) (d) (1,2,4)

O raciocinio sobre Lin(A) e Col(A) é semelhante ao raciocinio sobre qualquer espago gerado
por um conjunto de vectores.

Exemplo.

1. Seja A a seguinte matriz.

Entao
Lin(A) = L({(2,1,-3),(1,0,1)}) Col(A) = L({(2,1),(1,0),(=3,1)}).
Destas relacoes concluimos, por exemplo, que
(2,1,—3) € Lin(A) 2(2,1,3) +5(1,0,1) = (9,2,11) € Lin(A)
(2,1)+2(1,0) = (4,1) € Col(A) 3(2,1) —2(1,0) +5(—3,1) = (—11,8) € Col(A) .

Para determinar se um dado vector pertence a Lin(A) ou a Col(A), temos novamente de
resolver um problema de combinacgoes lineares.

Apontamentos de Algebra Linear



126 CAPITULO 2. ESPACOS LINEARES

(a) O vector (2,2,4) pertence a Lin(A): a condic¢ao
1(2,1,3) + e2(1,0,1) = (2,2,4)

gera o sistema de equacoes lineares

2Cl+02:2 62:—2
c =2 —> <=2
3Cl+02:4 4=4

que ¢é possivel e determinado.

(b) O vector (1,3, —2) nao pertence a Lin(A): a condigao
1(2,1,3) + e2(1,0,1) = (1,3, —2)

gera o sistema de equacoes lineares

201—|—62:1 62:—5
61:3 — 01:
301+62:—2 4 =-2

que é impossivel.

(c) O vector (2,2) pertence a Col(A): a condicao
c1(2,1) + ¢2(1,0) + c3(—3,1) = (2,2)

gera o sistema de equacoes lineares

_>{0 -1 5

261+CQ—363:2 N 21 —-3|2
c1+c3=2 1 0 1 2 2l — 14

que é possivel indeterminado.

(d) O vector (5,—1) também pertence a Col(A): a condicao
Cl(2a 1) + 02(17 0) + 03(_37 1) = (57 _1)

gera o sistema de equacoes lineares

201 +cy—3c3 =5 R 21 =35
0 -1 5

—
c1+c3=-—1 1 0 1 —1:| 2l — I |:

que é possivel indeterminado.

(e) Na realidade, podemos confirmar que Col(A) = R?: sendo (z,y) um vector genérico
de R?, a condicao
61(27 1) + 62(17 0) + C3<_37 1) = ('Tu y)

gera o sistema de equacoes lineares

Xz

2c1 +cg—3c3 =1 . 2 1 -3
y | 2—10

cl+03:y 10 1

[

0 -1 5 |2y—=x

que é sempre possivel indeterminado.
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2. Considere-se agora a seguinte matriz B.

1 2 -1
2 4 —9
B=11 41
4 -1 —1

Os espagos das linhas e das colunas de B sao os seguintes.

Lin(B) = L({(1,2,-1),(2,4,-2),(1,-1,0), (4,-1,—-1)})
Col(B) = L({(1,2,1,4),(2,4,-1,—-1),(—-1,—-2,0,—1)})

Para determinar se um dado vector pertence a estes espacos, temos novamente de resolver
um problema de combinacoes lineares.

(a) O vector (2,1, —1) pertence a Lin(B): a condigao
Cl(L 27 _1> + 62(2747 _2) + 03(17 _17 0) + C4<4a _1a _1) = (2a 1a _1)

gera o seguinte sistema de equacoes lineares.

€1+ 20+ c3+4dey =2 1 2 1 412
2C1—|—4CQ—03—C4:1 — 2 4 -1 -1 1 l2—2l1
—1 — 20y — ¢y = —1 -1 -2 0 -1|-1 I3+ 1
1 2 1 4 2 1 2 1 4 2
— {0 0 -3 —-9|-3 — [0 0 -3 —-9|-3
00 1 3 1 3l3 + 1y 00 O 0 0

Cl+202+03+4C4:2
—303 — 9C4 =-3

Este sistema é possivel indeterminado, logo (2,1, —1) € Lin(B).

(b) O vector (5,1,7) nao pertence a Lin(B): a condi¢ao
01(17 27 _1) + 02(27 47 _2) + C3<]—7 _]-7 O) + 04(47 _]-7 _1) = (57 17 7)

gera o seguinte sistema de equacgoes lineares.

c1+2c+c3+4cy =5 1 2 1 4 |5
2c1 +4cg—c3—c4 =1 — 2 4 -1 —-1]1 Iy — 20,
e =20y — =T -1 =2 0 —=1[7| lL+1;
[1 2 1 4] 5 12 1 415
— {00 -3 -9|-9 — (00 -3 -9|-9
00 1 3|12 | 3l3+10 00 0 0127
(1 + 205+ ¢35+ 4cy =5
— { —3c3 — 94 = -9
[0 =27

Este sistema ¢é impossivel, logo (5,1,7) ¢ Lin(B).
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(c) O vector (2,4,0,2) pertence a Col(B): a condigao
c1(1,2,1,4) + (2,4, —1, —1) + c5(—1,-2,0, —1) = (2,4,0,2)

gera o seguinte sistema de equacoes lineares.

Cl+202—63:2 1 2 112
201+4CQ—263:4 N 2 4 —214 l2—2l1
cp—co =0 1 -1 010 lg—ll
401—62—03:2 4 -1 —-1|2 l4—4l1
(1 2 —1] 2 ] 1 2 —1] 2
N 0 O 0 0 I s 1y —s 0 -9 3 |-6
0 -3 1 |—2|72""™" 0 =3 1 |—-2] 3l3—1
0 -9 3 |6 0 0 0 0
1 2 —1] 2 ]
N 0 -9 3 —6 . Cl+202—03:2
0 0 0 0 9¢cyg — 3c3 =6
_0 0 0 O_

Este sistema é possivel indeterminado, logo (2,4,0,2) € Lin(B).

Os exemplos acima revelam um padrao que serd essencial para as aplicagoes que faremos
destes espacos: para determinar se v € Col(A), resolvemos o sistema Ax = v; para determinar
se w € Lin(A), resolvemos o sistema ATz = w.

De facto, se v € Col(A), entao v é combinagao linear das colunas de A, ou seja, existem
coeficientes cq, cs, . .., ¢, tais que

V= ClA*l + CQA*Q + -+ CmA*m )
e este produto é precisamente o produto

C1
C2

Cm

Da mesma forma, se w € Lin(A), entdo v é combinacao linear das linhas de A, ou seja,
existem coeficientes di, ds, . .., d, tais que

v = dlAl* + dQAQ* + tte + dnAn* )
e este produto é precisamente o produto

dq

d

AT |

dn
Encontrar os coeficientes destas combinagoes lineares corresponde precisamente a resolver
aqueles sistemas de equacgoes lineares em ordem aos coeficientes ¢y, co, ..., ¢, ou dy, ds, ..., d,.

Uma das consequéncias desta observacao é a seguinte caracterizagao dos sistemas de equa-
¢oes lineares.
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Proposigao 32. O sistema Az = b tem solucdo se e s6 se b € Col(A).

Exercicio 31. Considere a seguinte matriz A.

1 -2 -1
A=10 3 1
1 1 O

Verifique se os seguintes vectores pertencem Lin(A) e/ou a Col(A).
(a) (1,1,0) (b) (=2,1,-1) (c) (1,-1,3) (d) (1,2,4)

2.5.2 Bases para o espacgo das linhas e para o ntcleo

Vamos agora debrucar-nos sobre o problema de encontrar bases para o espaco das linhas e
para o nucleo duma matriz arbitraria A. O método que nos vai permitir realizar esta tarefa é,
mais uma vez, o método de eliminacao de Gauss. O problema correspondente para o espaco
das colunas é um pouco diferente e sera abordado posteriormente.

Observe-se que as trés operagoes elementares sobre matrizes (troca de linhas, multiplicacao
duma linha por uma constante e soma duma linha com um multiplo de outra) sdo operagoes
que nao alteram o conjunto das solugoes do sistema homogéneo associado a matriz; foi alids
esta a justificacao para utilizar o método de eliminacao de Gauss na resolucao de sistemas de
equagoes lineares. Assim, claramente nenhuma destas operacgoes altera o ntucleo da matriz a
que sao aplicadas.

De forma semelhante, é possivel verificar que as operagoes elementares nao alteram o espaco
das linhas da matriz sobre a qual sao aplicadas. Para a troca de linhas isto é imediato; para
a multiplicacdo por uma constante também (estamos a substituir um gerador por um seu
multiplo; qualquer combinacao linear das linhas originais pode ser escrita com as novas linhas
dividindo o coeficiente da linha alterada pelo multiplicador usado).

Para a substituicao de [; por I} = [; + al;, basta observar que qualquer combinacao linear
cily + coly 4+ - - - + ¢,l, que pudesse ser escrita antes da operacao elementar continua a poder
ser representada, uma vez que ¢;l; = ¢l — al;.

Obtemos entao o resultado seguinte.

Proposicao 33. Sejam A uma matriz n X m e B a matriz que se obtém de A pelo método de
eliminacao de Gauss. Entao N (A) = N (B) e Lin(A) = Lin(B).

Este resultado permite obter bases para o espago das linhas duma matriz de forma muito
simples. De facto, é facil ver que numa matriz em escada de linhas todas as linhas nao nulas
sao linearmente independentes: partindo da primeira linha e descendo na matriz, cada nova
linha nao pode ser escrita como combinacao das anteriores, ja que tem todas as entradas
correspondentes aos pivots das outras linhas nulas (o que requer que os coeficientes das outras
linhas sejam todos 0) mas o seu pivot nao é nulo (e portanto a linha nao é nula).

Proposicao 34. Seja A uma matriz de dimensao n X m e B a matriz que se obtém de A pelo
método de eliminacao de Gauss. Entao as linhas nao nulas de B formam uma base para o
espaco das linhas de A.
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Este resultado permite-nos determinar simultaneamente a dimensao do espago das linhas
duma matriz: é simplesmente o nimero de pivots apds aplicar o método de eliminacao de
Gauss.

Vejamos alguns exemplos com matrizes que ja usamos atras.

Exemplo.

1. Seja A a seguinte matriz.

2 1 -3
A—Lo 1}

Aplicando o método de eliminagao de Gauss a A, obtemos

21 -3
0 -1 5

21
1 0 1 2l — 14
donde uma base para Lin(A) é {(2,1,—-3),(0,—1,5)} e a dimensao deste espago é 2.

2. Considere-se a matriz

1 2 -1
2 4 =2
B = 1 -1 0
4 -1 -1

Aplicando o método de eliminacao de Gauss a B, obtemos

1 2 -1 1 2 -1 1 2 -1
2 4 =2 I,—24 00 0|, ., . |0-93
1 =1 0 I — 1y 0 -3 1 |27 0 -3 1 3l3 — Iy
4 —1 =11 1,—4L 0 -9 3 | 0 0 0

1 2 -1

|0 -9 3
0 0 0
0 0 0 |

donde Lin(B) tem base {(1,2,—1),(0,—9,3)} e dimensao 2.

3. Considere-se ainda a matriz

3 01 3
C = 1 0 2 -1
-3 00 1
Para determinar uma base para Lin(C'), comegamos por aplicar o método de eliminagao
de Gauss a C.
3 01 3 301 3 301 3
1 02 -1 | 3y—l; — |00 5 —6 — {0 0 5 —6
-3 0 0 1 Iy + 13 001 4 5lg — Iy 0 00 26

Daqui concluimos que uma base para Lin(C') é

{(3,0,1,3),(0,0,-5,6),(0,0,0,26)} .
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Exercicio 32. Determine bases para o espaco das linhas de cada uma das seguintes matrizes.

1 -1 3 2 0 1 1 45 2
(a) | 5 —4 —4 M) | 4 0 =2 (c) 2 130
|7 -6 2 00 0 -1 3 2 2
[ 1 4 5 6 9 1 -3 2
(@) 3 -2 1 4 -1 0 3 0
-1 0 -1 -2 -1 (e) 2 -3 2 4
2 3 5 7 8 3 —6 0 6
-2 9 2

Observe-se ainda que as linhas que vao sendo anuladas ao longo do método de eliminacao
de Gauss sao linhas que podem ser escritas como combinagao linear das anteriores (ja que sao
anuladas somando-se-lhes uma combinacao linear das linhas anteriores). Entdo as linhas que
nao se anulam ao longo do método sao linearmente independentes; podemos assim encontrar
uma base para o espaco das linhas duma matriz formada por linhas dessa matriz.

Exemplo.

1. Ao reduzir a matriz A acima, concluimos que o espaco das suas linhas tinha dimensao 2.
Como A tem duas linhas, estas serao forcosamente linearmente independentes. Entao
outra base para Lin(A) é {(2,1,-3),(1,0,1)}.

2. No caso da matriz B, a segunda linha anulou-se no primeiro passo da eliminacao de Gauss;
apoés a troca, a terceira linha também se anulou, sobrando apenas duas linhas: a primeira
e a que originalmente era a quarta. Entao a primeira e a quarta linhas da matriz B
formam um base para o espaco das suas linhas, nomeadamente {(1,2,—1), (4, —1,—1)}.

3. Finalmente, nenhuma das linhas da matriz C' se anulou durante a aplicagdo do método
de eliminagao de Gauss, pelo que outra base possivel para Lin(C) seria

{(3,0,1,3),(1,0,2,—-1),(-=3,0,0,1)} .

Exercicio 33. Para cada uma das matrizes do exercicio anterior, indique uma base para o
seu espaco das linhas constituida unicamente por vectores nas linhas dessa matriz.

Esta estratégia permite-nos ainda determinar bases para subespacos de espacos vectoriais.
O caso de R™ ¢é bastante simples: se S é um subconjunto finito de R”, para determinar uma
base para L(S) basta escrever uma matriz que tenha L(S) como espago das linhas — um
exemplo simples é a matriz Ag cujas linhas sao os elementos de S. O método acima permite
determinar uma base para Lin (Ag) — que é precisamente uma base para L(.5).

Para subespacos doutros espacos vectoriais, comegamos por escrever S em coordenadas
duma base do espago (tipicamente a sua base canénica); a partir dai podemos raciocinar como
se estivéssemos em R"™.
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Exemplo.

1. Para determinar uma base para o subespaco W = L({(2,1,1),(1,—-1,-1),(0,3,3))}
de R?, escrevemos os geradores de W nas linhas duma matriz e aplicamos-lhe eliminacio

de Gauss.
2 1 1 2 1 1 2 1 1
1 -1 -1 200,—-1; — | 0 =3 -3 — | 0 -3 -3
0 3 3 0 3 3 I3+ 15 0 O 0

Esta matriz tem duas linhas ndo nulas, fornecendo a base {(2,1,1), (0,—3, —3)} para W.
Conclui-se ainda que as duas primeiras linhas da matriz eram linearmente independentes,
pelo que uma outra base para W, constituida por geradores, é {(2,1,1),(1,—1,—1)}.

2. Para determinar uma base do subespaco W de P3 gerado por (z — 1)%, 23 — 2z + 1,
22%(x + 1) e 2x — 1, comegamos por escrever estes polinémios em coordenadas da base
canoénica B de P;.

(z—1)*),= (2" —20+1),=(1,-2,1,0)
(2 =22 +1),=(1,-2,0,1)
(22*(x 4+ 1)) , = (22° +22%) , = (0,0,2,2)

(22 — 1) = (—1,2,0,0)

Construindo uma matriz com estas coordenadas nas linhas e reduzindo-a por eliminagao
de Gauss, obtemos

1 -2 10 1 -2 1 0
1 =20 1| L-0 0 0 -1 1
0 0 2 2 0 0 2 2| Ig+20
—1 2 00| L4+h 0 0 1 0| I+l
1 =2 1 0 1 =2 1 0
_, |0 0 —11 00 -1
0 0 0 4 0 0 0 4
0 0 0 1| 4ly—1s 0 0 0 0

que tem trés linhas nao nulas. Lendo-as em coordenadas da base canodnica de Pj, encon-
tramos a base

{1 — 2z + 2%, —2 + x3,4x3}
para W. Uma vez que nao houve trocas de linhas, concluimos também que os primeiros
trés geradores sao linearmente independentes, pelo que outra base para W é

{(z—1)%2°—22+1,22%(z+ 1)} .
3. Consideremos o subespaco de Msyo definido como

({3115 012 )

Para determinar uma base para W, comecamos por escrever os geradores de W em
coordenadas da base candnica B de Mo, obtendo os seguintes vectores.

(33]), oo ([ 2]),-s0-so ([32]),-o0ms
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Escrevendo estes vectores nas linhas duma matriz e aplicando eliminacao de Gauss, obte-

mos
10 0 1 1 001 1 001
10 -1 0| h—=I0 — 0011 — {0 0 11
30 2 5| I3—34 00 2 2| Il3—2 0000

que tem duas linhas nao nulas. Lendo-as em coordenadas da base canodnica de Moyyo,

encontramos a base
10 0 0
0O 1117111

de W. Uma vez que nao houve trocas de linhas, os dois primeiros geradores sao linear-
mente independentes, e outra base para W é

o v LA ol)

Exercicio 34. Para cada um dos seguintes subespacos de R?*, determine uma sua base
constituida por geradores e escreva os restantes geradores como combinagao linear dos vectores
da base escolhida.

(a) L({(1,1,-4,-3),(2,0,2,-2),(2,—1,3,2)})

(b) L({(-1,1,-2,0),(3,3,6,0),(9,0,0,3)})

(¢) L({(1,0,1,1),(-3,3,7,1),(—1,3,9,3),(—5,3,5,—1)})
(d) L({(1,1,0,0),(0,0,1,1),(—2,0,2,2),(0,-3,0,3)})
(e) L({(1,-2,0,3),(2,—4,0,6),(—1,1,2,0),(0,—-1,2,3)})
(f) L({(1,0,0,0),(1,1,0,0),(1,1,1,0),(1,1,1,1)})

Para encontrar bases para o ntucleo duma matriz, a técnica é um pouco diferente. Tal
como no caso anterior, comegamos por aplicar eliminagao de Gauss a matriz, que vimos ja
preservar o seu ntucleo. Na matriz em escada de linhas, as colunas com pivots correspondem
as coordenadas cujo valor é completamente determinado pelas restantes. Entao, uma forma de
encontrar um conjunto linearmente independente de geradores ¢ escolher as diferentes formas
de atribuir 1 a uma das coordenadas independentes e 0 as restantes (calculando as coordenadas
dependentes em fungao destas).

Vejamos um exemplo simples. Consideremos novamente a matriz

2 1 -3
a1 7]
que sabemos ja reduzir-se por eliminacao de Gauss a

21 -3
01 =5 |°
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Esta matriz tem pivots nas duas primeiras colunas. Isto significa que a tnica coordenada
independente é a terceira — fixada esta, os valores das duas primeiras estdao completamente
determinados. De facto, um vector (z,y, z) no nicleo de A com z = 1 tem necessariamente
de satisfazer y =5 e x = —1. Por outras palavras, uma base para N(A) é {(—1,5,1)}, e este

espac¢o tem dimensao 1.

Exemplo.

1. Consideremos novamente a matriz

1 2 -1
2 4 =2
B=11 1 0|
4 -1 -1
que se reduz por eliminacao de Gauss a

1 2 -1

09 -3

00 O

00 O

Esta matriz tem pivots nas duas primeiras colunas. Dando a variavel independente o valor
1, encontramos o vector (%, %, ) Uma base possivel para N (B) é entao {(%, %, 1) }, ou,

se multiplicarmos este vector por 3 para o desembaracar de denominadores, {(1,1,3)}.

. No caso da matriz

3 01 3
C = 1 02 —-1],
-3 0 0 1
esta reduz-se por eliminacao de Gauss a
301 3
00 5 —6
00 0 26

Esta matriz tem pivots na primeira, terceira e quarta colunas, pelo que a tnica coorde-
nada independente é a segunda. Dando a esta o valor 1, verificamos que todas as outras
tém de valer 0; entdo o nicleo de C' tem por base {(0,1,0,0)}.

. Vejamos agora um exemplo em que a dimensao do nicleo é superior a 1. Seja D a matriz

2 1 3 -1
D‘{—4 -2 -1 31'

Aplicando eliminacao de Gauss a D, obtemos

2 1 3 -1 [z
4 -2 -1 3 | L+2, 005 1 |°

Esta matriz em escada tem pivots na primeira e na terceira colunas. Entao podemos
escolher os valores da segunda e quarta coordenadas. Para encontrar uma base, basta
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escolher combinagoes linearmente independentes destas duas coordenadas; seguindo a
técnica que descrevemos, vamos escolher vectores com uma delas igual a 1 e a outra igual
a 0. Fazendo a segunda igual a 1, obtemos (—%, 1,0,0); fazendo a quarta igual a 1,
obtemos (%, 0, —%, 1). Escolhendo multiplos inteiros destes vectores, encontramos a base

{(=1,2,0,0), (4,0, —1,5)} para N'(D).

Exercicio 35. Determine bases para o ntcleo de cada uma das matrizes do Exercicio 32.

2.5.3 Bases para o espaco das colunas

Antes de prosseguir, é importante salientar que o método de eliminacao de Gauss ndo preserva
o espago das colunas duma matriz. Por exemplo, seja

1 3
4= [ L2 } |
O espaco das colunas de A é Col(A) = L({(1,2),(3,6)}); uma vez que o segundo destes vectores

¢ multiplo do primeiro, podemos escrever simplesmente Col(A) = L({(1,2)}).
Aplicando o método de eliminacao de Gauss a A obtemos

=[] [h 3]
mas Col(B) = L({(1,0), (3,0)}) # Col(A).

Contudo, os espagos das colunas da matriz original e da matriz em escada de linhas estao
relacionados, conforme o seguinte resultado indica.

Proposigao 35. Seja A uma matriz de dimensao n x m e B a matriz que se obtém de A pelo
método de eliminagao de Gauss.

Entao um subconjunto das colunas de A é linearmente independente de Col(A) se e s6 se
o correspondente subconjunto das colunas de B for linearmente independente para Col(B).

Demonstracao. Sejam {cj,cs,...,c;} uma base para Col(A) formada por colunas de A e
{c},cy,...,c.} o correspondente subconjunto de colunas de B e considere-se a matriz A° que
contém apenas as colunas ¢y, ¢y, . . ., ¢;. Aplicando a mesma sequéncia de operagoes elementares
que usamos para reduzir A a B & matriz A%, vamos obter uma matriz B° contendo precisamente
as colunas ¢, ¢y, ..., c}.

Ora as operacoes elementares preservam as solugoes do sistema homogéneo associado a
uma matriz. Entao a solucao geral de A%z = 0 é a solucao geral de B’z = 0. Uma vez que as
solugoes destes sistemas sao coeficientes de combinacgoes lineares que produzem o vector nulo
a partir, respectivamente, das colunas de A° e das colunas de B°, conclui-se que as colunas
de A% sao linearmente independentes se e sé se as colunas de BY o forem. O

O argumento que usamos para justificar que as linhas que contém os pivots numa matriz em
escada de linhas sao linearmente independentes pode ser adaptado, mostrando que as colunas
que contém os pivots também sao linearmente independentes. Encontrar uma base para o
espaco das colunas duma matriz em escada de linhas é entao simples — basta seleccionar as
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colunas que contém os pivots. Uma vez que o método de eliminacao de Gauss nunca troca
colunas, as colunas correspondentes da matriz original sao linearmente independentes e formam
uma base para o espaco das colunas dessa matriz.

Proposicao 36. Seja A uma matriz n X m e B a matriz que se obtém por aplicar o método
de eliminacao de Gauss a A.

Entao o conjunto formado pelas colunas de A correspondentes as colunas de B que contém
os pivots é uma base para Col(A).

Vamos aplicar este resultado para determinar bases para o espaco das colunas das matrizes
que usamos como exemplo na sec¢ao anterior.

Exemplo.

1. Vimos atras que a matriz

se reduzia por eliminacao de Gauss a
2 1 -3
01 =5 |~
Esta matriz tem pivots nas duas primeiras colunas. Entao as duas primeiras colunas de

A formam uma base para Col(A), ou seja, este espaco admite a base {(2,1),(1,0)}.

Observe-se que como Col(A) é um subespaco de R? com dimensdo 2 necessariamente

coincide com o préprio R2, pelo que a base candnica deste espaco também é uma base
para Col(A).

2. No caso da matriz

1 2 -1
2 4 =2
B = 1 -1 0 ’
4 -1 -1
esta reduz-se por eliminacao de Gauss a

1 2 -1

09 -3

0 0 O

0 0 O

Esta matriz tem novamente pivots nas duas primeiras colunas. Entao Col(B) admite
uma base formada pelas duas primeiras colunas de B, que é {(1,2,1),(2,4,—1)}.

3. A matriz
3 01 3
C= 1 0 2 -1
-3 00 1
reduz-se por eliminagao de Gauss a

301 3
005 —6 |,

00 0 26
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que tem pivots na primeira, terceira e quarta colunas. Seleccionando as colunas corres-
pondentes de C', encontramos a base {(3,1,—-3),(1,2,0),(3,—1,1)} para Col(C). Tam-
bém aqui este espaco coincide com o préprio R3.

4. Finalmente, a matriz

2 1 3 -1
D:{—zx -2 -1 3}

reduz-se por eliminagao de Gauss a
21 3 -1
005 1 |’

que tem pivots na primeira e na terceira colunas. Entdao uma base para Col(D) é
{(2,—4), (3,—1)}, constituida pelas colunas correspondentes de D.

Exercicio 36. Determine bases para o espaco das colunas de cada uma das matrizes do
Exercicio 32.

2.5.4 Teorema da dimensao

Os resultados das tltimas secgbes permitem obter algumas relagoes entre as dimensoes dos
varios espagos associados a uma matriz. O primeiro é imediato: os espacos das linhas e das
colunas duma matriz tém a mesma dimensao.

Proposicao 37. Seja A uma matriz. Entao dim(Lin(A)) = dim(Col(A)) = car(A).

Demonstragao. Podemos obter quer uma base de Lin(A), quer uma de Col(A), escolhendo
um vector por cada pivot da matriz. O

A dimensao do ntcleo duma matriz A é habitual chamar nulidade de A, sendo frequente
designéd-la por nul(A). A caracteristica e a nulidade duma matriz estdo directamente rela-
cionadas.

Teorema 7 (Teorema da dimensao). Seja A uma matriz de dimensao n x m. Entao

nul(A) + car(4) =m.

Demonstragao. Por definigao, a caracteristica de A corresponde ao nimero dos seus pivots.
Por outro lado, cada coluna sem pivots estd associada a uma coordenada livre, que gera um
vector na base de N (A), conforme discutimos na Sec¢do 2.5.2. Assim, cada coluna de A
contribui ou com um pivot ou com um vector na base de N'(A), donde a soma da caracteristica
de A com a sua nulidade é precisamente o ntimero de colunas da matriz. U

Exercicio 37. Verifique o Teorema da Dimensao para as matrizes do Exercicio 32.

Podemos nesta altura apresentar uma versao mais detalhada da Proposi¢ao 32.
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Proposicao 38. Sejam A uma matriz de dimensao n x m e b € R™. Entao o sistema de
equagoes lineares Az = b é:

- impossivel se b ¢ Col(A);

- possivel e determinado se b € Col(A) e car(A) = m;

- possivel e indeterminado se b € Col(A) e car(A) < m.
Demonstracao. Vimos ja (Proposi¢ao 32) que Az = b é possivel se e s6 se b € Col(A). A
primeira alinea é um caso particular desta proposicao.

Por outro lado, o conjunto de todas as solugoes do sistema Ax = b pode ser obtido como
a soma duma solucao particular com a solugao geral do sistema homogéneo correspondente
Az = 0. Ora o conjunto das solugoes deste sistema é precisamente N (A), sendo em particular
um conjunto singular (o que significa que Az = b é determinado) quando nul(A) = 0; pelo

Teorema da Dimensdo, nesta situacao tem-se car(A) = m (segunda alinea). No caso em que o
sistema ¢é indeterminado, tem-se nul(A) > 0 e portanto necessariamente car(A) < m. O]

2.6 Espacos euclideanos

Nesta seccao vamos ver uma primeira aplicagao pratica da Algebra Linear: o calculo de aprox-
imagoes. Para tal, vamos precisar de generalizar a estrutura geométrica de R™ a outros espagos
vectoriais.

2.6.1 Produtos internos

Recorde-se que em R"™ podemos definir um produto interno entre dois vectores — foi alids
generalizando este produto interno que definimos o produto de matrizes.

Definicao. O produto interno euclideano em R™ é uma operacao -R"™ x R™ — R definida por
U0 = (ug, g, ) - (U1, V2 - oo, Un) = ULV + Ugs + - - - + UnVy

para U eV em R™.

Exemplo. Em R*, o produto interno entre (1,3,2,—1) e (2, —1,0,2) ¢

(1,3,2,—1) - (2,-1,0,2) =1 x 2+ 3 x (=1) + 2 x 0+ (—1) x 2 = —3.

Exercicio 38. Calcule o produto interno dos seguintes pares de vectores, para o produto
interno usual em R? e R3.

(a) (1,0) e (0,1) (¢) (2,1) e (—2,1) (e) (1,2,1) e (~1,2,1)
(b) (2,4) e (—1,-2) (d) (3,1,-5) e (=2,0,1) (f) (0,2,1) e (—2,-2,-2)

Este produto interno satisfaz o seguinte conjunto de propriedades, que sao consequéncia
directa das propriedades da soma e multiplicacao de ntimeros reais.
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Proposigao 39. As seguintes propriedades sao verificadas por quaisquer vectores U eV deR”
e numero real a.

LW 7=" -

2. WU >0

3. (W) -V =a(d-7)

4.7 - (V+B) =" - T+ 0.

Tal como anteriormente abstraimos as propriedades de R™ a outros conjuntos para obter um

conceito geral de espago vectorial, vamos partir das propriedades do produto interno euclideano
em R" para definir um conceito geral de produto interno em qualquer espago vectorial.

Definigao. Sejam V' um espaco linear e (-,-) : V' x V' — R uma operagao. A operacao (-, -) diz-
-se um produto interno em V se satisfizer as seguintes propriedades para quaisquer u,v,w € V/
ea€eR.

1. Simetria: (u,v) = (v, u)

2. Positividade: (u,u) > 0, verificando-se a igualdade apenas para u = Oy
3. Linearidade: (au,v) = o (u,v)

4. Distributividade: (u,v 4+ w) = (u,v) + (u, w)

Um espago linear V' com um produto interno diz-se um espago euclideano.

Mesmo em R"”, o produto interno euclideano nao ¢ a tinica operacao com estas propriedades.
Consideremos por exemplo a operacao em R? definida por

((a,b),(c,d)) = ac+ 2bd.
Esta operagao satisfaz as quatro propriedades acima indicadas, pelo que define um outro pro-

duto interno em R?.

Exemplo. No espago M,,,, das matrizes de dimensao n x m, pode definir-se o produto interno
<A7B> :Al* Bl*+A2* B2*++An* Bn*

onde A;, é a linha ¢ da matriz A e B;, é a linha ¢ da matriz B. Repare-se que esta operagao
consiste na realidade em ver as matrizes A e B como vectores de dimensao n x m (com todas
as entradas escritas numa unica linha) e calcular o seu produto interno euclideano. Assim, esta
operacao satisfaz trivialmente as propriedades dum produto interno.

Tomem-se as matrizes
a_[ro7 10 2
“l280]°%l039

em Msy3. O seu produto interno é dado por

an=(3231[32)
=(1,9,7)-(1,0,2) +(2,8,0) - (0,3,9)

=1x14+9x0+7%x2+2x04+8%x3+0x%x9
=1+14+24=39.
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Observe-se que se escrevermos os elementos de cada matriz como um vector de R e calcularmos
o produto interno neste espago obtemos o mesmo resultado.

(1,9,7,2,8,0) - (1,0,2,0,3,9) =1 x 1+ 9Xx0+7x2+2x0+8%x3+0x9
=1+14+24=39

Exercicio 39. Calcule o produto interno dos seguintes pares de matrizes, para o produto
interno usual em M, .

@ s ]elts] o 5] Lo ]
1 -2 -1

2
(2 0 -1 2 1 2 (d) |1 1 [e] -1 -1
73 }e{ } 0 -3 0 3

Em muitos contextos de relevancia pratica, hé interesse em aproximar funcoes por outras
mais simples. Por forma a poder utilizar as técnicas que introduziremos mais adiante, é
necessario definir produtos internos em espacos de fungoes.

Um dos produtos internos mais comuns, definido no espago C° ([a, b]) das fungdes continuas
no intervalo [a, b, é definido como

0= [ sa0

Proposigio 40. A operacio (-, -) : C° ([a, b]) x C° ([a, b]) — R definida por
)= [ o) a

é um produto interno em C° ([a, b]).

Demonstracao. Temos de verificar as quatro propriedades do produto interno.

1. Simetria: pela definicao, temos que

wmz/ﬂmwwz/mwww:@ﬁ

atendendo a comutatividade do produto de ntimeros reais.

2. Positividade: o produto interno duma funcao f consigo propria é

b
o f) = / F2(t) di

que é positivo porque f2(t) > 0.
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3. Linearidade: sendo o um nimero real,

b
1.0 = [ @naw = [ o a=a [ 50 o (f.9)
pela linearidade do integral.

4. Distributividade:

b
(frg+h) = / F()(g + h)(2) dt / F(O)(g(t) + h(t)) dt

- / F()g(t) + F)A(t) dt / FOA(t) dt + / g(t)h(t) di
= (f

h) + (g, h)

Uma vez que a operagao satisfaz estas quatro propriedades, temos que C° ([a, b]) com aquele
produto interno é um espaco euclideano. O

Exemplo. O produto interno de f(z) =cosz e g(z) =1 em C° ([0, %]) é

/2 cosz dr = [sin(x)]og =1.
0

Em particular, como os polindémios sao fungoes continuas, este produto interno é um produto
interno em P,, para qualquer n. Assim, os espacos P, também sao espacos euclideanos.

Exemplo. Apresentam-se de seguida alguns exemplos de produtos internos de polinémios.
Assume-se sempre que estamos a trabalhar em P,([—1, 1]) com n suficientemente elevado para
conter os polindmios em questao.

1. O produto interno de p(z) =2z + 1 e ¢(z) = = é dado por

1 1 23 271 4
/(2x+1)xdq::/ (2172+l‘) dr = i%—I— =-.
_ 3 21, 3

1 -1
2. O produto interno de p(x) =2z + 1 com r(x) =2z — 1 é
1 1 A 1
/ (2x+1)(2:c—1)dx:/ (427 — 1) dx:[T_x]
- -1

1 -1

3. O produto interno de p(x) =2z + 1 com s(x) =1 é

/1(2:1:—|—1) dx = [x2+$}171:2.

1

Podiamos ter chegado a este resultado sem efectuar os calculos observando que
s(r)=1=2x— 2z —1) = 2¢(x) — r(x)

e aplicando a linearidade do produto interno para concluir que

4 2
<p,8>=<p,2q—?“>=2<p,Q>—<p,r>=2><5—522.
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Exercicio 40. Calcule o produto interno dos seguintes pares de fung¢oes em Py([—1,1]).

(a) zel (b)) z—1lex+1 (c) 2’ —1lex (d) 222 —1lex

2.6.2 Comprimentos e distancias

Voltando mais uma vez a R", sabemos que podemos determinar o comprimento dum vector
(distancia do seu extremo & origem) aplicando o teorema de Pitdgoras. Em R? o compri-
mento de (z,y) é \/x2+ y? (Figura 2.7, & esquerda); em R? o comprimento de (z,y,z) é
V2 +y? + 22 (Figura 2.7, a direita); e, de forma geral, em R" podemos calcular o compri-
mento de ¥ = (v1,vg,...,v,) por

170 = /(00 + @) + o+ (0 = VT 7.

H
| X3+y? X
y Xy

/ y

Y

Figura 2.7: Determinacao do comprimento de vectores em R? e R3.

Tal como atras, podemos generalizar esta relacao a qualquer espaco euclideano, definindo
a norma da seguinte forma.

Definigao. Seja V' um espago euclideano com produto interno (-,-). A norma dum vector u

de V é definida como
Jull = /{u, u) .

Exercicio 41. Calcule a norma (usual) de cada um dos seguintes vectores de R? e R?.

(a) (0,1) (c) (2,1) (e) (=2,-1) (g) (0,2,1) (i) (1,1,1)
(b) (_1a_2) (d) (_271) (f) (_17271) (h) (_27272) (J) (_1a372)

O facto de ser definida a custa do produto interno faz com que haja um conjunto de
propriedades da norma que se verificam em qualquer espago euclideano. Por exemplo, uma
vez que ||u|| é definida como uma raiz quadrada, automaticamente |[u|| > 0 para qualquer u,
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sabendo-se ainda da positividade do produto interno que a igualdade se verifica apenas quando
u = Oy. De forma semelhante,

loull = V/{au, au) = /a2 (u,u) = |a]|u]

Proposigao 41. Sejam V' um espago euclideano com produto interno (-, -) e norma ||.|| definida
pela relagdo |lu|| = /(u,u). Entdo as seguintes igualdades sdo verificadas por quaisquer
u,v €V eaelR.

1. Positividade: |lu|| >0

2. Zero: ||ul]| =0 sse u = Oy
3. Linearidade: ||au| = |al||ul]

4. Desigualdade triangular: [ju + v|| < |lu]| + ||v]|

A tnica propriedade que nao foi verificada foi a desigualdade triangular. Em R”, esta
propriedade reduz-se simplesmente ao facto de o comprimento de qualquer lado dum triangulo
(dado por ||u + v||) ser inferior & soma dos outros dois (dada por [Ju|| + ||v||). Nos outros
espagos vectoriais, ¢ consequéncia da desigualdade de Cauchy—Schwarz, valida em qualquer
espaco vectorial, e que afirma que, para quaisquer vectores u e v, se tem

| (w0 | < o]l -

Nao vamos demonstrar a desigualdade de Cauchy—Schwarz. A partir dela, contudo, é facil
mostrar que a desigualdade triangular se verifica para quaisquer vectores u e v:
lu+ ol < Jlull + ol <= llu+ol* < (Jull + [[0)* <= llu+0]* < ull* + [[o]* + 2[jullo]
= (u+tv,u+v) < |ull® + [[of* + 2|full|v]
= (u,u) + (u,v) + (v, u) + (v,0) < Jlul* + [Jv]]* + 2[Ju] ]
= Jlull” +2(u,v) + oll* < lull* + ol + 2l |Jv]
= 2 (u,v) < 2[fulll|lv]] <= (u,v) < ull]]v]

e a ultima relagao é consequéncia da desigualdade de Cauchy—Schwarz, pois (u,v) < |(u,v) |.

Exemplo. Vejamos alguns exemplos destas relacoes no espaco R3. Sejam U = (1,2,-1) e
v = (3,—1,2). Da definicao de produto interno, temos as seguintes igualdades.
(W, ) =(1,2,-1)-(1,2,-1) =1 x 14+2x 2+ (=1) x (=1) =6
(W, ) =(1,2,-1)-(3,-1,2) =1 x 342 x (—1) + (-1) x 2 = —1
(U, ) =(3,-1,2) - (3,—1,2) =3 x 34+ (—=1) x (-1)+2x 2= 14
Daqui se conclui que ||u|| = v/{u,u) = V6 e ||[v| = V14. A desigualdade de Cauchy—

Schwarz toma neste caso a forma
| (u,0) | < Jufl|v]] <=1 < V6V14,

que é claramente verdadeira.
Observe-se que, considerando dois vectores (a, b, c) e (x,y, z) genéricos, a desigualdade de
Cauchy—Schwarz afirma que

laz + by + cz| < Va2 + 02+ 2\/d? + €2 + f2,

relacao que é portanto valida para quaisquer reais a, b, ¢, x, y e z.
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Noutros espacgos vectoriais, o raciocinio é semelhante.

Exemplo.

1. Consideremos o espaco linear M3y, e sejam A, B e C' as seguintes matrizes.

-1 5 1 0 2 -1
A=1 2 -3 B=|2 -1 C=|1 3
1 0 3 -2 2 2

Temos entao as seguintes relagoes.

[ -1 5 ] 1 0
(A,B):< 2 310,12 —1 >

10| |3 2
=(-1)x1+5x0+2x24+(-3)x(-1)+1x34+0x(-2)=9

~1 5 2 —1
<A,C>:< > S| |1 >
10 2 2
(

“1)x245x (=) +2x14+(=3)x3+1x2+0x2=-12

1 0 2 —1
(B,C):< 2 =1/, 1 3 >
3 =2 2 2
=1x

240x (-1)+2x1+(-1)x34+3x2+(-2)x2=3

Por simetria, tem-se ainda que
(B,A) =(A,B) =9 (C,A) =(A,C) =—-12 (C,B) =(B,C) =

A norma de cada uma destas matrizes é dada por

-1 5 -1 5
[Al = /(A A) = < 2 3], 2 -3 >

10 10
= V(=12 +52+22+ (=3)> + 12+ 02 = V40

1 0 1 0
1Bl = v{B,B) = < 2 -11,]12 -1 >
3 -2 3 -2

= 124024+ 22+ (—1)2+32+ (=22 = V19

2 —
ICll = V(€. C) = { 1
2

+ 32422422 =+23

— \/22
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A desigualdade de Cauchy-Schwarz implica as trés desigualdades
(A, B) | < |A[[|B]| =9 < V40V19 = V760
[{(A,C) | < JAJIIC|| <= 12 < V40v23 = V920
[(B,C)| < |BIlIC| <= 3 < V19v23 = V437

que sao verdadeiras.

2. Em espagos de fung¢oes com o produto interno dado pelo integral, os calculos sao um pouco
mais complexos mas obtemos o mesmo tipo de resultados. Vejamos alguns exemplos em
P5([0,1]); sejam p, g e r os polinémios seguintes.

plr)=x+1 qg(z) =2z —1 r(z) = 32% — 2
Temos entao as seguintes relagoes.
1 1
(p,q) = (x+1,2¢—1) :/ (x+1)(2x —1) dm:/ (22 +2—1) do
0 0

2x3+$2 D 1
— —_— — — —
3 2

1 1
(p,r>:<a:—|—1,3x2—2>:/ (z+1) (32* — 2) dx:/ (32° + 32 — 22— 2) dx
0 0

3t b3 5

1 1
(q,r>—<2x—l,3x2—2>—/ (2x—1)(3x2—2) dx—/ (6x3—3x2—4x—|—2) dx
0 0
1

3zt 3 1
= | = -2 -2 422 == —-1-2+4+2==
[2 x x—i—x]o 5 + 5

Por simetria, tem-se ainda que

6 4
A norma de cada uma destas fungoes é dada por

||p||=\/W=\//01(x+1)2dx=\//01(x2+2x+1) dx
[T R
||q||=\/Wz\//01(2x—1)2dx:\//01(4x2—4x+1) dz

43 ! 4 \F
— |2 — 92 =/ —24+1=4/=
\/{3 x—l—xL 3 + 3

(p,q) = (¢,p) = ! (p,r) = (r,p) = . (g.7) = (r.q) = %
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Ir|l =/ (r,r) = \// 3:62—2 dx—\// (92 — 1222 + 4) dx

91’5 9 3
= T A3 4 dx| == —44+4=—
\/[ 5 L 5 V5
A desigualdade de Cauchy—Schwarz implica as trés desigualdades
1 N
) < Dollall = 3 < /T2 = 2
5 2
()] < Ilplllr] = 2 < \ﬁ\ﬁ: ,/E
1
(g m) [ < llqlli]] =5 <

A desigualdade de Cauchy—Schwarz para este produto interno em espacos de funcoes
implica a seguinte relacao entre integrais definidos.

t) dt‘ g/abﬁ(t) dt/abg2(t) dt

Exercicio 42. Verifique a desigualdade de Cauchy—Schwarz para os pares de vectores:

a) (1,2,1) e (0,2,—1) em R?; L1 -3 0 .
() (1,2,1) e (0,2,—1) <d>[01]e{1 2}emMm,
(b) (0,1,—1) e (1,2,3) em R?;

que sao verdadeiras.

2 1 2 4 (e) 22 +1e —xz+1em Py([—1,1]);
(c) { 0 3}6{1 1:|emM2><2; () 2 —1e a2+ em By([—1,1)).

O conceito de norma pode ser usado para definir distancia entre dois vectores em qual-
quer espaco vectorial. Voltemos ao caso de R™; a distancia entre dois vectores Ued éo
comprimento do vector que une as suas extremidades, dado por v - (ver Figura 2.8).

l\y

y >

Figura 2.8: Distancia entre dois vectores em R".

Podemos generalizar esta relagao para qualquer espaco vectorial.
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Definicao. Sejam V um espaco vectorial e u, v vectores de V. A distancia entre u e v é
d(u,v) = |lv —ul|.
A distancia goza de propriedades muito semelhantes as da norma.

Proposigao 42. Sejam V' um espago euclideano com produto interno (-,-) e distancia dada
por d(u,v) = |[v — u||. Entao as seguintes relagoes verificam-se para quaisquer u,v,w € V e
a e R

1. Positividade: d(u,v) >0

2. Zero: d(u,v) =0 sse u=v

3. Linearidade: d(au,v) = d(u, av) = o d(u,v)

4. Desigualdade triangular: d(u,v) < d(u,w) + d(w,v)

E possivel definir distancias directamente em espagos vectoriais nao euclideanos, exigindo-
-se apenas que satisfacam estas propriedades (& semelhanga da forma como definimos um pro-
duto interno num espaco linear arbitrario). Nesta exposi¢ao, porém, apenas vamos considerar
distancias definidas a partir da norma.

Observe-se que, expandindo a defini¢ao de norma, podemos encontrar uma férmula explicita
para a distancia entre dois vectores a custa do produto interno.

du,v) = |v —u| = Vv —u,v —u) = /(v,0) + (u,u) — 2 (u,v)

Porém, na pratica é mais simples calcular directamente o vector v — u do que recorrer a estas
relagoes.
Vejamos alguns exemplos.

Exemplo.

1. A distancia entre os vectores @ = (1,2,—1) e ¥ = (3,—1,2) de R? considerados no
exemplo anterior é dada por

(T, D) = lo—ull = 3, 1,2 ~(1,2, ~1)]| = (2, -3,3)]| = VZE+ (-3 + 3 = V2.

2. Para as matrizes A, B e C' de M3y, do exemplo anterior, temos

1 0 -1 5 2 -5

d(A,B) = |B — Al| = > 3 |l=[]o0 2

1 0 2 —2

:\/22 )2+ 02 4+ 22 422 4 (—2)2 = V35

6
d(A,C) = ||C = Al = 2
1

:\/32 6)2+ )2 462+ 12 +22 =
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d(B,C)CBH 13 |-

:\/12+(—1)2+( 2 +42+(—1)2+42 = \/_—6

o que significa que, geometricamente, a matriz A estd mais proxima de B do que de C.
Podemos interpretar este facto dizendo que A é uma melhor aproximacao de B do que C.

3. Para os polinémios p, g e r de P,([0, 1]) considerados atras, temos as rela¢oes seguintes.

d(p,q) = llg—pl =2z = 1) = (z + D = l= = 2|

W x_m_w ) da
:\/[%3—291:2—1—43:] :,/%—2+4:\/§
d(p,7) = |r —pll = ||(32* = 2) — (x + 1)|| = ||32> — = — 3|

\// 3z2 —x —3 dx—\// (924 — 623 — 1722 + 62+ 9) dx

5 4 1 3 1
:\/[%—Si— 7; +3x2—|—9x} :\/2—2—57”*9
0

d(g,r) =|Ir — ql = ||(32% = 2) — 2z — 1)|| = ||32* + 22 — 1

1 1
:\// (322 4 22 — 1) dx:\// (924 + 1223 — 222 — 4o + 1) dx
0 0
925 213 ! \/9 2
\/{5 + 3z 5 :c—l—:r;L 5—|—3 3 +

47

15

Podemos interpretar estes resultados geometricamente como indicando que p estd mais
proximo de ¢ do que de r. Isto significa que a drea entre os gréaficos de p e ¢ é menor do
que a area entre os graficos de p e r (ver Figura 2.9).

De facto, com esta definicao de produto interno entre duas fungoes, a norma duma funcao
estd relacionada com a drea sob o gréfico da fungao (embora nao corresponda ao valor
dessa drea); assim, duas fungoes estdo tanto mais proximas quanto menor for a érea entre
os seus graficos — o que intuitivamente corresponde de facto a uma nocao correcta de
proximidade.
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Ay p(x) Ay p(x)
1 _/ 1_/
ax)

y >
| e

Figura 2.9: Comparacao dos graficos de p(z), ¢(z) e r(x). A drea entre p e ¢ é menor do que
a area entre p e r.

Exercicio 43. Qual dos seguintes vectores ¢ melhor aproximacao de (1,1,1)?

(a) o vector (1,2,3) (b) o vector (1,0,1)

, . . L, . . 1 2
Exercicio 44. Qual das seguintes matrizes é melhor aproximacgao de [ ]?

-1 0

. -2 2 . 10
(a) a matriz [ 5 0] (b) a matriz { 11 }

Exercicio 45. Qual dos seguintes polindmios é melhor aproximacao de x4 1?

(a) o polinémio 2x (b) o polindmio = + 2

2.6.3 Angulos e projeccoes ortogonais

Consideremos dois vectores arbitrarios @ e ¥ em R2. Sendo a o angulo formado por @ com o
eixo dos zx e B o angulo formado por o com o eixo dos yy, as coordenadas de e podem
ser escritas na forma

@ = (|| cos(a), [lull sin(e)) T = (|[T]| cos(8), [|v]| sin(5))

conforme ilustrado na Figura 2.10.
Se usarmos esta féormula para calcular o produto interno entre os vectores e 7, obtemos

U7 = (|| cosa, | W | sina) - (| V| cos B, || V|| sin B)
= ||| cosa || T cos B+ ||| sin e || 7| sin 3
= || 2| | V|| (cosarcos B + sinarsin B) = || 7| | V|| cos(a — B) = | & || || V'] cos &
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y >

||ull cos(a)

Figura 2.10: Outra forma de determinar as coordenadas dum vector em R2.

Ay

X

Figura 2.11: Angulo entre dois vectores.

onde 6 = o — 3 é o angulo formado pelos vectores Ted (ver Figura 2.11).
Decorre daqui que

7.7 v
77:|]7H||7Hcos€<:>008(9:” m H<:>9:arccosH Wil

Mais uma vez, podemos usar esta relacao (valida alids em qualquer espago R™ de dimensao
superior a 2) para definir angulo entre dois vectores em qualquer espago euclideano V.

Definigao. Sejam V' um espaco euclideano com produto interno (-, -) e u, v vectores de V. O
angulo entre os vectores u e v é definido pela expressao
(u,v)

Z(u,v) = arccos ——— .
’ [el]]

Devido a desigualdade de Cauchy—Schwarz, esta expressao estda sempre bem definida: uma

vez que | (u,v)| < |Jul|l]v]|, tem-se necessariamente —1 < m < 1, pelo que aquele valor

corresponde sempre ao coseno de algum angulo.
Vejamos alguns exemplos, continuando com os espacos e vectores que consideramos atras.

Exemplo.
1. O angulo entre os vectores @ = (1,2,-1) e U = (3,—1,2) de R? é dado por

u, V) ~1
. V) = arccos (o, = arccos ——— .
(4, V) 21 NGYT

Este valor corresponde aproximadamente a —83°.

L. Cruz-Filipe e P. Engracia



2.6. ESPACOS EUCLIDEANOS 151

2. As matrizes A, B e C de M35 definidas atras formam os seguintes angulos entre si.

(A, B) 9
Z(A, B) = arccos ————— = arccos ~ T70°
[A[IB]] 760
A ~12
Z(A,C) = arccos {A.0) = arccos ~ 66.7°
LA V920
B
Z(B,C) = arccos {B.C) = arccos S ~ 81.7°

IBIICI V437

3. Para os polinémios p, ¢ e r de P,([0, 1]) considerados atras, temos os seguintes angulos.

B (p.q) 6 o
Z(p,q) = arccos Tollal = arccos ? = arccos —— 79
_ 5
é(p, T) — arccos <p’ T> = arccos 4 — arccos ~ —52.4°
Il [7] z

—~
~

1
q,T 2 5)
Z(q,r) = arccos = arccos —== = arccos |/ — ~ 49.8°
gl \/g 12

Exercicio 46. Calcule o angulo formado pelos dois vectores de cada alinea dos Exercicios 38
e 40. Quais desses pares sao perpendiculares?

H4 alguns casos particulares de interesse. Em primeiro lugar, ¢ 1til observar que dois vec-
tores formam um angulo diferente de 0° precisamente quando sao linearmente independentes.
Por semelhanca com o que se passa em R”, dizemos que dois vectores sao ortogonais quando
fazem um angulo de 90° entre si.

Definicao. Seja V um espaco euclideano. Dois vectores u e v dizem-se ortogonais, e escreve-se
u L v, quando Z(u,v) = 7, ou, equivalentemente, quando (u,v) = 0.

Por exemplo, os vectores (1,1) e (1,—1) de R? sao ortogonais, uma vez que
(1,1)-(1,-1) =1x1+1x (=1)=0.
Os vectores (2,1,3) e (3,0, —2) de R? também sao ortogonais, uma vez que
(2,1,3)-(3,0,-2) =2x 3+ 1 x 0+3 x (—2) =0.

Em ambos os casos, podemos verificar (desenhando os vectores) que de facto o angulo entre
eles ¢ um angulo recto.
O mesmo conceito funciona noutros espacos vectoriais.

Exemplo.

0 1
-1 0

10 0 1
<[O 1],[_1 O}>_1><0+0><1+0><(—1)+1><0_0.
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2. As matrizes

2 1 1 —1
3 1 e 2 =2
-1 5 0 —1

de M;syo também sao ortogonais, uma vez que

2 1 1 -1
< 3 11],]2 -2 >:2><1+1><(—1)+3><2+1><(—2)+(—1)><O+5><(—1):0.
-1 5 0 -1

3. Duas fungoes podem também ser ortogonais. Por exemplo, em C° ([0, 2n]) as fungoes
f(z) =sin(x) e g(x) = 1 sdo ortogonais, uma vez que

(sin(x),1) = /0 ﬂsin(x) dx = [~ cos(z)]2" = 0.

4. Os polinémios p(z) = x + 1 e ¢(x) =  — a sdo ortogonais em P;([—1,1]) se

1

<x+1,x—a>:/(x+1)(x—a)dx:/ (®+(1—a)z—a) do

1

1
3 (1—a)a? ! 2
= S, -2 _9
{ + 5 ax}_l 3 a

w| 8’

for igual a 0, ou seja, se a = %

5. J& em Py(]0,1]), para os polinémios p(x) = x + 1 e ¢(z) = x — a serem ortogonais tem
de se ter

igual a 0, ou seja

donde a = 3.

©

Exercicio 47. Para cada um dos seguintes pares de vectores de R?, determine os valores
de k que os tornam perpendiculares com o produto interno usual.

(a) (170) € <_1vk7) (b) (27 k) € (_171{7) (C) (27k) € <_2v _k)

O conceito de ortogonalidade ¢ extraordinariamente 1til em aplicacoes porque nos permite
definir a nocao de projeccao ortogonal. Em R", a projeccao ortogonal dum vector U sobre
outro vector ¥ obtém-se tracando uma recta perpendicular a o que passa pelo extremo de 7;
a projeccao de U sobre U é o vector com extremidade nessa intersecgao (ver Figura 2.12).
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Figura 2.12: Treés exemplos de projeccao de um vector u sobre outro vector v.

Com um pouco de geometria analitica, conseguimos escrever explicitamente a expressao
para a projeccao ortogonal de U sobre ¥. O comprimento dessa projeccao é dado por
||| cos 0, onde 6 ¢ o angulo entre @ e T'; a direccio é simplesmente a direccio de ¥. Para
obtermos um vector com a direcgao de T eo comprimento que desejamos, vamos dividir KT
pelo seu comprimento (obtendo um vector unitario) e multiplicar pelo comprimento desejado.
Usando a expressao que ja conhecemos para cosf, dada também pelo produto interno, con-
cluimos que a projeccao de U sobre U é o vector Py (7) dado por

7 7 7.7 27
7] =1 R e

No caso em que ||v|| = 1 esta expressao reduz-se simplesmente a

Pz ()= (4 -7V .

Py () = I cos 6 = 1|

Uma vez que qualquer espaco euclideano tem esta estrutura geométrica, podemos reproduzir
este raciocinio para todos eles, obtendo um conceito geral de projecgao ortogonal.

Defini¢ao. Sejam V' um espago euclideano com produto interno (-, -) e u, v dois vectores de V.
A projecgio ortogonal de u sobre v é o vector P, (u) definido por

(u, v)
P, (u) I v.
A nocao de projecgao ortogonal tem muito mais aplicagoes do que as que sao evidentes a
partida. Olhando novamente para a Figura 2.12, vemos que a projecgao de U sobre ¥ é o
vector pertencente ao espaco linear gerado por o que melhor aproxima U a distancia de o
aos pontos de L ({7'}) é minima para o ponto Py ().
Isto sugere as seguintes duas definigoes.

Defini¢ao. Sejam V' um espaco euclideano com produto interno (-,-), W = L({v}) um seu
subespaco linear de dimensao 1 e u € V.

- A melhor aprozimag¢do de w em W é o vector P, (u).

- A distancia de uw a W é dada por ||u — P, (u) ||

Note-se que estas definigoes sao independentes da escolha de v (repare-se que v # 0y ), uma
vez que a projeccao ortogonal foi definida a custa do comprimento de u e da direcgdo de v (que
é comum a todos os elementos de W).
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Exemplo. Para determinar a distancia de (1, 1) Arecta y = 2z, em R?, comegamos por escrever
esta recta como espaco gerado por um vector de R?, por exemplo L({(1,2)}). A projeccao de
(1,1) sobre a recta é

Pus (1) = S0 = 2an = (3.2

A distancia de u aquela recta é entao

- 0= |34)|

Podemos aplicar um raciocinio semelhante para calcular a distancia de um ponto U auma
recta que nao passe pela origem. De facto, uma recta y = mx + b pode ser vista como uma
“soma” do subespago linear y = mx com o vector (0,b); subtrair esse vector a U e A recta
corresponde a aplicar uma translacao a figura, transformacao essa que preserva as distancias
(ver Figura 2.13). A distancia de U a y = ma + b é entdo igual & distancia de 7 — (0,b) a
Yy = mz, que vimos acima como calcular.

Ay

\ ke

\

Figura 2.13: Uma translacao permite transformar qualquer recta num subespaco linear de R2.

Exemplo.

1. Para calcular a distancia, em R? de (2, 3) a recta y = —x, comegamos por encontrar um
vector que gere esta recta — por exemplo (1,—1). De seguida, calculamos a projeccao
de (2, 3) sobre esse vector.

@3) (L-) -1 (11
oo Y=g Gy < 2’2>

A distancia de (2, 3) a este vector é

H 2)l-lE2)l=

Observe-se que o resultado seria o mesmo independentemente do vector usado para gerar
a recta. Por exemplo, tomando o vector (—2,2), obteriamos

Poan (29) = S CED o) - a9 (-1 1).

que é a mesma projeccao determinada acima.

P(L—l) ((27 3)) =
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2. Se quiséssemos agora calcular a distancia de (2,3) a recta y = —x + 2, bastaria proceder
de forma semelhante para determinar a distancia de (2,3) — (0,2) = (2,1) ay = —=.
Obteriamos os seguintes resultados.

Pacy (@) = S o = a0 = (5.5)

en-Gal-IG -5

3. Em dimensoes superiores, o raciocinio é perfeitamente andlogo. Em R?, para calcular a
distancia de (2,1, —2) a recta definida por y = 2z e z = x, comegamos por encontrar um
vector que gere esta recta — por exemplo (1,2,1). De seguida, calculamos a projeccao
de (2,1, —2) sobre esse vector e a sua distancia ao ponto (2,1, —2).

(2,1,-2) - (1,2,1) P 121
P(1,2,1) ((2a17_2)) = ”<1 271)"2 (17271) = 6(17271) = §7§7§

fer-2-(335)]-[G3-5) -

4. De forma andloga, a forma para determinar a distancia, em R* de (—1,0,—1,1) & recta
definida pelas condigoes y = 2+ 1, 2 = —2x e w = —x + 2 seria escrever esta recta como

(0,1,0,2) + L({(1,2,-2,—-1)})

e calcular a distancia de (—1,0,—1,1) — (0,1,0,2) = (—=1,—1,—1,—1) a sua projeccao

sobre (1,2, -2, —1).

(—1,-1,—1,—-1)- (1,2, -2, —1)
||(1?27_27_1)||2

=1(=1,-1,-1,-1)[| =2

(1,2,-2,-1)= 0

P(172,—2,—1) ((_L _1a _L _1)) =

(=1, —1,-1,-1)— 0

Exercicio 48. Calcule a distancia do vector (1,1) em cada um dos seguintes subespagos
de R?, munido do produto interno usual.

(&) L({(1,00h) () LA DY (o) LHO, =D} (d) LHE,2)})  (e) LH(EZ,D})

Exercicio 49. Calcule a distancia do vector (1, —2) a cada uma das seguintes rectas, com o
produto interno usual em R2.

(a) y =2z (b) y=2zx+1 (c)y=2x—1 (d) 22+3y=0 (e) 2243y =—1

As seguintes propriedades sao consequéncia das propriedades do produto interno e mostram
que a projeccao ortogonal funciona bem com as operacoes do espago vectorial.
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Proposicao 43. Sejam V um espaco euclideano e u, v e w vectores de V. Entao as seguintes
igualdades sao satisfeitas.

1. P, (au) = aP, (u)

2. Pay (u) = Py (1)

3. P,(u+w) =P, (u)+ P, (w)

4. P, (u) = u se u = av para algum escalar a.

Voltaremos a falar de projeccoes ortogonais mais adiante, num contexto mais geral, que
nos permitird discutir o problema de determinar a distancia de um vector a um subespaco
e de determinar a melhor aproximacao dum vector num subespaco linear. As técnicas aqui
descritas serao aplicadas na pratica em disciplinas mais avancadas.

2.6.4 Bases ortogonais e ortonormadas

Vimos na sec¢ao anterior que podemos definir o angulo entre dois vectores em qualquer espaco
vectorial que disponha de um produto interno. Nesta seccao, vamos estudar as propriedades
de bases constituidas apenas por vectores ortogonais — as chamadas bases ortogonais. Estas
bases permitem simplificar muitos dos calculos envolvendo projeccoes, tornando os espagos
euclideanos ainda mais semelhantes a R".

Definicao. Seja V' um espaco euclideano. Um subconjunto S de V' diz-se ortogonal se todos
os seus elementos sao ortogonais dois a dois. No caso de todos os elementos de S terem ainda
norma igual a 1, o conjunto diz-se ortonormal ou ortonormado.

Um conjunto S ortogonal (respectivamente ortonormado) que seja uma base de V' diz-se
uma base ortogonal (respectivamente uma base ortonormada) de V.

Exemplo. Consideremos o espaco R3 com o produto interno usual. A base canénica deste
espago é o conjunto S; = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}, que é um conjunto ortonormado. De
facto, tem-se

(1,0,0) - (0,1,0) = 0 (1,0,0) - (0,0,1) =0 (0,1,0)-(0,0,1) =0
1(1,0,0)] =1 1(0,1,0)] =1 1(0,0,1)f = 1.

Em contrapartida, o conjunto Sy = {(1,0, 0), (0,2,0), (0,0, 3)} é um conjunto ortogonal que
nao ¢é ortonormado.

(1,0,0) - (0,2,0) =0 (1,0,0) - (0,0,3) =0 (0,2,0) - (0,0,3) =0
1(1,0,0)[| =1 10,2,0)]| = 2 10,0, 3)[| = 3.

A base canédnica de R" (tal como a base canénica de M, ,,) é uma base ortonormada.
Contudo, o mesmo nao se passa noutros espagos: a base canénica de P,([a, b]) ndo é em geral
ortonormada, nem sequer para P;:

b 270 b2 — g2
<171’>=/ x dr = {x—} = <.
. 2, 2
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que s6 vale 0 quando a = +b. Em particular, a base canénica de P; ([0, 1]) ndo é ortonormada. A
base candnica de P;([—1,1]) é ortonormada, mas a de P;([—2,2]) é ortogonal nao ortonormada.
Ja a base canénica de P»([a,b]) nunca é ortogonal, pois

(1,2%) = /x dx_[—grzbggag,

a

que s6 vale 0 no caso impossivel a = b.

Trabalhar com bases ortogonais simplifica muito a determinagao de coordenadas. Conforme
vimos na Seccao 2.4.2, para encontrar as coordenadas de um vector v em relacao a uma base B
¢é necessario resolver um sistema de equacgoes lineares. Se B for uma base ortonormada, porém,
ha uma alternativa muito mais simples.

Concretamente, sejam B = {vy,vg,...,0,} € v = 01 + U9 + + -+ + ¢v,. Se calcularmos
o produto interno (v, v;), obtemos

(crvg + Qg + -+ - + Cpp, V1)
= (cyuy,v1) + <02U2>U1> + -+ (cptn, v1)
=1 (v1,v1) + co (v, v1) + -+ - + ¢, (U, v1)

=G <Ulavl> =G ||U1||

(v,v1) =

aplicando sucessivamente a linearidade do produto interno e o facto de B ser ortogonal — ou
seja, (v1,v;) = 0 para i # 1.
Mas (v,v1) = ¢ ||Jo1 | equivale a dizer que

<U7Ul>
[[or]?

C1 =

Entao a coordenada c¢; pode ser calculada através daquele produto interno. Um raciocinio
semelhante permite-nos obter férmulas analogas para as restantes coordenadas.

No caso particular de B ser uma base ortonormada, aquela expressao simplifica-se ainda
mais, uma vez que ||vi|| = 1, e obtém-se simplesmente ¢; = (v, vy).

Este resultado estd resumido na proposicao seguinte.

Proposicao 44. Sejam V' um espago euclideano com produto interno e B = {vy,va,...,v,}
uma base ortogonal de V. Entao as coordenadas de qualquer vector v de V sao dadas por

(U>B = (Cla Coy ... 7C7l) onde
<U’Ui>

2
vl

Se B for ortonormada, as coordenadas de v sdo simplesmente ¢; = (v, v;).

i:

Contrariamente ao que a proposicao acima possa sugerir, na pratica nao ha muitas vezes
grande vantagem em trabalhar com bases ortonormadas relativamente a bases ortogonais, uma
vez que normalizar os vectores introduz muitas vezes coeficientes irracionais. E frequentemente
mais simples usar uma base ortogonal, tendo o cuidado de dividir pela sua norma sempre que
necessario.

Exemplo. A base B = {(1,1),(1,—1)} de R? é uma base ortogonal que nao é ortonormada,
uma vez que

(1,1)-(1,~1) = 0 mas [|(1, )] = (1, -1)| = V2.
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A base ortonormal correspondente seria

~{(24) (2-9)

(obtida dividindo cada vector pela sua norma), base esta que é substancialmente mais compli-
cada para usar em calculos.
As coordenadas de (1,0) em relacao a B sao dadas por

_ (170)'(1’1) (170)'<1’_1) _ 11
((1’0”3_( IO L -DIP ) (2’2)'

Ja as coordenadas de (1,0) em relacdo a B’ sao dadas por

((1,0))p = ((1,0)- (??) ,(1,0) - (?—?)) = <§§> .

O recurso a uma base ortogonal simplifica também o cdlculo de projeccoes ortogonais.
Sendo V' um espaco euclideano e W um seu subespaco linear com base ortogonal B, a projeccao
de um vector v € V sobre W ¢é dada pela soma das projeccoes de v sobre cada um dos elementos
de B. Essencialmente, estamos a escrever a projeccao de v sobre W em coordenadas de W —
algo que se reduz a calcular um produto interno, devido a ortogonalidade de B.

Exemplo. Seja W o plano de R? gerado pelos vectores (1,2,—1) e (1,—1,—1). Entao W
admite a base {(1,2,—1),(1,—1,1)}, que é ortogonal:

(1,2,—-1)-(1,-1,—-1) = 0.

Para calcular a distancia do ponto (1,2,3) a W, calculamos a sua projecgao sobre W somando
as projeccgoes sobre cada um dos elementos da base.

2 12 1

_(1727_1) = \3'5 5

6 3’3" 3

(1,2,3) - (1,—1,—1) 4 444
P(l,—l,—l) ((17273)) = ”(1 1 _1)”2 (17 _17 _1) = _5(17 _17 _1) = _ga 57 g

(1,2,3) - (1,2, —

Doy g
[CER

Pua2,-1)((1,2,3)) =

= (2 0) (449 =2

H(17273> - (_1727 1)” - ||(27072)|| = 2\/5

A distancia de (1,2,3) a W é Y22 ~ 5.077.

Exercicio 50. Determine a projeccao do vector (1,0, 1) sobre os seguintes subespacos de R3.

(a) LH{(1,1,1),(1,1,=2)})  (b) L({(=1,0,2),(2,2,1)})  (¢) L({(2,1,0),(0,0,2)})
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Antes de apresentarmos mais exemplos, ha uma questao que se coloca. Neste caso, o
espago W era gerado por dois vectores perpendiculares, pelo que foi facil encontrar uma base
ortogonal para ele; mas como é que se pode em geral encontrar uma base ortogonal para um
espaco linear?

Consideremos um conjunto linearmente independente S = {u, v} e suponhamos que u e v
nao sao ortogonais. Podemos calcular a projecgao de v sobre u, P, (v), que é um vector paralelo
a u; subtraindo este vector a v obtemos um vector v’ perpendicular a u (ver Figura 2.14) e é
facil ver que u e v" ainda sao linearmente independentes.

Figura 2.14: Passagem duma base arbitraria a uma base ortogonal (caso bidimensional).

O conjunto {u,v'} é ortogonal:

() = (0 = Py (1) = (u,0) — (u, Py (0) = (u,0) <u <v>“>u>

J[u?
(v, w)

= (u,v) — 5 (u,u) = (u,v) — (u,v) =0
[ull* ~~~

[l

Para espacos de dimensao superior, podemos iterar este método, obtendo uma base orto-
gonal. Mais: nem precisamos de comecgar com uma base do espago — os vectores linearmente
dependentes coincidem com a sua projecgao ortogonal sobre o espaco gerado pelos restantes,
pelo que quando lhes retiramos esta projeccao se transformam no vector nulo.

Definigao. Seja V' um espago euclideano e S = {vq,v,v3,...,v,} um subconjunto de V.
O método de ortogonalizagao de Gram—Schmidt consiste em calcular a seguinte sequéncia de
vectores vy, vy, Vg, ..., V.

yn”

v = v, — Py (vn) = Py (vn) — Py (vn) — - — Py (V)

O conjunto S/ constituido pelos vectores nao nulos de entre U' U/ "U/ e U/ é uma base orto-
1> Y25 Y3 ' Vn
gonal para W.

Uma consequéncia imediata deste método é o seguinte resultado.

Proposigao 45. Todo o espaco euclideano de dimensao finita tem uma base ortonormada.
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Exemplo. Consideremos o espaco vectorial R® com o produto interno usual e o seu subespaco
linear W = L({(1,0,1),(—1,1,0)}). Para determinar uma base ortogonal para W, vamos
aplicar o método de ortogonalizacao de Gram—Schmidt.

vy = (1,0,1)

vy = (—1,1,0) — P ((—1,1,0))

(—1,1,0) - (1,0, 1)
[1(1,0,1)[]2

= (—~1,1,0) Loty (2Lt
- [ ] 2a72_ 2772

O conjunto B = {(1,0,1), (—%, 1, %)} ¢ uma base ortogonal para W. Para determinar uma

base ortonormada para este conjunto, temos que transformar cada um dos vectores num vector
unitario. Para tal, vamos dividir cada vector pela sua norma.

=(-1,1,0) —

(1,0,1) = (=1,1,0) — _71(1,0, 1)

o= 0 (1L0D) :<L§0L§>
[oal[ - 11(1, 0, 1)]] 277 2

SR S Gl 1201 ) (_Lii)
ozl [} (=3, 1. 5) ] 6 V6 V6

A base B’ = {wy, ws} é uma base ortonormada para S.
Para determinar a distancia do ponto (1,2,1) a W, podemos usar as bases B ou B’. Em
geral, é mais simples usar a base ortogonal B.

(1,2,1) - (1,0,1)
11,0, [

(1,2,1)- (-5, L)) /1 1 2/ 1 1 2 4 2
Py @2 ) =—r—— == (—3b3) =5 2b3) = (7333
[(=2.1.3)]] ;

2 4 2 145
PW ((1a271)) = (1707 1) + <_§7 ga g) = (§7§>§)

wan-nsan=foan- (49|63

A distancia de (1,2,1) a W é 22 ~ 1.155.

(1,0,1) = 3(1,0, 1) = (1,0,1)

Puaoq ((1,2,1)) =

Exercicio 51. Encontre bases ortonormadas para cada um dos seguintes subespacos de R3,
considerando o produto interno usual.

(a) L({(l,—l,O),(0,0,—l)}) (b) L({(_17_17_1>7(07070)}) (C) L({(1,3,1),(2,2,2)})
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2.6.5 Produto externo em R3

Vamos agora discutir brevemente uma operacao definida no espaco R3, que é muito usada em
Fisica pelas suas propriedades geométricas.

Em R3, precisamos muitas vezes de nos referir a rectas e planos. Pela sua natureza e pelo
contexto em que surgem, estes sao muitas vezes faceis de caracterizar em termos de vectores
perpendiculares. No que diz respeito a planos, em particular, ha varias formas de os definir: ou
pela sua equacdo analitica, que é simplesmente uma equacao linear em R?; ou por um ponto
e um vector perpendicular ao plano; ou por trés pontos nao colineares; ou por duas rectas
paralelas contidas nesse plano; ou por duas rectas concorrentes contidas nesse plano.

A forma mais simples de trabalhar com planos é, claro estd, a partir da equacao que os
define. Por sua vez, a forma mais expedita de a obter é a partir dum ponto do plano e um
vector que lhe é perpendicular. Se Py = (g, %o, z0) for um ponto do plano e = (A, B,C)
for um vector perpendicular ao plano, entao para um ponto genérico P = (z,y, z) do plano o

vector PP, pertence ao plano e, portanto, é perpendicular a 7. Entao
—
PPy-T7 =0.

Expandindo a equagao acima, obtemos ((z,y, z) — (%o, Y0, 20)) - (A, B,C) = 0, que se reduz a
equacao geral do plano
Ar+ By+ Cz = Axg+ Byy + Cz .

Exemplo. Para determinar a equacao do plano que passa na origem e é perpendicular ao
vector (1,1,1), basta expandir a equagao

((z,y,2) — (0,0,0)) - (1,1,1) = 0

e obtém-se
r+y+z2=0.

O problema torna-se substancialmente mais complicado quando nao conhecemos um vector
perpendicular ao plano. Por exemplo, como é que se pode determinar a equagao do plano que
contém o ponto (1,0,1) e os vectores U = (1,1,2) e v = (0,1,1)? A partir dos vectores v
e U, podemos procurar um vector (x,y, z) que seja perpendicular aos dois, o que se resume a
resolver o sistema

(z,y,2)-(1,1,2) =0 . r+y+22=0 N r+y+22=0
x,y,z)-(0,1,1) =0 y+z2=0 z=—y
(@, y,2) - (

— :0 —=
N R L r=y
z=—y z=—y

Assim, um vector perpendicular ao plano é, por exemplo, o vector (1,1, —1). A partir deste,
pode-se determinar a equacao do plano em causa como no exemplo acima, obtendo-se agora
r+y—z2=0.

Um processo expedito para calcular vectores perpendiculares a outros dois vectores de R?
consiste em usar o produto externo de vectores, que se baseia em determinantes de matrizes
de dimensao 3.

Apontamentos de Algebra Linear



162 CAPITULO 2. ESPACOS LINEARES

Definicao. Sejam U = (w1, ug,uz) e T = (v1,v9,v3) dois vectores de R3. O produto externo
de @ por 7, denotado por U x 7, é o vector

(1,0,0) (0,1,0) (0,0,1)
U x U = det Uy (0 u3
U1 (%) V3

A matriz na definicao do produto externo é um exemplo duma matriz que nao contém ape-
nas numeros reais: a primeira linha da matriz contém vectores. Apesar disso, o determinante
calcula-se da maneira habitual.

No exemplo anterior, querfamos determinar um vector perpendicular a (1,1,2) e (0,1,1).
Calculando o produto externo destes dois vectores, obtemos

W =(1,1,2) x (0,1,1) = det 1 1 2

Aplicando a regra de Laplace a primeira linha, ficamos com

o 1 2] 12 11
n—(l,0,0)det{l 1} (O,l,O)det{O 1}+(0,O,1)det{o 1}
-1 1 1

= —(1,0,0) — (0,1,0) + (0,0,1) = (—1,—1,1)
que € o simétrico do vector determinado anteriormente.

Exemplo. Vamos determinar um vector perpendicular a (1,2,—2) e a (3,0,1). Usando o
produto externo, temos

(1,0,0) (0,1,0) (0,0,1)
(1,2,-2) x (3,0,1) = det 1 2 —2
3 0 1

2 =2 1 -2 1 2
—(1,O,O)det[0 ) 1—(0,1,O)det{3 1 1+(0,O,1)det[3 O]

=2(1,0,0) — 7(0,1,0) — 6(0,0,1) = (2, -7, —6)
Podemos verificar que de facto
(1,2,-2)-(2,-7,—-6)=2—-14—-12=0e (3,0,1)- (2,-7,—6) =6+ 0—-6 =0;

obtivemos portanto um vector perpendicular a (1,2, —2) e a (3,0, 1).

Exercicio 52. Calcule o produto externo dos seguintes pares de vectores de R3.

(a) (1,2,3) e (3,2,1) (b) (1,—-1,1) e (2,1,1) (¢) (=2,4,1) e (0,0,1)

Verifique que em todos os casos os vectores obtidos sao sempre perpendiculares aos dois vectores
originais.
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Também podemos determinar uma expressao explicita para o produto externo. Dados
vectores U = (u,ug,ug) e U = (v1,v9,v3), 0 seu produto externo U XV é

(1,0,0) (0,1,0) (0,0,1)
ﬁ):?X?:det Uq U2 Us
(%1 (%) V3

= (Ugus — VauUz, V1U3 — ULV3, UV — V1Ug) .
Vamos ver que, de facto, 6 perpendicular a u:
-
- = (g3 — Vg, itz — Uyvs, UyVs — V1tiz) - (Uy, Uy, Uz)

= ULUV3 — ULVaU3 + UV U3 — UsU V3 + U3UIVy — UV Uy = 0
Prova-se de maneira analoga que é perpendicular a . Temos assim o seguinte resultado.

Proposicao 46. Sejam W e U vectores de R3. Entdo o vector @ X U é perpendicular a u
ea .

Nao vamos estudar detalhadamente produtos externos; o interesse de os referir deveu-se a
serem uma boa ferramenta para determinar vectores perpendiculares a dois outros. Resumimos
de seguida as propriedades mais importantes desta operacao, que podem ser verificadas por
calculo directo.

Proposigao 47. Sejam 7, 7 e W vectores em R3 e a € R. Entéo verificam-se as seguintes
igualdades.

L. U x¥=-7x1d

2 UxT =10

3 UX(V+W) =W xT+U xW
4. a(U xV)=(U)x T = x (o)
5. Ux 0 =0

Por calculo directo, prova-se também que o produto externo entre dois vectores Ued
de R? se relaciona com a norma de ambos, de maneira semelhante ao que acontece com o
produto interno.

Proposicao 48. Sejam W e U vectores nao nulos de R3 e 6 o angulo formado por ambos.

Entao
I x || = ||| 7] sin(6)

Como consequeéncia deste resultado, a drea do paralelogramo de lados U e ¥ édada por
U x U. De facto, considerando o paralelogramo de lados W e U e escolhendo para base o
vector 7, a sua altura é dada por K sin(f), donde a sua &rea é dada pela expressao acima.

Em particular, se W e U forem vectores paralelos, a area do paralelogramo definido por
eles é zero, pelo que o produto externo de vectores paralelos é zero.
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2.6.6 Aplicacoes

Para terminar, vamos apresentar alguns exemplos de aplicacoes de espacgos vectoriais com
produto interno.

Uma das aplicagoes mais 6bvias é a Geometria Analitica. A nogao de produto interno
em R", juntamente com os conceitos derivados que discutimos nesta seccao, permite-nos calcu-
lar angulos, projecgoes e distancias de forma relativamente simples, conforme exemplificaAmos
nas secgoes correspondentes.

Outra grande utilidade dos produtos internos é em problemas de aproximacao. Aqui nao
estamos tao interessados em calcular distancias e angulos, mas sim em verificar ortogonalidade
e calcular projecgoes, uma vez que (como acima discutimos) a projecgdo dum vector v num
subespaco linear W é a melhor aproximacao de v por um vector em W.

Exemplo. Uma matriz quadrada A diz-se simétrica se A = AT; dito doutra forma, A ¢é
simétrica se a;; = aj; para quaisquer %, j: a matriz é invariante por reflexao sobre a diagonal
principal.

Exemplos de matrizes simétricas sao

1 00 1 1 1 2 3

010 { 1 0 } 2 31

0 0 1 3 1 2
enquanto as matrizes

1 0 —1 1 11

01 0 { 1 _01 } 111

0 2 1 011

nao sao matrizes simétricas.
O espaco So«o das matrizes simétricas de dimensao 2 x 2 é um subespagco vectorial de Myyo,
conforme pode ser facilmente verificado. Uma base para este subespago é o conjunto

s={[s 8] [2 8] [0 0]}

que é uma base ortogonal para Sy« (embora nao seja ortonormada, ji que

0 1
03]
Seja X uma matriz quadrada de dimensao 2 qualquer. A matriz simétrica X, que melhor

aproxima X é a projeccao de X sobre Ssys. Podemos calcular esta projeccao para alguns casos
particulares.

e e (2} sl g SR

10
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: |
o Mot
=[5 o]-[3 o] s[5 1]=[ 4 5]

: . a b .
Se tomarmos uma matriz genérica X = e dl verificamos que

(Lo al]v o))
a b 10 10 c d|’|10 0 1
R T R e P
a b 00 0 0
(e allo 1ot
_10+b+c01+d00_a%
“%10 0 2 |10 0 1] | % d
Caso nao tivéssemos obtido imediatamente uma base ortogonal de Ssy.o, poderiamos ter
comegado com uma base qualquer e aplicado o método de Gram—Schmidst.

, . . - 10 11 11 )
Exercicio 53. Seja W = L ({{ 01 1 , { 00 } , [ 01 1}) o espaco das matrizes

triangulares superiores de dimensao 2 x 2. Calcule a melhor aproximacao em W de cada uma
das seguintes matrizes.

@ 51 ol 3] @ ] @]

Exercicio 54. Calcule a melhor aproximagao do vector (1,2,1,1,0) em cada um dos seguintes
subespacos lineares de R?.

(a) L({(1,0,1,0,0),(0,0,1,0,0)}) (¢) L({(1,0,0,0,0),(1,1,0,0,0),(1,1,1,0,0)})
(b) L({(1,2,3,0,0),(0,0,0,0,1)}) (d) L({(1,2,0,0,0),(0,0,0,1,1),(0,0,0,0,1)})
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Outros exemplos importantes sao: a aproximacao de fungdes por polinémios; a teoria das
séries de Fourier; e o método dos minimos quadrados.

2.7 Exercicios e problemas

Espacos e subespagos vectoriais

55. Indique, justificando, se os seguintes subconjuntos de Ms,o sao espagos vectoriais.

(a) O conjunto das matrizes A que satisfazem A = A~%,

(b) O conjunto das matrizes A que satisfazem tr(A) > 0.

56. Indique, justificando, se os seguintes subconjuntos de M;zy3 sao espacos vectoriais.

(a) O conjunto das matrizes invertiveis.

(b) O conjunto das matrizes A que satisfazem tr(A) = 2.

57. Indique, justificando, se os seguintes subconjuntos de My, 4 sao espagos vectoriais.

(a) O conjunto das matrizes A que satisfazem A = AT,

(b) O conjunto das matrizes A que satisfazem det(A) = 0.

58. Determine quais das seguintes estruturas sao espagos vectoriais reais.

(a)
(b)
)

a) R? com a soma usual e o produto definido por a(x,y) = (2az, 2ay).

R* com a soma definida por = +y = xy e ax = %,

(¢c) R~ com a soma definida por z +y = zy e ax = z°.

(d) Msys com a soma definida por A+ B = AB e o produto usual.

59. Indique quais dos seguintes conjuntos sao subespacos vectoriais de R™.

() {(z,y,2) €R® |2+ 2y + 32 =2}
(k) {(z,y,2) eR? |y =+ 2}

D) {(z,9,2) eR’ |y =2+ 2+ 1}

(m) {(z,y,2) € R®| 2?42y + 3z =0}
(n) {(z,y,2) ER¥*|x=00uy—2=0}
(o) {(z,y,2,w) e R* | x # 1}

(p) {(z,y,z,w) € R* | z =0}

(@) {(z,y,2,w) € R* | zyzw = 0}

(r,y,2,w) ER* |z +y=00uz+w#2}

60. Mostre que os seguintes conjuntos sao espacos vectoriais de R™.

(a) As solugoes dum sistema homogéneo Ax = 0, com A uma matriz nao singular.

(b) As solugoes dum sistema homogéneo Az = 0, com A uma matriz 2 x 3.
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61. Mostre que os seguintes conjuntos nao sao espagos vectoriais de R".

(a) Uma parabola de R? que passe pela origem.
(b) As solugoes dum sistema nao homogéneo Ax = b, com A uma matriz nao singular.

(c) As solugoes dum sistema nao homogéneo Az = b, com A uma matriz 2 x 3.

. . : 10, . .
(d) O conjunto dos valores de a para os quais a matriz { Cll " } é nao-singular.

62. Determine quais dos seguintes espagos de matrizes sdo subespagos de M,y (R).

o e @& a]rerererizo)

(C){{Z‘ Z]m,b,c,dez} (e){{g Z}m,b,deR}

(f) {Asx3 | A é uma matriz em escada de linhas}

63. Determine quais dos seguintes conjuntos de polinémios sao subespagos vectoriais de P,.
(a) {az+b|axb<0} (e) {az" +0b|a,beR}
(

(f) {p(z) € P | p(2) = 0}

(d) {az® +d|a,d € R} (8) {p(z) € P | p(—2) = p()}

64. Determine quais dos seguintes conjuntos de fungoes sdo subespagos vectoriais de F (R).

(a) {f e F(R)| f(0)=2} (e) {f € F(R)| f” é constante}

(b) {f e FR) | f(2) =0} (f) {f e FR) | f"(-1) =0}

(c) {asin(z) + beos(z) | a,b € R} (g) {f € F(R) | f(z)+2f(x) =0}

(d) {f € F(R) [ f ¢ continua} (h) {f € FR) [zf'(z) + f(z) = 2f"(x)}

Representacao de vectores

65. Escreva os seguintes vectores como combinacao linear de elementos de
S={(2,1,4),(1,-1,3),(3,2,5)}.

(a) (_97_77_15) (d) (77879) (g) (47—1710) (J) (67 1276)
(b) (6,11,6) (e) (6,2,12) (h) (5,3,9) (k) (1,0,0)
(¢) (0,0,0) (f) (2,1,4) (i) (1,2,1) (1) (0,0,1)

66. Considere o espago P, dos polindmios de grau menor ou igual a 2.

(a) Calcule os valores de k para os quais o polinémio 2z% + x + k é combinacao linear de
p(r) =2 +2r—1eq(x)=2%—1z+3.

(b) Calcule 3p(z) — 2q(z).
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67. Seja S o conjunto
g_ 4 0 1 -1 0 2
N -2 =212 3 |['"|1 4 ’
Quais dos seguintes vectores sao combinacao linear de elementos de S7?7
6 -8 6 0 7T -3 3
DN A ECE CH I R I
00 -1 5 2 3 10 6
o [0 0] w73 e[ w5
68. Determine se os seguintes subconjuntos de R? sdo linearmente independentes.

(a) {(2,3),(2,5)} (¢) {(1,=1),(0,1)} (e) {(1,2),(0,1),(2,1)}

{(2
(b) {(1’2)a(_27_4)} (d) {(&,2),(—1,@)} (f) {(27_1)7<273)7(175)}

69. Determine se os seguintes subconjuntos de R? sdo linearmente independentes.

(a) {(2,3,1),(1,2,0)} (e) {(=2,1,2),(2,2,2),(0,3,0)}

(b) {(1,0, %(07170)} (f) {(27271%(—1,1,0)7(0 4,1)}

(€ {(=1,-1,-1), (=1L, L), (=L, -1, 1)}  (g) {(2,1,1),(1,4,2),(-1,2,-1)}

(d) {(1,0, 2) (0 0,0)} (h) {(27171%(—2,1,1)7(1 0 0)}
70. Determine se os seguintes subconjuntos de P, sao linearmente independentes.

(a) {23 2% 1} (g) {2+ 4222+ 52,2+ 10z — 42%}

(b) {2? +z,2% +x} (h) {3+z+ 2% x+52% 4 — 32°}

(c) {3 —2z+ 2% 6 — 4z + 227} (i) {6 — 22,14z + 42%}

(d) {z* -1, z+ 1,z —1} () {22+ 3,2 — 2,32+ 1}

(e) {x3 -z, 2% — x, 23 — 2%} (k) {1,z,z + 2%}

) {L,1+2,14+z+2%} (1) {2z + 2% + 23,322 — 22,1 + 32°}

71. Determine se os seguintes subconjuntos de F (R) s@o linearmente independentes.

(a) {z, 2% e*} (c) {e*,e*, e’} (e) {sin*(z), cos?(x),2}
(b) {cos(z),z*+1,e**} (d) {sin(z), cos(z),sin(2z)} (f) {log(z),2z}

72. Indique quais dos conjuntos dos Exercicios 68, 69 ¢ 70 sao bases de R, R?, P, e P;.

73. Determine as coordenadas do vector (3,2,2) em relagao as seguintes bases de R3.

(a) {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} (d) {(1,-1,1),(2,1,0),(0,0,1)}
(b) {(2,0,0),(0,1,0),(0,0,—1)} (e) {(1,2,3),(4,5,6),(1,2,1)}
(c¢) {(1,0,1),(1,1,0),(0,1,1)} (f) {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)}
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74. Determine as coordenadas do polinémio 2 — 1 em relacao as seguintes bases de P.

(a) {1,z, 2%} (e) {z+ 1,2 —1,2%}

(b) {z?, 2z,3} (f) {=? = 1,22 + 1,2z}

(c) {,1+z,1+x+2%} (g) {1+z,2+2%22+1}

(d) {1,1+x,1+2?} (h) {z*> — 2z —1,22° + x,z + 2}

75. Indique a dimensdo e a base de cada um dos seguintes subespacos de R?.

(a) O plano 3z — 2y + 5z = 0. (d) Os vectores (z,y, z) tais que y = x4+ z.
(b) O plano z —y = 0. (e) Os vectores (z,y,z) com 2x —y = 3z.
(c) A recta (2t,—t,4t) com t € R. (f) Os vectores (a,2b,b—a) com a,b € R.

76. Indique a dimensdo e a base de cada um dos seguintes subespacos de R*.

(a) Os vectores da forma (x,y, 2,0) com z,y, z € R.
Os vectores da forma (x,y,z,w) com z=x+y e w=1x —y.
-T7 y? Z? w

)
)
c¢) Os vectores da forma comx =y =z =w.
)
)

(
( )
( )
Os vectores da forma (z,y, z,w) com x =y e z = w.
Os vectores da forma (z,y, z,w) com 3z — 2y = z + w.
( )

f) Os vectores da forma (x,0, z, w) com x + 2z +w = 0.

77. Indique a dimensao e a base de cada um dos seguintes espacos de polinémios.

} (c) {p(x) € P> |p(0) = p(1) =0}
} (d) {p(z) € Ps|p(0) = p(1) = 0}

(a) {p(z) € P> |p(0) =0
(b) {p(z) € P5 | p(0) =0
(e) Polinémios de grau 2 com derivada 0 em = = 0.

(f) Polinémios de grau 3 sem termo em z°.

(g) Polinémios de grau 3 que sao fungdes impares.
78. Indique a dimensao e a base de cada um dos seguintes espacos de fungoes.

a) Todas as fungoes da forma asin(z) + bcos(x) com a,b € R.

(c¢) Todos os polinémios de grau menor ou igual a n.
(d)
(e)

(f) Todas as funcoes da forma aie® + aze®® + aze®, a; € R.

(a)
(b) Todos os polinémios de grau menor ou igual a 4.
)
Todos os polinémios de grau menor ou igual a 4 tais que p(z) = p(—=x).
Todos os polinémios de grau menor ou igual a 2n tais que p(z) = p(—zx).
)
(g) Todas as fungoes da forma a;e® + aze®* + -+ - + a,e™ com n fixo, a; € R.
)

(h) Todas as fungoes da forma log (az?) + log(bz) + log(c) com a,b,c € R.
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Espacos associados a uma matriz

79. Para cada um dos seguintes sistemas de equagoes lineares, determine a dimensao e uma
base do espago das suas solugoes.

(24+y—2=0 2r4+y+32=0 ) r—4y+3z—w=0
e
(a) § 2z —y+22=0 (c) Sz +52=0 20 — 8y + 62 — 2w =0
([~ +2=0 y+z=0

r+y+2=0

(2 —3y+2=0 0 3242y —22 =0

(b) {22 —6y+2:=0 @ {3x+y—i—z+w:O A +3y—2=0
3z —9y+32=0 r—y+z—w=0 6z +by+2=0

80. Para cada uma das matrizes do exercicio anterior, indique uma base para o espaco das
linhas constituida unicamente por vectores das linhas das respectivas matrizes.

81. Encontre matrizes 2 X 2 e 3 X 3 cujo nucleo seja:
(a) um ponto; (b) uma recta,; (¢) todo o espago.
82. Encontre uma matriz 3 x 3 cujo ntcleo seja um plano.

83. Considere matrizes com as seguintes caracteristicas.

Matriz A B C D E F G H
Dimensao 3X3[3%x3[3x3[5x9|9x5[4x4|6x2|4x4
Caracteristica 3 2 1 2 2 0 2 2

Para cada uma destas matrizes, determine as dimensoes do seu espaco das linhas, do seu
espago das colunas e do seu ntcleo.

84. Indique a caracteristica maxima e a nulidade minima duma matriz de dimensao:

(a) 4 x 4; (b) 3 x5; (c) 5x3; (d) m x n.

85. Indique os valores de a para os quais o sistema de equacoes lineares

r+y+az=0
r+aoay+z=0
ar+y+z2=0
tem como solugoes:
(a) a origem; (b) uma recta, (¢) um plano; (d) todo o espago.

86. Determine a caracteristica das seguintes matrizes em termos dos parametros a e 5.

1 1 « a 3 -1 1 0 0

(a) | 1 a 1 (b) 3 6 =2 (0) 0 a—2 2
a 1 1 1 -3 a 0 B—1 B+2

0 0 3
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Espacos euclideanos

87. Calcule o produto interno dos seguintes pares de vectores, para o produto interno usual

88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

95.

em R? e R3.
(a) (1,2) e (—1,2) (c) (2,1) e (—2,4) (e) (1,1,1) e (—1,3,-2)
(b) (1,1) e (—1,0) (d) (—=2,2,0) e (—1,1,1) (f) (2,1,—1) e (—1,2,5)

Calcule o angulo formado pelos dois vectores de cada alinea do Exercicio 87. Quais desses
pares sao perpendiculares?

Para cada um dos seguintes pares de vectores, determine os valores de k que os tornam
perpendiculares com o produto interno usual em R? e R3,

(a) (2,1) e (—1,k) (c) (k,k)e(—2,1) (e) (2,k,—1)e(1,1,0)
(b) (1,0) e (0, k) (d) (=2,2,0) e (—1,k, k) (f) (1,2,1) e (—1,k, k)

Calcule a norma (usual) de cada um dos seguintes vectores.

)
(a) (172) (d) (274) (g) (_274) (J) (3’1a_5) (m) (17271)
(—1

(

70) (h) (_27270) (k) (_27071) (n) (2’17_1)
1,0) (i) (—=1,1,1) (1) (5,0,-5) (o) (—1,2,5)

Determine a projecgao ortogonal do vector (1,1) em cada um dos seguintes subespagos
de R?, munido do produto interno usual.

(a) L, -1} (b) LH(=1,3)}) (c) L{(1,3)}) (d) L({(0,3)})

Verifique que as bases canénicas de R?, R? e R* sao ortonormadas. Generalize o resultado
para R™.

Encontre bases ortonormadas para cada um dos seguintes subespacos de R?, considerando
o produto interno usual.

(a) L({(1,0,1),(1,1,0)}) (d) L({(1,1,1),(1,1,-1)})
(b) L({(1,0,0),(0,0,2)}) (e) L({(2,1,1),(1,2,2),(1,1,1))})
(¢) L({(2,1,1),(1,2,2),(1,1,1))}) (f) L({(2,1,0),(0,1,2)})

Considere novamente o espaco R* munido do produto interno usual. Use o método de
ortogonalizacao de Gram—Schmidt para encontrar uma base ortonormal para cada um dos
subespagos do Exercicio 34 e determine as projecgdes ortogonais dos vectores (1,0,0,0)
e (1,1,1,1) em cada um desses subespagos.

Considere o espago C[—1,1] com o produto interno habitual.

(a) Aplicando o processo de ortogonalizacao de Gram—Schmidt, encontre uma base
ortonormal para o subespaco L({1,z,z? x3}).

(b) Escreva a expressao para encontrar o polinémio de grau menor ou igual a 3 que
melhor aproxima uma fungao f naquele intervalo.
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Problemas

96. Considere o espaco R?® com o produto interno usual. Considere ainda o subespaco S
de R3 gerado pelos vectores (1,0,1) e (1,1,0).
(a) Calcule o angulo entre os vectores (1,0,1) e 1,1,0.
(b) Determine uma base ortogonal para S.
(c) Calcule a projeccao do vector (3,1, —2) no espago S.
97. Considere o subespago S de R? gerado pelos vectores (2,1,0) e (1,0,1) com o produto
interno usual em R3.
(a) Indique quais dos vectores (—1,—2,3), (3,2,0) e (2,2, —1) pertencem a S.
(b
(c

(d) Escreva os vectores (2,1,0) e (1,0, 1) em coordenadas da base determinada na alinea
anterior.

Calcule o angulo entre os vectores (2,1,0) e (1,0,1).

)
)
) Encontre uma base ortonormal para S.

)

98. Considere o espaco My das matrizes quadradas de dimensao 2.

(a) Verifique se o conjunto

s-{a) ]

é linearmente independente.
4 3
0 2

(b) Escreva
como combinagao linear dos elementos de S.
99. Considere o espaco P, dos polinémios de grau menor ou igual a 2.

(a) Verifique se o conjunto S = {x? + 2z — 1,22? + x,x + 3} é um subconjunto linear-
mente independente de Ps.

(b) Escreva o polinémio 2z% + 5z + 2 como combinacdo linear de elementos de S.

100. Considere o subespaco S de Msy» constituido pelas matrizes da forma

a b
0 c
com o produto interno definido por

[8 [Z][g ;]—adije—i-cf.

(a) Calcule o angulo entre as matrizes { (2) _11 } e [ (1) (1) 1
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(b) Verifique que a base {{ (1) 8 } , [ 8 (1) } , { 8 (1) ]} de S é ortonormada.

(c) Encontre o elemento de S que melhor aproxima a matriz [ _21 1 }

101. Seja S o subconjunto de R? gerado pelos vectores v = (1,1, 1), v = (=1,-1,2) e
v = (1,1,4).

(a) Calcule o angulo formado pelos vectores Ui e 03
(b) Verifique que v3 é combinagao linear de Ul e vs.
(c) Determine uma base ortonormada para S.

)

(d) Indique a dimensao de S.
102. Considere o conjunto P3 dos polinémios de grau 3 ou inferior.

(a) Mostre que os polinémios p de grau 3 tais que p(1) = 0 formam um subespago
vectorial de Ps.

Considere agora a base B = {1, (z — 1), (x — 1)?, (z — 1)3} de B.

(b) Escreva a matriz de mudanca de base que converte coordenadas em B para coorde-
nadas na base canénica de Ps.
Nota: (x —1)* =2 —-2x+1e (z—1)*=2°— 32>+ 3z — 1.

(c) Use a matriz determinada na alinea anterior para escrever 3 — 1 e 2° + 2z + 1 em
coordenadas de B.

(d) Calcule os polinémios cujas coordenadas na base B sao (0,2,3,0) e (1,2,1,0).
103. Sejam u e v vectores num espago vectorial V' com produto interno tais que
u-u =4 u-v=3 v-v=29.
Calcule:
(a
(b

) a norma de u e a norma de v;
(c) as projecgoes ortogonais de v sobre u e de u sobre v;

o angulo entre u e v;

(d) a distancia entre u e v.

Sugestao: escreva d(u,v) = y/(u —v) - (u — v) e aplique a linearidade do produto
interno.

104. Indique, justificando, matrizes A de dimensao 3 x 3 satisfazendo as condigbes seguintes.

(a) O determinante de A é 2 e A tem no méaximo dois zeros.

110
(b) A inversa de A é amatriz | 0 1 1
1 01

(c) O vector (1,2,1) pertence ao espago das linhas de A, o vector (2,1, —1) pertence ao
espaco das colunas de A e A é invertivel.
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105. Determine a matriz diagonal que melhor aproxima
3 -1
A=
e calcule a distancia de A a essa aproximacao, considerando o produto interno e a norma

usuais em Moyyo.

106. Sejam B, C' e D bases de Msy» tais que as matrizes de mudanga de base de B para C e
de C' para D sao, respectivamente,

1000 1 1 00
0010 1 =1 0 0
Fes=191 ¢ ¢ Poe=14¢ 0 10
000 1 0 0 1 1

e seja M a matriz tal que (M)p = (2,0,0,1). Determine (M)g.

107. Seja V' o subconjunto de P3 constituido pelos polinémios p de grau menor ou igual a 3
tais que p(z) = azx® + bx + c.

a) Mostre que V' é um subespacgo linear de Pj.

(a)
(b) Mostre que V' é gerado por S = {z3 — x, 23 + x + 2, 2% + 32,32z — 1, 23}.
(c) A partir de S, determine uma base B para V.

)

(d) * Determine as coordenadas de 323 + 2z — 5 na base determinada na alinea anterior.

108. Determine a distancia do ponto (1,0, 1,0) ao plano de R* definido pelo seguinte sistema

de equagoes.
r+y=0
r—z+w=1

109. Sejam B e C' as duas bases seguintes de Ps.
B:{x2+1,x2—1,2x} C:{xz,xQ—Fx,x?—i—x—i—l}

(a) Determine a matriz de mudanga de base Pop que transforma vectores de coorde-
nadas relativamente a base B em vectores de coordenadas relativamente a base C.

(b) A partir da matriz determinada na alinea anterior, calcule (p)c, sabendo que p é
um polinémio tal que (p)p = (1,1,1).

110. Seja A a matriz seguinte.

2 2 1 0
2 0 5 -2
A=110 9 4 o
2 0 -5 6

(a) Verifique se (2,0, 1,2) pertence ao espago das colunas de A.
(b) Verifique se (1,—1,0, 1) pertence ao nticleo de A.

(c) Determine uma base para o espago das linhas de A.

L. Cruz-Filipe e P. Engracia



2.7. EXERCICIOS E PROBLEMAS 175

(d) Determine uma base ortogonal para o espago das linhas de A.

(e) Calcule a projecgao de (1,0, —2,2) sobre o espago das linhas de A.

111. Determine a distancia entre a matriz
3 -1
=5 7]

e a matriz com traco 0 que melhor aproxima A, considerando o produto interno e a norma
usuais em Moys.
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Capitulo 3

Transformacoes lineares

No capitulo anterior estudamos os espacos que sao os objectos de estudo por exceléncia da
Algebra Linear: os espacos lineares. Vimos que a estrutura destes, com as operacoes de
soma e produto por escalares, era adequada para capturar da forma mais geral o conceito de
linearidade.

Neste capitulo vamos estudar as fungoes entre espacos lineares que se comportam bem com a
linearidade: as transformacoes lineares. Embora a apresentacao que aqui se faz apenas aborde
uma pequena parte do estudo destas fungoes, teremos oportunidade de discutir os aspectos
fundamentais para um aprofundamento posterior destas matérias.

3.1 Definicao e primeiros exemplos

Uma transformacao linear entre dois espacos vectoriais nao é mais do que uma funcao entre
esses espacos que respeita as operagoes de soma e produto por escalares.

Definicao. Sejam V e W espacos lineares. Uma aplicagao 7' : V. — W diz-se uma trans-
formacao linear se verificar as seguintes propriedades para quaisquer u,v em V e « real.

. T(u+v) =T(u) +T(v)
2. T(au) = a T(u)

Esta defini¢ao significa simplesmente que a imagem da soma de dois vectores é a soma das
imagens dos vectores; e que a imagem do produto dum vector por um escalar é o produto da
imagem do vector pelo escalar. A Figura 3.1 ilustra estas propriedades para um caso particular.

E importante salientar desde ja que este comportamento nao se verifica para qualquer
funcao. Seria perfeitamente aceitavel definir uma funcao f como na Figura 3.2 — mas f nao
¢ uma transformagao linear.

Antes de ver exemplos, vejamos algumas propriedades imediatas que serao tteis para car-
acterizar transformacoes lineares. Primeiro, atendendo a que 0y = Ov para qualquer vector v
no espaco vectorial V', temos que

T0y =T (0v) =0T (v) = Ow,

e portanto T preserva zeros. De forma semelhante, sendo v € V arbitrario, sabemos que
—v = (—1)v; entao temos por um raciocinio andlogo as igualdades
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Figura 3.2: Uma fungao entre dois espagos vectoriais que nao é transformacao linear.

donde T preserva simétricos. Estas propriedades sao por vezes tuteis para verificar que uma
funcao nao é transformacao linear: uma funcao que nao transforme zeros em zeros ou simétricos
em simétricos nao pode nunca ser linear.

As transformacoes lineares podem ainda ser caracterizadas pela propriedade

T(ou+ pv) =aT(u)+ 5T (v)
para quaisquer u,v € V e a, 8 € R. A verificacao deste facto é muito semelhante a prova da
Proposicao 27.
Vejamos alguns exemplos com fungoes reais (ou seja, do espaco linear R para si préprio).
Exemplo.

1. A fungao f: R — R definida por f(z) = 2z é uma transformagao linear:

- Fluto) = 2utv) e Flu)+ f(0) = 2020 = 2u-+ ), logo flutv) = Flu)+ f(v):
- flau) =20u e « f(u) = a2u = 2au, logo f(au) = a f(u).
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2. A fungdo g : R — R definida por g(z) = 22 + 1 ndo é uma transformacao linear:

glu+v)=2u+v)+1=2u+2v+1
g(u) +g(v) =2u+1+2v+1=2u+2v+2

donde g(u + v) # g(u) + g(v). Portanto g ndo é uma transformacao linear.

Em alternativa, poderfamos ter observado que ¢g(0) = 1, donde g nao preserva zeros e
portanto nao pode ser transformagao linear.

3. A fungao h: R — R dada por h(x) = e” nao é transformagao linear:

h(u+v) = e*™" = e"e’
h(u) + h(v) = e* + ¢€"

donde em geral h(u + v) # h(u) + h(v), logo h nao é transformacao linear. Novamente,
temos que h(0) = 1.

4. A fungdo f: R — R definida por f(z) = sin(x) também nao é transformagcao linear:

f(u+v) =sin(u+v)
f(u) + f(v) = sin(u) + sin(v)
pelo que em geral f(u+wv) # f(u)+ f(v), e portanto f nao é transformagao linear. Neste

caso, f(0) = 0, donde nao poderfamos concluir nada sobre f apenas a partir do seu valor
neste ponto.

Exercicio 1. Quais das seguintes funcoes de R para R sao transformacgoes lineares?

(a) f(z) =3z +2 (d) h(z) =3 (g) h(z) = log(x)
(b) g(z) = -2z (e) f(z)=0 (h) g(x) = (2* +1) = (x+1)?
(c) g(z) =z +a” -1 (f) flz) =2x-1 (i) g(x) = =5z

Antes de prosseguirmos, vamos introduzir algumas abreviaturas que serao usadas adiante.
Em geral, quando tratamos de transformacoes lineares omitimos os paréntesis exteriores sempre
que possivel. Assim, escreveremos Tu e Tv em vez de T'(u) e T(v); escreveremos T e TV
em vez de T (W) e T (7); e, nomeadamente em R”, escreveremos T'(x,y) e T(x,y, z) em vez
de T((x,y)) e T((x,y, 2)).

Vejamos agora alguns exemplos de transformacoes entre outros espagos vectoriais.

Exemplo.

1. A transformacao T : R? — R? definida por T'(z,y) = (2 + y, —x) é uma transformacao
linear.
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Em primeiro lugar, verificamos que 7' transforma somas em somas. Sejam (x1,%;) e
(w2, 32) dois vectores arbitrarios de R2.

T ((v1,91) + (22,92)) = T (71 + 22,91 + ¥2)
= (2(x1 +22) + (1 +y2), — (@1 + 22))
= (2$1 + 2]}2 +y1 + Y2, —x1 — SL’Q)

T (z1,y1) + T (x2,y2) = (221 + y1, —71) + (222 + y2, —T2)
= (2x1 + 11 + 229 + Y2, —11 — X2)

Concluimos que T' ((x1, y1) + (22, y2)) = T (x1,y1)+7T (z2,y2), ou seja, T preserva a soma.

De seguida, vamos ver se T' se comporta bem com produtos por escalares.

T (a(z,y)) = T(ax,ay) = (2ax + ay, —ax)

aT(x,y) =al2r+y,—z)= (a2 +y), —az)
= (202 + ay, —ax)

Logo T (a(z,y)) = a T(x,y), ou seja, T preserva produtos por escalares. Assim, T é
uma transformacao linear.

. A transformacao T : R* — R? definida por T'(x,y) = (2x,3y — x, z + 2y) também ¢é uma

transformacao linear. Vamos verificar directamente que T' preserva combinacoes lineares.
Sejam (z1,91) e (w2, y2) dois vectores arbitrarios de R?.

T (a(x1,y1) + B (w2,92)) = T (xy + Brg, ays + Bys)
= (2 (axy + Bra), 3 (ayr + By2) — (axy + Bra), (axy + Bra) + 2 (ay1 + By2))
= (2awy + 2Bz, 3ay; + 3Py — axy — Brg, axy + fas + 201 + Byo)

aT (z1,y1) + BT (z2,2)
=« (221,3y1 — x1, 21 + 2y1) + 5 (222, 3ys — T2, T2 + 2y2)
= (2awy, 3oy — axwy, axy + 2ay) + (2829, 30ys — B, fre + 26Ys)
= (2ax; + 2879, 3oy — axy + 3By2 — Bxa, awy + 201 + Bxy + 2[Ys)

donde se conclui que T (a (z1,11) + B (22,y2)) = a T (x1,y1) + S T (22, y2) e portanto T'
¢é transformacao linear.

Em espagos de polindémios, a transformagao T : P, — P, dada por T(p(x)) = zp(x) é
linear.

Sejam p e ¢ dois polinémios arbitrarios. Vejamos o comportamento de 7' relativamente
a soma p + q.

T (p(w) + q(x)) = x(p(x) + q(x)) = 2p(x) + zq(x) = T(p(z)) + T(q(x))

Conclui-se que T'(p(z) + q(z)) = T(p(z)) + T(q(x)), ou seja, T' preserva somas.
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Sejam agora p um polindmio e o um ntmero real. Vejamos o comportamento de T
relativamente ao produto « p.

T(ap(x)) = z(ap(z)) = axp(r) = a T(p(x))
Logo T'(ap(x)) = a T'(p(x)), ou seja, T preserva produtos por escalares.
Assim, T é uma transformacao linear.
4. Na alinea anterior, nao usamos em nenhum passo a informagao de que os argumentos de

T eram polinémios de grau 1. Assim, o mesmo raciocinio poderia ter sido usado para
mostrar que T': Py — P5 definida por T'(p(z)) = xp(x) era uma transformagao linear.

Alids, podemos mesmo definir uma transformacao linear T' no espago P de todos os po-
linémios por T'(p(z)) = zp(x). A prova de que T ¢ linear é, mais uma vez, idéntica a do
exemplo anterior.

5. A transformacao 7' : P, — P, definida por Tp = p'(0) + 1 ndo é uma transformagao
linear. De facto, se p e ¢ forem polinémios de grau 2, temos que

T(p+q)=(p+q)(0)+1=p(0)+¢(0)+1
Tp+Tq=(p'(0)+1)+ (¢'(0)+ 1) =p'(0) + ¢'(0) + 2
e estes valores nao coincidem.

6. A transformagao T : C' (R) — C°(R) dada por T'f = f’ é linear. De facto, escolhendo
duas fungoes f e g diferenciaveis e reais a e 3, sabemos das regras de derivacao que
T(of +Bg) = (af +Bg) =af + By =aTf+BTyg
donde T é uma transformacao linear.
7. A transformagao T : C°([a,b]) — R definida por T'f = fab f(x) dz é uma transformacao

linear. De facto, escolhendo duas fungoes f e g continuas em [a, b] e dois reais a e 3, as
propriedades do integral definido garantem que

Taf +99) = [ (af + 59)a) de = [ (af(@) + Bg(x) da

b b
=a | fx)de+B | glx)dr=aTf+BTyg

a a

donde T' é uma transformacao linear.

8. A transformacao T : Msys — R dada por TA = det(A) nao é uma transformagao linear.
De facto, se escolhermos as matrizes

=loner=[o7]

temos det(A) = det(B) = 0, enquanto A + B = I3 e portanto det(A + B) =1 # 0+ 0.

9. A transformagao T : R® — P, definida por T'(a,b,c) = ax?® + 2azx + bc + 1 nao ¢é trans-
formacao linear: para o vector Ogs tem-se

T0 =17(0,0,0) =1 # 0p,

donde 7' nao preserva zeros.

Apontamentos de Algebra Linear



182

CAPITULO 3. TRANSFORMACOES LINEARES

Exercicio 2. Quais das seguintes funcoes sao transformacoes lineares?

(a) T:R? — R? (e) TIMQXQ%R

T(w,y) = (x+2y,3z — y) T({Z 2]):a2+bz
(b) T : R? — R?

T(ﬁay7z):(2$—y+z7y—42+1) (f)TP2—>P2

T(ax®> +bx +c)=alx+1)?>+bz+1)+c

(C) T : M2><2 — MQXQ

2 1 (g)TPQ—)PQ
T(A):A{l 1} T(az*+br+c)=clx+1)*+blxz+1)+a
(d)TlMQXQ—)R2 (h> T(P2—>P2 )
a b T (ax® +bx +c¢) =
T([c d}):(3a+4b’0_d) =(a+ 12>+ b+ Dz +(c+1)

No decurso desta exposicao, encontramos ja varias operacoes definidas em espacos vectoriais

particulares que preservavam a estrutura de espaco linear; na altura chamamos até a atengao
para esse facto. Essas operagoes fornecem outros exemplos de transformacoes lineares em
espacos que nao R.

Exemplo.

1. Sejam V e W espagos lineares arbitrarios. A transformacao 7' : V' — W definida por

Tv = Oy para todo o v € V é linear.

- Tu+v) =0 e Tu+Tv =0y + O = Ow, logo T'(u+ v) = Tu+ Tw.
- T(ou) =0y e a Tu = a0y = Oy, logo T'(au) = o Tu.

Assim T é uma transformacao linear, dita transformacdao nula de V para W.

. Num espaco linear qualquer V', a transformacao T : V — V definida por Tu = u

para todo u € V é linear. De facto, T'(au + fv) = au+ fv = a Tu+  Tv, donde T
preserva combinagoes lineares. A transformacao T diz-se transformacao identidade em V'
e denota-se por vezes por Iy.

Num espago linear qualquer V', a transformacao T : V — V dada por Tu = k u para
qualquer u € V (com k € R fixo) é linear.
-T(u+v)=k(u+v)eTu+Tv=ku+kv=k(u+wv), logo T(u+v) =Tu+ Tv.
- T(au) = kau e a Tu = aku = kau, logo T(au) = a Tu.
Assim, T' é uma transformagao linear. Diz-se que T é uma dilatagdo se |k| > 1 e uma

contracgio se 0 < |k| < 1. Se k = 0, T é a transformagao nula, enquanto que T é a
transformacao identidade para k = 1. Se k = —1, T diz-se uma simetria.

Estes nomes vém da interpretacao geométrica destas transformacoes em R". A Figura 3.3
ilustra estes casos para R2.
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Figura 3.3: Diferentes aspectos da transformagao T'(u) = k u em R? para |k| < 1 (a), |k| > 1
(b) e k = —1 (c).

4. Sejam A uma matriz n x m e T : R™ — R* a transformacao definida por Tz = Az. Das
propriedades do produto de matrizes, sabemos que

T (au+ pv) = A(au+ fv) = aAu+ fAv=a Tu+ 3 Tv

para quaisquer u,v € R™ e «, f € R, donde T é transformacao linear. Esta transformagao
linear T' chama-se transformacdo matricial.

5. Num espago euclideano V', seja v um vector e Tu = (u,v) a transformacdo que aplica
cada vector u no seu produto interno com v. Das propriedades que vimos do produto
interno, temos que

T(au+ fw) = {(au + Pw,v) = a(u,v) + f{w,v) =a Tu+ B Tw,
donde o produto interno é uma transformacao linear.

6. Num espago euclideano V', seja v um vector e Tu = P, (u) a projecgao ortogonal de u
sobre v. Das propriedades que vimos da projecgao ortogonal, temos que

T(au+ fw) = P, (au + fw) = aP, (u) + 8P, (w) =a Tu+ 5 Tw,

donde a projeccao ortogonal é uma transformacao linear.

Exercicio 3. Quais das seguintes fungoes sao transformacgoes lineares?

(a) T:R* >R (¢) T: Mays > R (€) T : My — My
T(u) = ||ul| T(A) = A+1; T(A) = AT

(b) T: Mays — R (d) T: Mays > R () T: F(R) - F(R)
T(A) = trA T(A) = det(A) T(f(z)) = f(z +1)
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(&) T:R® R () T: F(R) = F(R)
T(u) =u-a, com a € R? fixo T(f(x)=f(z)+1

(h) T M2><2 — M2><3 (J) T:CR — F(R)
T(A) = AB, com By fixa T(f(x)) =3f(x) + f"(x)

E importante observar que uma transformacao linear 7' : V' — W também é uma trans-
formacao linear quando a restringimos a um subespaco vectorial V' de V. De facto, para T' ser
transformacao linear em V' tem de satisfazer duas propriedades para todos os vectores de V’;
ora como V' C V e T satisfaz essas propriedades para todos os vectores de V', automaticamente
T é transformagao linear entre V' e W.

Por exemplo: vimos atrdas que a diferenciagdo e o integral definido (ou seja, as trans-
formacoes lineares que levam uma funcao f para f’ e para fab f(z) dz, respectivamente) sao
exemplos de transformagoes lineares definidas em C! (R) e C° ([a, b]), respectivamente. Entao
sabemos, por exemplo, que:

a diferenciacao é uma transformacao linear entre P3 e P;

a diferenciacao é uma transformacao linear entre Ps e Pj;

a diferenciacao é uma transformacao linear entre P e P;

- o integral definido é uma transformacao linear entre Ps[a,b] e R;

o integral definido é uma transformacao linear entre Psla,b] e R;

o integral definido é uma transformacao linear entre Pla, b e R.

Exercicio 4. Verifique que as transformacoes lineares do Exercicio 2 ainda sao transformagoes
lineares se substituirmos:

- R? por L({(LO)}) (alineas (a), (b) e (d))S
- R? por L({(1,0,0),(0,0,1)}) (alinea (b));

- My pelo conjunto das matrizes diagonais de dimensao 2 (alineas (c), (d) e (e));

P, por P; (alineas (f), (g) e (h)).

3.2 Bases e representacao matricial

Vimos atras que as transformagoes lineares preservam somas e produtos por escalares. Como
consequencia disso, preservam toda a estrutura de espaco vectorial — zeros, simétricos e com-
binagoes lineares. Vamos ver que esta propriedade nos permite, por um lado, trabalhar com
transformacoes lineares usando relativamente pouca informagao; e por outro reduzindo os pro-
blemas de transformacoes lineares a problemas de cdlculo matricial.
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3.2.1 Transformacgoes lineares e combinacgoes lineares

Vimos atras que qualquer transformacao linear T : V' — W preserva zeros e simétricos. Em
geral, sendo cjvy + coug + - - - + ¢, v, uma combinagao linear em V', temos mesmo que

T (crv1 + coug + -+ -+ cuuy) = T (c101)+T (o) ++ - -+ T (cpvn) = alTv1+ceTvg+- -+, Tv,

donde T' preserva combinacoes lineares arbitrarias.

Uma consequéncia importante desta propriedade é o facto de uma transformacao linear
T :V — W ficar completamente determinada pelos seus valores numa base (qualquer) de V.
De facto, seja B = {vy,vg,...,v,} uma base de V. Entao todo o elemento v de V' pode ser
escrito como combinagao linear dos elementos de B na forma

V= CiU] + CoUy + - - - + CLU,

com ¢y, Ca, ..., ¢, € R. Mas uma vez que T' é transformacao linear, temos necessariamente pela
proposigao anterior que

Tv =T (crv1 + Cva + -+ - + cyv,) = c1Tvy + Ty + - - + ¢, T, .

Portanto, conhecendo apenas as imagens dos elementos de uma base do espaco de partida,
podemos conhecer a imagem de qualquer objecto de V.

Por exemplo, seja T : R® — R? uma transformacao linear tal que 7(1,0,0) = (1,1),
T7(0,1,0) = (2,—1) e T(0,0,1) = (3,4) e suponhamos que pretendiamos determinar o valor de
T(2,1,3). Escrevendo (2,1,3) como combinagao linear de (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1), o facto
de T ser uma transformacao linear fornece-nos informacao suficiente, uma vez que

T(2,1,3) = T(2(1,0,0) + (0,1,0) 4 3(0,0, 1))
= 27(1,0,0) + T(0, 1,0) + 37(0, 0, 1)
=2(1,1) + (2, —1) + 3(3,4)
= (13,13)

O mesmo raciocinio funciona mesmo que os pontos conhecidos nao sejam os da base
candnica e, até, mesmo que nao formem uma base do espago — desde que o vector pretendido
seja combinagao linear daqueles.

Exemplo.

1. Considere-se uma transformagao linear 7' : R® — P, tal que T(1,1,0) = 22 + 1 e
T(0,1,1) = 2z. Embora esta informacao nao seja suficiente para caracterizar com-
pletamente T', podemos usa-la para calcular valores de 1" nos pontos que sao combinagao
linear de (1,1,0) e (0,1,1). Por exemplo, uma vez que (1,3,2) = (1,1,0) + 2(0,1,1),
temos que

T(1,3,2) = T((1,1,0) +2(0,1,1)) = T(1,1,0) + 27°(0, 1, 1)
= (" +1)+222) =2* + 4z +1.

2. Uma situacao frequente em que recorremos sistematicamente a esta propriedade é o
calculo de derivadas. Vimos atras que a operacao de derivagao é uma transformacao
linear de C' (R) para C°(R); a linearidade permite-nos derivar combinagoes lineares de
funcoes cujas derivadas sao conhecidas.
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Por exemplo,

(31:2 + sin(z) — 3¢” + v2log x)l =3 (x2), + (sin(x)) = 3 (e*) + V2 (logz)’

&

= 6z + cos(x) — 3e® + —.
x

3. Analogamente, uma vez que o integral definido é uma transformacao linear de C° ([a, b])
para R, podemos recorrer a integrais de valor conhecido para calcular valores de novas
expressoes. Por exemplo, sabendo que

1 1 1 1
/ 2 dr = 3 / log(x +1) de =2log2 —1 / sin(rz) de =
0 0 0

temos que

2
s

Y

1
/ (32% — 2log(x + 1) + 5sin(rz)) da
0

1 1 1
= 3/ 2% dx — 2/ log(z + 1) dx + 5/ sin(7x) dx
0 0 0

1 2 10
=3x=-—2x(2log2—1)+5x —=3—4log2+ —.
3 T T

Exercicio 5. Para cada uma das seguintes transformacoes lineares definidas num espaco
vectorial V', calcule o valor pedido sabendo os valores nos pontos indicados.

(a)TV—>R (C)T:V—)MQXQ
(
T(u) =2 1 2
(u) .
T(v) = —2 11
Qual o valor de T'(3u — v)? 1
ORI
(b) T:V — P 11
T(u)=3z—1 T(w) = 2 -1
T(v)=a2*—4 \ -1 0
Qual o valor de T'(3u — 2v)? Qual o valor de T'(—2u + v + 2w)?

Usando o mesmo raciocinio, podemos determinar a expressao geral duma transformacao
linear, conhecidos os seus valores em suficientes pontos.

Exemplo.

1. Seja T' : R? — R? uma transformagao linear tal que T'(1,2) = (0,1) e T(1,1) = (1,1).
Vamos ver que com esta informagao conseguimos determinar a expressao de T'(z,y) para
qualquer vector ¥ = (z,y) € R2.

Para aplicar o raciocinio anterior, temos de conhecer os valores de 7" numa base de R?;
vamos entao comegar por verificar que {(1,2), (1,1)} é base de R?. Para tal, colocamos
os vectores nas linhas de uma matriz e fazemos eliminacao de Gauss.

12 12
11 bLb-1 0 -1
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Esta matriz tem caracteristica 2, logo B = {(1,2),(1,1)} é uma base de R?. Entao
qualquer vector (z,y) € R? pode ser escrito como combinacao linear desta base. Sendo
((L’,y) = 01(17 2) + C2<17 ]-)7 temos

T(x,y) =T (c1(1,2) + c2(1,1)) = a1 T(1,2) + 2T(1,1)
=¢1(0,1) + c2(1,1) = (0,¢1) + (c2, c2)

= (co, 01+ ) .

Para obter uma expressao em termos de x e y, precisamos ainda de conhecer as coorde-
nadas (¢, ce) de (z,y).

(2,9) = e1(1,2) + ea(1,1) — (2,9) = (c1 + 2,201 +¢2) —+ {0 te=zs

201+C2:y
11
2 1

T N 1 1 T . c1t+c=a
Yy l2—211 0 -1 y—2l‘ —02:y_2x

a+2rz—y=ux cL=yY—=
— o
cy =21 —y Cp=2r—y

Entao a expressao geral de T' é

=

T(x,y) = (co,c1 +¢2) = (22 —y,x).

2. Seja T : R?* — R? uma transformagao linear tal que 7(1,1,1) = (0,1), T(1,0,1) = (2,2)
e T(1,1,0) = (1, -1).

Tal como atras, para encontrarmos uma expressao geral para T'(z, y, z) temos de conhecer
os valores de T' numa base de R3. Vamos entdo usar novamente eliminacao de Gauss para
verificar que {(1,1,1),(1,0,1),(1,1,0)} é uma base de R? construindo uma matriz com
estes vectores em linhas.

111 1 1 1
11 0| Is—1 0 0 -1

Esta matriz tem caracteristica 3, logo B = {(1,1,1),(1,0,1),(1,1,0)} é uma base de R3.
Entao qualquer vector (x,y) € R? pode ser escrito como combinacio linear desta base.
Sendo (z,y,z) = c1(1,1,1) + c2(1,0,1) + ¢3(1, 1,0), temos

T(x,y,z) =T (c1(1,1,1) + ¢2(1,0,1) + ¢3(1,1,0))
=T(1,1,1) + T (1,0,1) + ¢37(1,1,0)
= c1(0,1) + 2(2,2) + e5(1, —1)
= (2¢0 + ¢3,01 4+ 209 — ¢3) .

Para obter uma expressao em termos de z, y e z, precisamos finalmente de conhecer as
coordenadas (cy, co, c3) de (z,y, 2).
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(l‘,y, Z) = 01(1717 ]-) +C2(]—7071) +C3(17 ]-70) — (Iaywz) - (Cl +02 +63,Cl +03,Cl +02>
(ci+etey=a (101 1|2 11 1] =

— St =y — (1 0 1]y lo—l; — |0 =1 0 |y—=
\C1—|—62:Z _1 1 0]z lg—ll 0 0 —1lz—2x
'cl~|—02+03:a: (cl+x—y+x—z:x cL=2+y—=x

— =y —x —> (C=T—Y 7 {C=T—Y
(—C3=2—x c3=x—2 c3=a—2

Entao a expressao geral de T' é
T(x,y,z) = (2ca+ 3,01+ 22 — ¢c3) = (B — 2y — 2,22 — y) .

Seja agora T : P, — R3 uma transformagao linear satisfazendo T'(2z + 1) = (0,1,1),
T (x> —1)=(2,-1,0) e T(z) = (0,0, —1).

Novamente, temos de comecar por verificar que dispomos duma base de P,. Recordando
que este espago tem dimensao 3, basta verificar que {2x + 1, 2% — 1,2} é uma base de P».
Para proceder como atras, vamos escrever estes vectores em coordenadas da base candnica
de P, e usar estas coordenadas como linhas duma matriz a que aplicaremos eliminagao
de Gauss.

1 20 1 20 1 2 0
0 10 01 0| 23—1 0 0 —1
Esta matriz tem caracteristica 3, logo B = {2z + 1,2% — 1,2} é uma base de P,. Entao

qualquer polinémio p(z) = a + bx + cx®> € P, pode ser escrito como combinagao linear
desta base. Sendo p(z) = ¢1(2z + 1) + ¢ (22 — 1) + c3z, temos que
T(p(z)) =T (a1(2x + 1) + ¢2 (2% — 1) + c32)
= T2z +1) + T (2 — 1) + 3T ()
=¢1(0,1,1) 4+ c2(2,—1,0) 4+ ¢3(0,0,—1)
= (2¢9,0c1 — Co, 01 — C3) .
Para obter uma expressao geral em termos das variaveis a, b e ¢, precisamos ainda de
conhecer as coordenadas (cy, ¢a, c3) do polinémio original p(x) = a + bz + cz? em termos
da base B. Este problema reduz-se mais uma vez a resolver um sistema de equacoes
lineares.
atbr+er® =ci(2z+1)+e(2°— 1) + sz
—s a+bx + cx? =207 + ¢ + o1 — ¢y + s
—s a+br+cx? = (c; — ) + (2¢; + c3) v+ cp2?
c1—C=a cp=a+c cp=a+c
— 201 +ec3=b —<2a+c)+c3=b — qc3=b—2a—2c
o =cC o =cC o =cC
Entao a expressao geral de T' é

T(a—i—bx—i—ca:Z) = (2¢9,c1 — €9, 01 — ¢3) = (2¢,a,3a — b+ 3¢).
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4. Para terminar, seja T : My — R uma transformacao linear tal que

11 1 1 1 1 1 -1
T[l 1}_2 T[l _1}_0 T[_l _1}_0 T{_l _1}_0
O espaco Msys tem dimensao 4. Vamos ver que as quatro matrizes em que conhecemos
valores de T" formam de facto uma base deste espago. Para tal, vamos escrever estas

matrizes em coordenadas da base candnica e formar uma matriz com essas coordenadas
nas suas linhas.

11 1 1 11 1 1
11 1 =11 -4 0O 0 0 =2
11 =1 =1 I3—104 0o 0 -2 =2
1 -1 -1 =1 | l4—104 0 -2 -2 =2

Por troca de linhas (l; <> ;) obtemos uma matriz de caracteristica 4, pelo que

Ul A A A

é uma base de Msyo. Seja

A a b | 11 n 1 1 n 1 1 n 1 -1
e d| TN 1] T2 S [T 21 | A 1 4
uma matriz genérica. Entao
1 1 1 1 1 1 1 -1
TA:T(Clll 1:|+CQ|:1 _1:|+63|:_1 _1:|+C4|:_1 _1:|>
1 1 1 1 1 1 1 -1
:clTll 1]+C2T[1 _1}+03T[_1 _1]+C4T[_1 _1]
:261.

Para obter uma expressao em termos das entradas de A, precisamos ainda de conhecer
as coordenadas (ci, g, c3,¢4) de A — mais concretamente, a coordenada ¢, ja que as
restantes nao ocorrem na expressao de T A.

ab_'11+11+11+1—1

cd| M1 1T T 1 T 1
[ a b} {61+62+03+04 61+62+63—04}

—> =
_C d Cl+C—C3—C4 CL—C—C3g— (4

(
CiltC+cC3+cy=a

1 1 1 1 |a
Cl+02+03—C4:b 1 1 1 —11|b lg—ll
— —
Cl+c2_03_c4zc 1 1 —1 —1 C lg_ll
e —cr—cs—cr=d 1 -1 -1 —1]d]| L1
1 1 1 1 a citcatc3t+cor=a
|00 0 2fb-a|  J-2u=b-a
0 0 -2 —2|lc—a —203—2C4ZC—G
0 -2 =2 —-2|d—a

L —2¢y —2c3—2c,=d—a
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; substituindo este valor na primeira,

Da dltima equacao tiramos que ¢y + c3 + ¢4 = 2 ;

obtemos ¢; + a%d = a, donde ¢; = %l.

Esta é uma situacao em que poderia ter sido 1til usar a regra de Cramer, uma vez que
s6 estamos interessados em obter o valor duma coordenada.

Entao a expressao geral de T" é

a b
T|:C d}_ch—a—l—d.

Exercicio 6. Para cada uma das seguintes transformagoes lineares, escreva a sua forma geral
sabendo os valores nos pontos indicados.

(a) T:R* > R? (d) T:R*—> R?
T(1,0) = (1,-2) T(1,1,1) = (2,—1,4)
T(0,1) = (—4,1) T(1,1,0) = (3,0,1)
b) TR - R? T(1,0,0) = (~1,5,1)
{T(l, 1) = (1,-2)
T(LO) = <_47 1 (e) T:R3 — R2
(c) T:R*> - R? T(l 2,1) = (1,0)
T(-2,1) = (1,-2,0) T(2,9,0) = (~1,1)
T(1,3) = (0,-3,5) T(3 3, ,4) = (0,1)

3.2.2 Representacao matricial de transformacoes lineares

Podemos desenvolver o raciocinio anterior um pouco mais. Sendo T : V' — W uma trans-
formacao linear e fixada uma base B = {vy,vy,...,v,} para o espago linear V| vimos acima
que podemos escrever qualquer vector v € V' como combinacao linear dos elementos de B, na
forma

V= C1U1 + CoUy + - - - + LU, ,
ou, equivalentemente,
B = (CIJCZ7"'7C11> )
tendo-se

Tv="T (c1v1 + Vg + -+ - + cuv,) = c1Tvy + cTvy + - - - + ¢, T, .

Ora os vectores Tvy,Tvo,...,Tv, sao elementos de W. Entao, se fixarmos uma base C' =
{wy,ws, ..., wy,}, cada Tv; também pode ser escrito como combinagao linear dos vectores de
C, ou seja,

Tv; = ajwy + agiwa + «+ - + AWy

COM G4, A4y - - -y Ui € R.
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Substituindo estes valores na equacao anterior, temos que

T(v) = 1 (an1wy + anwa + - -+ + A Wy,) + 2 (G12wW1 + azws + - - + Apows)
+ o e (arpwr + aguW + - QW)

= (cra11 + coaia + ... + cha1,) Wy + (c1a21 + C2a92 + Cpag,) Wo

N J N
~ ~

d1 d2
+ - '\(Claml + Co2Qm2 + - Cnamn)jwm
dm

:d1w1+d2w2+---+dmwm.
Logo as coordenadas de T'(v) na base C' sao dadas por

(T’U)C = (dl,dg, ce ,dm) .

Da definicao de dy, ds, . .., d,,, temos que
d; a1; a2 ... Qip C1
dy Q21 Qg2 ... d2p Ca
= )
dm Am1 Gm2 .. Omp Cn
~ v
Tep

ou, de forma abreviada,
(T?})C = TCB(U)B .

Definigao. Sejam V e W espagos lineares com bases respectivamente B = {vy,vg,...,v,} e
C = {w,ws,...,wy}t eT :V — W uma transformagao linear. A matriz Top cujas colunas
sao as coordenadas de T'v; na base C diz-se a representacao matricial da transformacao T’ em
relacdo as bases B e C.

Podemos escrever a matriz T-p na seguinte forma sugestiva.
TCB = (T?Jl)c (TUQ)C e (T’l}n)c

Proposicao 49. Sejam V e W espacos vectoriais com bases B e C e T : V — W uma
transformacao linear. Entao, para qualquer vector v € V, tem-se a relagao

(TU)C = TCB(U)B .

Estes resultados permitem representar qualquer transformacao linear entre espagos vectori-
ais de dimensao finita como uma matriz. Na pratica, tal como as bases nos permitem trabalhar
com qualquer espago vectorial como se de R™ se tratasse, a representacao matricial de trans-
formacoes lineares permite-nos reduzir todo o trabalho com estas transformacoes a operacoes
sobre matrizes. Em particular, o calculo de valores de T' resume-se a um produto duma matriz
por um vector.

Por exemplo, se quisermos nao determinar valores de 7', mas sim resolver equagoes envol-
vendo T', 0 nosso problema fica reduzido a resolucao de um sistema de equacoes lineares. De
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facto, se pretendermos resolver uma equagao 7T'(v) = u, basta substituir a transformacao pela
sua representacao matricial e os elementos pelos correspondentes vectores de coordenadas:

T() =u<= Tep(v)s = (u)c,

e estamos perante um sistema de equacoes lineares cujas técnicas de resolucao sao ja bem
conhecidas.

O diagrama que se segue ilustra a situacao: qualquer dos dois caminhos entre os vértices
opostos dos quadrados em baixo produz ao mesmo resultado.

T —=T(u)

%4

OF (e

R™ R™

Ten

wp—ouuo (T

Figura 3.4: Transformacoes lineares e coordenadas.

Vejamos um exemplo extremamente simples. Consideremos a transformacao T : R? — R?
definida por T'(z,y) = (2z —y, 3z + 2y) e procuremos determinar a sua representagao matricial
em relacao & base candnica B de R2. Para tal, vamos escrever as imagens dos vectores desta
base em coordenadas dela prépria.

(T(1,0)8 =(2,3)p=(23) (70 1))s=((-1,2))p = (-1,2)

A matriz Tgrp é a matriz que tem estes vectores em colunas, ou seja,

2 —1
na=[2 ]
Suponhamos agora que fixdvamos outras bases para R?. Concretamente, vamos trabalhar
com a base C' = {(1,1),(1,—1)} para o espago de partida e com a base D = {(1,1),(0,1)}
para o espaco de chegada. (Embora este exemplo possa parecer algo artificial, teremos ocasiao

de ver mais adiante contextos em que de facto ocorrem situagoes semelhantes.) Procedemos
como atras.

(T(L 1))D = ((1’5))13 = (174) (T(lv _1))17 = ((37 1))D = (37 _2)

Omitimos o calculo detalhado das coordenadas, que fica como exercicio.
A matriz que representa T em relagao a estas bases é entao

1 3
TCD:{ZL _217

obtida escrevendo aqueles vectores em colunas.
Os seguintes exemplos envolvem todos transformacoes ja discutidas anteriormente, definidas
em R" ou subespacos destes, em que todos estes calculos sao por regra bastante directos.
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Exemplo.

1. Considere-se a transformacao T : R? — R? definida por (2z + y, —z). As imagens dos
vectores da base canodnica B, expressas em coordenadas dessa base, sao

(T(1,0)s = ((2,-1))p = (2,-1)  (T(0,1))p = ((1,0))5 = (1,0),

donde a representagao matricial de T" em relacao a base B é

2 1
ne-] 2 1]

Podemos verificar que, por exemplo,

2 2 1 2
rane=ra[2]-[ 4 3] [2] -0
que corresponde ao que se obteria usando directamente a expressao de T

2. Considere-se a transformacao T' : R? — R3? definida por T'(z,y) = (22, 3y —x,z+2y). Em
relacdo as bases canénicas B de R? e C' de R?, a representacio matricial de T calcula-se
calculando as imagens dos vectores da base B em coordenadas da base C,

(T(170))C = ((27 _17 1))0 = (27 _17 1) (T(07 1))0 = ((0737 2))0 = (07372)

e escrevendo estas em colunas da matriz

2 0
Tep=| —1 3
1 2
Novamente, podemos verificar que
2 2.0 2
(T'(2,—1))c =Tcn = -1 3 = (4,-5,0),
-1 1 2 -1

que corresponde novamente ao que se obteria segundo a expressao de T

3. Consideremos outra vez a transformacao linear T : R?* — R? tal que 7(1,2) = (0,1) e
T(1,1) = (1,1). Determindmos atrds a expressao geral de T em relagdo a base candnica
de R?; porém, uma vez que B = {(1,2),(1,1)} e C = {(0,1), (1,1)} sdao duas bases deste
espago, podemos escrever directamente a representacao matricial de 7" em relagao a estas
bases, observando que

(T(lvz))c = ((07 1))0 = (170) (T(lv 1))6’ = ((17 1))0 = (07 1)>

pelo que Tep = 1.

Tomemos por exemplo ¥ tal que (7)3 — (1,—1). Entdo ¥ = (1,2) — (1,1) = (0,1).

Temos
w000 ~Tes| || L [- 0.

e este vector (em coordenadas de C) é (0,1) — (1,1) = (—1,0). Entao 7(0,1) = (—1,0).
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4. Da mesma forma semelhante, podemos determinar facilmente a representacao matricial
da transformagao linear T : R®* — R? tal que T'(1,1,1) = (0,1), T(1,0,1) = (2,2)
e T(1,1,0) = (1,—1) em relaciao a bases adequadas de R? e R? sem passar pela sua
expressao explicita. Contudo, aqui ha que ter cuidado: os vectores (1,1,1), (1,0,1) e
(1,1,0) formam uma base B de R3, mas os vectores (0, 1), (2,2) e (1, —1) nao sao linear-
mente independentes, pois R? tem dimensao 2. Para encontrar uma base C' de R? temos
portanto de escolher dois vectores linearmente independentes dentre estes; tomemos por
exemplo C' = {(0,1),(2,2)}. Temos entao

S
1
N o=
SRS
1
—

donde

Mais uma vez, sendo T o vector cujas coordenadas na base B sao (3, —2,2), temos
T =3(1,1,1) — 2(1,0,1) +2(1,1,0) = (3,5,1) .
Para calcular T?, usamos a representacao matricial:
3 3
1 0 =2
(IT)e=Tep | -2 | = Cl 2 = (=1
5 01 3 5

donde T¥ = —(0,1) — (2,2) = (-2, -3).

Exercicio 7. Represente matricialmente as seguintes transformacoes lineares relativamente
as bases candnicas dos espacos de partida e de chegada.

(a) T:R?* — R? com T(z,y) = (3x — 2y, 2x)
(b) T:R?* = R? com T(x,y) = (z +y,v — y)
() T:R*— R? com T(x,y,z2) = (2 — 2x,3y — 22)

Vejamos agora exemplos envolvendo transformacoes lineares entre outros espacos vectoriais.

Exemplo.

1. Considere-se a transformacao linear T : P, — P definida por

T(p(x)) = p(x) + (1 +2°) p'(2).

Sejam B = {1,z} e C = {1, , 2%} as bases candnicas de P, e P, respectivamente. Vamos
determinar a representagao de 1" em relagao a estas bases. Esta matriz Top tem por
colunas as imagens dos elementos de B escritos em coordenadas da base C'.
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Vamos comegar por calcular T'(1) e T'(z) em coordenadas da base C.

(T())e =1+ (1+2°)1)=(1)c=(1,0,0)
(T(x)e=(z+(1+2°)2) = (z+1+ :1:2)0 =(1,1,1)

Assim, temos que

Tep =

o O =

1
1
1

Apesar de esta transformagcao ter um aspecto complicado, a sua representacao nas bases
candnicas ¢ extremamente simples. Por outro lado, esta representacao através duma
matriz acentua a semelhanca com as transformacoes entre espacos R™.

Vamos usar esta representacao para calcular T'(5+2x). Para tal, comegamos por escrever
este polinémio em coordenadas da base candnica de P, para de seguida multiplicar pela
matriz Teop.

L 1],
(T(5+22)) = Top(5+2z)p= | 0 1 {2} =(7,2,2)
0 1

Assim, T'(5+ 2z) = 7+ 2x + 222, facto que pode ser comprovado recorrendo & expressao
explicita de T'.

2. Consideremos agora a transformacao T : Myyo — P tal que
T|“ . (a+d)z* + (c —b).
c d
Tomando as bases candnicas B e C' de Msyo e P, respectivamente, podemos determinar
a representacao matricial Ty desta transformagao em relagao a essas bases.

Comecamos como habitualmente por calcular a imagem dos vectores de B, escrevendo-os
em coordenadas de C'.

(o[} 2]) - moan (1[33]) -
(2] -oemvon (o[22 - tean

Entao a matriz pretendida é

0
Tep= |0
1

Podemos usar esta representacao para calcular a imagem da matriz

A:[_QB —51}.
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Em coordenadas da base B, esta matriz corresponde ao vector (2, —1,—3,5), donde

9 _1 _21 0 -1 1 0 _21
<T |: -3 5 :|> =1Tcn _3 = 0O 0 00 _3 = (—27 0, 7) ,
c 5 1 0 0 1 5

e portanto TA = —2 + 722

3. Finalmente, seja T': P; — My a transformagao linear definida por

_ p(0) P'(2)
T(p(x)) = [ —p"(=2) 3p(1) +p"(-1) } '

Vamos considerar novamente as bases canénicas B = {1, z, 2 23} de P3 e

o~{[ 3} [83] [33) [5 0))

de Msyo. As imagens dos vectores de B em coordenadas da base C' sao agora

0

3DC:(1,0,0,3)
1

3D02(0,1,0,3)
(T2?), = ( _02 ‘51})0:(0,4,—2,5)

(T2%), = ( 102 i23 DC =(0,12,12,-3)

donde a matriz que representa T em relacao a estas bases é

T 1T 1
SO O

10 0 0
01 4 12
Tes=1¢ 3 _9 19
33 5 -3

Vamos novamente usar esta representacao para calcular Tp para um polinémio particular.
Tomemos p(x) = 3 + 2z — 22% — 23; observe-se que, para prosseguir pela defini¢ao de T,
teriamos de calcular a segunda derivada de p; contudo, através da representacao matricial
o caminho é muito mais simples:

100 0713
To)e=Tes@s= | o 5 5 15 || | =B -18.-28)
33 5 -3 -1
donde ; 8
To=| 25 & |
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Estes exemplos mostram que o caso em que a transformacao linear é dada através de valores
num conjunto de pontos que forma uma base do espaco de partida é mais simples do que o caso
em que a transformacao é dada através da sua expressao, uma vez que, para efeitos praticos,
o primeiro passo ja esta feito.

Exercicio 8. Represente matricialmente as seguintes transformagoes lineares relativamente
as bases candnicas dos espacos de partida e de chegada.

(a) T : Py — P, com T(ax? + bx + ¢) = —(3a + 2b)x + (b +¢)
T:Py— Pycom T(ax? +bx+c¢)=a(z —1)2+blx —1) +c¢
T: Py, — P3 com T(p(x)) = xp(x)

T : Myyos — R com T(A) =3 tr(A)

_ a b B 2c a-+c
(e)T.M2X2—>M2X2C0mT([C d:|)_|:b—20 d ‘|

Exercicio 9. Represente matricialmente a transformacao linear T : Msys — My com
expressao
2 —1
TB = { 5 3 ] B
relativamente a base candnica de Mayo.

. ~ . . 2 -1
Existe alguma relagao entre a matriz que representa 17" e a matriz [ } ?

2 3

3.2.3 Transformacoes lineares dadas por matrizes

Acabamos de ver a forma de, dada uma transformacao linear, determinar uma sua repre-
sentacao matricial. Vamos agora discutir o problema contrario: dada uma matriz que repre-
senta uma transformacao linear, como determinar a expressao dessa transformacao.

Vimos atras que a transformacao linear 7' : R™ — R"” definida por Tz = Az, onde A é uma
matriz n X m, é uma transformacao linear. Veremos nesta sec¢ao que, num sentido preciso,
estas sao as transformacoes lineares representativas de todas as transformagoes lineares entre
espagcos vectoriais de dimensao finita — da mesma forma que os espagos R™ sao representativos
de todos os espagos lineares de dimensao finita.

Se T : V — W é representada pela matriz Tep, fixadas bases B = {vy,vq,...,0,} de V e
C = {wy,ws, ..., wy,} de W, entao por defini¢ao de representacao podemos calcular a imagem
de qualquer vector v € V através da relacao (Tv)c = Tep(v)p. Se conseguirmos escrever esta
expressao para um vector genérico v, encontramos a expressao geral da transformacao 7. De
certa forma, estamos a fazer o percurso descrito na Figura 3.4 no sentido inverso.

Vejamos um exemplo concreto. Consideremos a transformacao 7' : R3 — R* cuja repre-
sentacdo em relacao as bases canénicas B e C' de R? e R* é

1 -2 0

Tep =

o w N
O
ot
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Para determinar 7'(z,y), vamos usar a propriedade expressa acima. Pela forma como a repre-
sentagao matricial matriz Tep é construida, sabemos que

TCB = (T(lvb’0)>0 (T<O’ i70))C (T(O7b>1))0 ;

ora isto significa que podemos ler directamente nas colunas de T-p as imagens dos vectores
da base canénica de R® em coordenadas da base canénica de R*: T(1,0,0) = (1,2,3,0),
7(0,1,0) = (=2,1,1,2) e T(0,0,1) = (0,—1,5,—2). A partir daqui, podemos calcular a
expressao geral de T" usando o facto de qualquer vector se exprimir de forma trivial em coor-
denadas da base candnica.

1 =2 0
* 2 1 -1 ””3
T(x,y,2)=Tep | y | = 5 1 5 y | =(@—-2y,2c+y—2z3x+y+5z,2y —22)
& 0 2 -2

E esta a expressao geral de T'.

No caso em que a representacao matricial nao é relativa as bases canodnicas, temos de
aplicar as técnicas descritas nas seccoes anteriores. Tome-se por exemplo como T : R? — R? a
transformagao linear cuja representacdo na base B = {(1,3),(—1,4)} é

1 3
Para determinar a expressao geral de T', vamos comegar por ler os valores de T'(1,3) e T'(—1,4),
em coordenadas de B, nas colunas de Tgp.

T(1,3) =1(1,3) — 2(—1,4) = (3,=5)  T(=1,4) = 3(1,3) + 5(—1,4) = (—2,29)

Agora estamos perante o problema abordado na Seccao 3.2.1: determinar a expressao geral
de T conhecidos os seus valores numa base do espaco de partida. Sabemos ja como proceder:
qualquer vector (z,y) de R? pode ser escrito como combinagao linear dos elementos de B.

Ci —C =X

(z,y) = a1(1,3) + ca(=1,4) — (7,y) = (c1 — c2,3c1 + 4ez) —
361 -+ 4C2 =Y

. 1 -1z N 1 -1 T N CiL—C =21
3 4 Yy l2—3ll 0 7 y—3x 702:—3$+y
— y—3x
Co = -

Entao, a expressao geral de T'(x,y) é

T(z,y) =T (c1(1,3) + co(—1,4)) = 1T(1,3) + 2T (—1,4) = ¢1(3, =5) + c2(—2,29)
dr +y —3x+vy 4o +y =3 +vy
—2 -5 29
7 7 7 * 7

= (361 - 262, —501 + 2902) = (3

18z +y —107z + 24y
B 7 7

Vejamos mais alguns exemplos deste processo.
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Exemplo.

1. Seja T : R*? — P, a transformacao linear representada pela matriz

Tep =

—_ O =
—_ N =

em relagdo as bases B = {(1,1),(1,—1)} de R? e C' = {1, z, 2%} (base canénica) de P,.
Entao
T(1,1)=1+2> T(1,-1)=1+2x+ 2.

Sendo (a,b) um vector genérico de R?, temos que as suas coordenadas em relagao a B
sao dadas por

+
S

Cl:a

Cy =

(a,b) = c1(1,1) + co(1,-1) — {

s
SIS
S

donde a expressao de T'(a,b) é

T(a,b) =T (c1(1,1) + co(1,—-1)) = 1 T(1,1) + cT(1,—-1)

:a;b(l—l—xz)—i—aT_b(l%—Q:U—ier):a+(a—b)x+aa:2.

2. Seja T : P, — R? a transformacdo linear representada pela matriz

1 -1 2
Top=12 1 -1
1 0 1

em relacao as bases canénicas B e C' de P, e R3, respectivamente. Entao
T(1)=(1,2,1) Tzx=(-1,1,0) Ta*=(2,—-1,1)
donde a expressao de T'p para um polinémio p genérico é

T (a+bx +ca®) = aT(1) + bTx + cTx* = a(1,2,1) + b(—1,1,0) + ¢(2, —1,1)
=(a—b+2c¢,2a+b—c,a+c).

3. SejaT : P; — P atransformacao linear cuja representacao, em relacao as bases candénicas
B e C dos dois espacos, é
0100
0020
000 3
Podemos ler as imagens dos vectores da base candnica de P3 nas colunas desta matriz,
expressas em coordenadas da base canonica de P,. Temos entao que

Tep =

(T(1))c = (0,0,0,0) donde T(1) = 0
(Tz)e = (1,0,0,0) donde Tz =1

(TwQ)C =(0,2,0,0) donde Ta* = 2z

(T2%),, = (0,0,3,0) donde Tz* = 32*.
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Entao T (a + bx + ca? + da®) = aT (1) + bTx + Ta? + dTx® = b+ 2cx + 3da?.

A transformacao linear T nao é mais do que o operador derivacao entre os espacos P
e P». A sua representacao matricial, porém, permite-nos calcular derivadas de polinémios
duma forma completamente diferente da habitual.

Exercicio 10. Represente matricialmente as transformacoes lineares do Exercicio 7 relativa-
mente as bases B e C apresentadas para os espacos de partida e chegada.

(a) B=C={(1,1),(-1,0)}
(b) B = {(170)7 (07 1)} eC= {(17 1)7 (07 _1)}

(¢) B={(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} e C = {(1,1), (1,0)}

Exercicio 11. Represente matricialmente as transformacoes lineares do Exercicio 8 relativa-
mente as bases B e C apresentadas para os espacos de partida e chegada.

(a) B= {2 z,1} e C = {1,2z}
(b) B={l,z,2°} e C = {1,z — 1,2 — }

(c) B={l,14+x,1+z+2*teC={1,1+z,1+x+2*1+z+ 2%}

T (N RN N R
wome= ([ 113 41 8D

3.2.4 Transformacoes definidas em subespacos

Da exposicao da seccao anterior a questao que provavelmente mais fica no ar é: qual o interesse
de representar matricialmente uma transformacao linear em relacao a uma base que nao a base
candnica? Na realidade, hd varias respostas; uma das vantagens, conforme exemplificamos, é
encontrar bases que tornam essa representagao mais simples (o que simplifica substancialmente
o nosso trabalho se estivermos interessados em estudar propriedades da transformacao, mais
do que em calcular os seus valores).

O que sucede muitas vezes, contudo, é que estamos a definir transformacoes nao nos espagos
canoénicos R"™, M,,«, ou P,, mas sim em seus subespagos para os quais nao ha bases canénicas.
Nestas situagoes, nao temos outro recurso senao usar bases menos simples para escrever vectores
de coordenadas e representar transformacoes.

Vejamos um exemplo. Consideremos o subespago S C Pj dos polindémios p tais que p(2) = 0.
E f4cil verificar que S é de facto um subespaco linear; uma vez que qualquer polinémio de S
se pode escrever na forma p(z) = (z — 2)p*(z), com p* de grau menor ou igual a 2, temos que
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a dimensdo de S é 3 e uma base de S ¢ formada pelos produtos (z —2)1, (z — 2)z e (v — 2)z?,

ou seja, S admite a base
B= {x—2,x2 — 2z, 2° —2x2} .

Consideremos a transformacao linear 7' : S — P, tal que T'p = p*. Por outras palavras, T’
divide um polinémio de grau menor ou igual a 3 por (z — 2), estando definida apenas quando
aquela divisao é exacta.

Fixando a base candénica C' de P,, podemos representar matricialmente 7" de forma muito
simples como

para determinar a imagem de um polinémio arbitrario (de S) basta escrevé-lo em coordenadas
de B e obtemos imediatamente a sua imagem em coordenadas de C', uma vez que

(Tp)c = Ter(p)s =1s(p)p = (P)B -

Seja por exemplo p(x) = 2 — 422 + 7o — 6. Para escrever p em coordenadas de B, temos
de resolver um sistema de equacoes lineares.

p(z) =ci(z —2) + ¢ (27 — 22) + c3 (2” — 227)
— 2 —Ax? + Tr — 6 = c1x — 201 + o — 2091 + c32° — 2c52°
— 6+ Tz — 42 + 2% = —2¢; + (c1 — 2¢2) + (e — 2¢3) + c3

—2C1:—6
01:3
01—202:7
— — =2
02—203:—4
C3:1
03:]_

Concluimos portanto que T'p = p* = 3 — 2z + 2%, Observe-se que, na pratica, fizemos a divisao
de dois polinémios resolvendo um sistema de equacgoes lineares, em alternativa aplicar a outros
algoritmos como a regra de Ruffini.

Exemplo. Consideremos o plano S = L({(1,2,1),(1,0,—1)}) e a recta R = L({(1,1,1)}),
ambos subespacos de R3, com a transformacao linear 7' : S — R definida como a projeccao
ortogonal sobre R.

TV = Py (V)

Uma vez que S é gerado por dois vectores linearmente independentes, estes formam uma base B
deste espago. Calculando a imagem destes dois vectores e escrevendo-a em coordenadas de
C ={(1,1,1)}, obtemos as seguintes igualdades.

(1,2,1)-(1,1,1) 4
T(1,2,1) = Paan ((1,2,1)) = (1,1,1) = =(1,1,1)

I(2, 1, 1)) 3
(1,0,—1)-(1,1,1) —
T(1,0,—-1) = Paq1q) ((1,0,-1)) = (1,1,1)= 0

I(1, 1,1
A representagao matricial de T é entao
Top=1[4 0].
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Com esta matriz, podemos calcular projecgoes ortogonais de qualquer ponto de S sobre R
resolvendo um sistema de equacoes lineares. Por exemplo:

Pr ((5a 47 _1)) = T(5747 _1> = (TCB((5a 47 _1))B) (17 17 1)

_ ([g 0] HD(1,1,1):§<1,1,1): @gg) .

3.2.5 Mudanca de base

Vimos atrds que, dado um espaco linear V' de dimensao n com bases B = {vy,vs,...,0,} €
C = {wy,wy,...,w,}, a matriz mudanca de base Pop que transforma coordenadas de um
objecto na base B para as suas coordenadas na base C' é uma matriz que satisfaz

(v)e = Pop(v)s

para qualquer vector v de V. Esta matriz é obtida colocando nas colunas as coordenadas dos
elementos da base B escritos na base C.

Pes=| e (e - (oo

Vimos ainda que toda a matriz mudanca de base ¢é invertivel, tendo-se

(Pog) ™ = Pae.

Sejam V' e W espacos vectoriais, B e B’ bases de V', C'e C' basesde W e T : V — W uma
transformacao linear. Consideremos as representacoes matriciais Top € Torg de T em relagao,
respectivamente, as bases B e C' e as bases B' e (.

Tomando v € V' arbitrario, temos que

(TU)C/ = PC/C(T('U))C (T'U)C = TCB('U)B (U)B = PBB’ (U)B/
e, portanto,
(Tv)er = Pore(T(v))e = PorcTep(v)s = PorcTepPep (V)5

donde necessariamente
PorcTepPpp = Teorp -

Graficamente, esta relagao é simples de compreender. Por um lado, a matriz Ter g calcula
(Tw)cr directamente a partir de (v)p. Por outro, partindo de (v)p/, a matriz Pgp: converte
estas coordenadas em (v)p; a matriz Top calcula o resultado (Tv)¢; e a matriz Poe con-
verte novamente este resultado para coordenadas de C’. Este processo estd representado na
Figura 3.5

Esta técnica é bastante util quando é simples calcular a representacao matricial duma
transformacao linear em relagao a uma base que nao a que nos interessa. Voltemos ao exemplo
da transformagao linear T : R* — R? satisfazendo T'(1,2) = (0,1) e T(1,1) = (1,1). Vimos
atras que a representagao de 7' em relacdo as bases B = {(1,2),(1,1)} e C = {(0,1),(1,1)}
de R? se obtinha directamente: Trp = I5.
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Pgp Tcs Poro

Torpr

Figura 3.5: Transformacoes lineares e mudanca de base.

Para determinar a representacao Tpp em relacao a base candnica D de R?, vamos usar a
formula anterior. Temos que
Tpp = PpclepPpp

pelo que basta calcularmos as matrizes de mudanca de base Ppe e Pgp. O célculo de Ppg é
directo: basta escrever os vectores de C' em coordenadas da base candnica de R? e colocé-los
nas colunas desta matriz.
01
Pr —
e { 0! }

Para calcular Pgp, o mais simples é inverter a matriz Ppg, que se escreve directamente de
forma semelhante.

-1
B 1|11 B 1 -1 | -1 1
Pep = (Pps) _{2 1} __[—2 1 ]_{ 2 —1}
Entao temos que
01 -1 1 2 —1
o= pctientio= [ 5 1] =[2 )
é a representacao de T em relacao & base canénica de R2.

Exemplo.

1. Consideremos a transformacao linear 7' : R? — R? anteriormente discutida definida
por T'(z,y) = (2x + y, —x), que vimos ter representagdo matricial relativamente a base
canénica B de R? dada por

2 1
ton=| 2 o]

-1 0

Vamos determinar a representagao matricial de 7' em relagao a base C' = {(1,1),(1,—1)}
de R2. Para tal, vamos simplesmente determinar as matrizes de mudanca de base Pgc e
Peo g, recorrendo depois a relacao

Tec = Pes1lppPre -

Ora a matriz Pgc tem por colunas os vectores de C' em coordenadas de B, que sao
trivialmente conhecidos, enquanto Pog é a sua inversa. Temos entao que

Toe = PopTeePse = (Pee)” ' TpPose
1112 171 1
1 - —10||1 -1
o 1[-1 -1][3 1] 1[-2 0] [10
Tl -1 1 || -1 -1 | T T2 4 2 T 21|
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2. Outro exemplo que aborddmos envolveu a transformacao linear 7' : R3 — R? tal que

T(1,1,1) = (0,1), 7(1,0,1) = (2,2) e T(1,1,0) = (1,—1). Vimos que, escolhendo as
bases B = {(1,1,1),(1,0,1),(1,1,0)} para R® e C' = {(0,1),(2,2)} para R? tinhamos a
representacao matricial

10

—2
TCB—{O 1 1 ]

2
para T

Vamos agora determinar a matriz T g que representa 1" em relagao as bases canénicas B’
de R? e C’ de R2. Para tal, vamos usar a relacao

Top = PorclepPep

onde Poic e Pgp sao as matrizes de mudanca de base adequadas.

A matriz P calcula-se directamente, escrevendo nas suas colunas os vectores de C' em
coordenadas de C’. Uma vez que C’ é a base canénica de R?, temos que

Para calcular Pgp/, vamos escrever a matriz Pp g (cujas colunas sao os vectores de B

em coordenadas de B’) e inverté-la usando uma das técnicas para inverter matrizes de
dimensao 3 x 3. Obtemos

0 2

PC’C:|:1 9

1 11 -1 1 1
PBB/:(PB/B)ilz 1 O 1 — 1 —1 0
110 1 0 -1
Temos entao que
1 1 1
0 2 1 0 =2
TC’B’ = PC’CTCBPBB’ == |: 1 2 :| |: 0 1 1 :| 1 —1 0
2 1 0 -1
_{02 1} _11 _11 (1) _[3—2—1}
1 2 -1 1 o0 -1 0 -1 2

Num exemplo anterior, vimos que a transformacao linear 7' : P; — P, definida por
T(p(z)) = p(x) + (1 + 2%)p/(x) era representada em relagdo as bases canénicas B de Py
e C'de P, por

11

Teg=|0 1

0 1
Dadas agora as bases B' = {2,3+ 2z} e C' = {1+ 2,1 +x + 2% 1 — 2%} de P, e P, res-
pectivamente, vamos determinar a representacao de 71" nessas bases. Em vez de construir

esta representacao pela defini¢ao, podemos mais uma vez recorrer as matrizes de mudanca
de base visto ja conhecermos a representacao de 7' em relacao as bases canodnicas.

Top = PoclesPee
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Novamente, a matriz Pgp ¢é facil de obter, pois precisamos apenas de escrever as coor-
denadas dos polinémios de B’ na base candnica.

Pppr = <2}B <3+f2=”>3 :{3 3]

Para determinar Por¢, vamos usar outra vez o facto de P transformar coordenadas da
base C" em coordenadas da base canodnica, sendo portanto mais simples de obter.

1 1
1 0
1

: : : 1
Poor=| (1+2)c Q+a+2?), 1—-2%, | =|1
) ) . 0 -1

Tal como antes, Povo = (Pccx)fl. Calculando esta inversa pela regra dos cofactores ou
pelo método de Gauss—Jordan, obtemos

-1

11 1 -1 2 -1
(Poe) =111 0 =/ 1 -1 1
01 —1 1 -1 0
Assim
[ -1 2 -1 11 5 3
Tog = PocTegPeer = | 1 —1 1 0 1 {0 21
1 -1 0 0 1
[ —1 0 -2 -3
=1 1 1 {g g}: 2 5
1 0 2 3

Exercicio 12. Para cada uma das alineas seguintes, escreva as matrizes de mudanca de base
das bases B e C indicadas relativamente a base candnica. Usando essas matrizes, escreva a
matriz Top que representa a transformacgao linear 7' indicada em relagao a essas bases.

(a) B=C=1{(2,1),(-3,4)} (¢) B=1{2,3+2z}
T(z,y) = (z — 2y, ~y) C={l+z1+z+2°1-27}
(b) B=C = {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} T(p(x)) = p(x) + (1 +2*)p(z)

T(:ana Z) = (I‘+2’y— Z,-’y,[L‘+7Z)

3.3 Operacoes algébricas

Tal como podemos realizar operacoes algébricas com funcoes, também faz sentido definir
algumas operagoes entre transformacoes lineares — nomeadamente, mais uma vez, aquelas
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operacoes que estamos a considerar desde o inicio: soma e produto por escalares. Por outro
lado, e uma vez que é de fungoes que estamos a falar, também podemos efectuar a composigao
de uma transformacao linear com imagens em W com outra que receba argumentos em W.

Nesta seccao vamos discutir estas operacoes. Teremos em simultaneo ocasiao de comprovar
que a representacao matricial definida na seccao anterior é de facto uma ferramenta poderosa:
as operacoes sobre transformacoes lineares correspondem de forma muito directa a operagoes
sobre matrizes.

3.3.1 Operacoes lineares

A soma e produto por escalar de transformacoes lineares definem-se de forma natural usando
as operacoes no espaco de chegada, tal como é habito no caso geral de soma de funcoes.

Definicao. Sejam 7,5 : V — W duas transformagoes lineares entre os mesmos espagos vec-
toriais V e W, e seja o um real.
A soma de T com S é a transformacao (7' + S) : V — W tal que

(T'+ S)(v) =Tv+ Sv

para qualquer v € V' (soma pontual de V e W).
O produto de o por T é a transformagao o1 : V — W tal que

(aT)(v) =aTv
para qualquer v € V.

Note-se que, a partida, nada garante que 7'+ V e o7 sejam transformacoes lineares, ja
que, por defini¢ao, apenas podemos garantir que sao fungoes entre V' e W. Contudo, podemos
verificar facilmente que nao s6 o sao, como tém uma representacao matricial definida a custa
das representacoes matriciais de T e S da forma natural.

Proposicao 50. Sejam T : V — W e S : V — W transformacoes lineares, & um real e B e C
bases de V e W respectivamente. Entao:

1. T + S é transformacao linear;
2. (T + S)CB = TCB -+ SCB;
3. oT é transformacao linear;

4. (OéT)CB = OéTCB.

Demonstragao.
1. Tomando dois vectores arbitrarios u,v € V' e dois reais f3,~ arbitrarios, temos que
(T + S)(Bu+v) = T(Bu +yv) + S(Bu + yv) definigao de (T + S)
= fTu+~yTv+ BSu+ ySv T e S sao lineares

= B(Tu+ Su) +~v(Tv + Sv) propriedades da soma em W
=BT+ S)(u) +v(T + S)(v)  definigao de (T'+ S)

donde T'+ S é transformagao linear.
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2. Sejam Tep e Scp as matrizes que representam T e S em relacao as bases B e C' de V
e W, respectivamente, e escolha-se v € V' arbitrario. Entao tem-se

(T'+5)(©)e = (Tv+ Sv)c
= (Tv)c + (Sv)c
=Tep(v)p + Scp(v)p
= (Tep + Scp) (v)B

defini¢ao de (T + 5)
propriedades das coordenadas em W
definicao de representacao matricial

distributividade do produto de matrizes

donde Tep + Scp ¢ a representacao matricial de T+ S em relagao as bases B e C dos

espacos V e W.

(@T)(Bu +yv) = T (Bu + )
— o(Tu) + a(1T0)
= f(aTu) + v(aTv)
= B(aT)(w) +1(aT)(v)

donde oT também ¢é transformagao linear.

e escolha-se v € V arbitrario. Entao tem-se

((T)(v)e = (aTv)¢
a(Tv)e
a(Tes(v)s)

(OéTCB) (U B

donde aTp representa o' em relagao as bases Be C' de Ve W.

. Tomando novamente dois vectores arbitrarios u,v € V e dois reais 3,y arbitrarios, temos

defini¢ao de (aT)
T é transformagao linear

propriedades das operacoes em W
definigao de (aT)

Seja Top a matriz que representa T’ em relacao as bases B e C' de V e W, respectivamente,

definig¢ao de (aT)
propriedades das coordenadas em W
definicao de representacao matricial

associatividade do produto de matrizes

Sejam T, S : R? — R? as transformacoes lineares definidas por

S(z,y) = (z —2y,x +y,2z).

A sua soma T + S é a transformagao linear tal que

(T + S)(z,y) =T(z,y) + S(x,y)

=2z +y,r—y,0)+ (z —2y,z +y,2z) = 3z — y, 2w, 2x) .

Tomando as bases canénicas B de R? e C' de R?, encontramos as seguintes representacoes

matriciais de T e de S.

2 1 1 =2
Tep=|1 —1 Sep=1|1 1
0 0 2 0
Somando estas duas matrizes, obtemos
3 —1
Tep+Sep=12 0
2 0

Apontamentos de Algebra Linear



208 CAPITULO 3. TRANSFORMACOES LINEARES

enquanto que, calculando directamente (7' + S)cp, obtemos

3 -1
(T+S)ep=12 0
2 0
que é a matriz calculada anteriormente.

Considerando ainda a mesma transformacao 7' e tomando o = 3, temos que T = 3T ¢é a
transformacao linear tal que

(3T)(x,y) = 3T (z,y) = (62 + 3y, 3z + 3y, 0)

cuja representacdo matricial em relacao as bases candnicas B e C de R? e R? é

(3T)CB = = 3TCB .

S WS
S W W

O resultado anterior implica a seguinte relagao entre transformagcoes lineares e combinagoes
lineares.

Proposicao 51. Sejam Ty, 715, ..., T, : V — W transformacgoes lineares e ¢y, ¢o, . . ., ¢, nimeros
reais. Entao c;T1+coTo+- - -+¢, T, ¢ uma transformacao linear de V' para W cuja representagao
matricial em relacao a bases B e C' destes espagos é

(aTh+cTo+ -+ cln)eg = (Th)og + 2 (T2)ep + -+ cn (Tn)ep -

A titulo de exemplo, este resultado implica que a transformacao 57 — 2S5, com T e S como
atrds, é uma transformacao linear entre R? e R3, com representacao matricial em relaciao as
bases candnicas destes espacos dada por

2 1 1 -2 8 9
(5T —28)ep =5Tcp —2Scp=5|1 -1 | 2|1 1 | =] 3 =7
0 0 2 0 —4 0

Exemplo.
1. Sejam 7', S : P, — P, as tranformagoes lineares definidas por
T(p(x)) = p(x) + (L +2) p'(z)  S(p(x)) = zp(z).

Podemos definir a soma destas transformacgoes como sendo T+S : P; — P, com expressao

(T + 9)(p(x)) = T(p(x)) + S(p(x)) = p(z) + (1 + 2°) p'(x) + zp(x)
= (L+a)p(x) + (14 2%) p(x).

As transformacoes lineares T e S sao representadas em relacao as bases canodnicas B
de P, e C de P; pelas matrizes

11
TCB = 0 1 (§] SCB =
01

o = O
_ o O
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Assim, a representacao matricial de T' 4+ S em relacao as bases candnicas de Py e P, é

dada por
11 0 0 11
(T+S)ep=Tep+Sep=|0 1 | +|1 0|=]11],
0 1 01 0 2

conforme se pode comprovar calculando directamente (T + S)cp através da definigao.

2. Com a mesma transformagao 7' do exemplo acima, a transformagao —7T = (—1)T é a
transformacao entre P; e P, definida por

(=T)(p(x)) = =T(p(z)) = —p(z) — (1 +2%) ().

A representagao matricial desta transformacgao em relagcao as bases candnicas B de P,

eCde P, é
-1 -1
(-T)ep=1| 0 -1 |=-1¢p,
0 -1

confirmando mais uma vez o resultado estabelecido atras.

3. Consideremos agora transformagoes lineares T, .S : Myxo — R definidas por TA = tr(A)
e SA = aj3 — as;. Consideremos a combinacao linear 37 — 2S5 : My — R, que
também é uma transformacao linear; esta transformacao tem uma representagao matricial
em relacao as bases canonicas B e C' de Msys e R que é obtida pela correspondente
combinacao linear das representacoes matriciais de T e S, isto é,

(?)T - QS)CB == 3TCB - QSCB
=3[1 00 1]-2[01 -1 0]=[3 -2 2 3].

Daqui podemos concluir que a expressao de (37 — 25) é

a b

(3T — 25) [ . d] =3a—2b+ 2c+ 3d,

expressao equivalente (mas mais tutil na pratica) a que obterfamos calculando directa-

mente (37— 25)(A) =3TA — 25A = 3tr(A) — 2a12 + 2as.

Com base nestes resultados, pode-se ainda observar que as transformacoes lineares en-
tre V e W formam um espaco linear equivalente ao espaco linear M,,.,, identificando cada
transformacao linear com a sua representacao matricial em bases fixas daqueles espacos. Das
propriedades da soma de matrizes e do produto de matrizes por escalares obtemos directa-
mente propriedades analogas para as correspondentes operacoes sobre transformacoes lineares;
em particular, a soma de transformacoes lineares é associativa e comutativa e tem a trans-
formagao nula como elemento neutro. Dito de outra forma, o conjunto das transformacoes
lineares entre dois espacos vectoriais V' e W é ele préprio um espaco vectorial.
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Exercicio 13. Considere as seguintes transformacoes lineares.

T12R2%R2 T22R2%R2 T32R2—>R3
T1($,y) = ('CE +y,;1: - y) Tz(l’,y) = (3:5 - an 23:) Tg(l',y) = (l’ + 2y7 —IE,O)
Ty : Mayo — Moyo T5 : Mayo — Moyo To 0 Mayo — Moyo

T a b | 2c a+c 11 00
Lid=4 %[cd}_[%ﬁc d} %X_{oo R
T7ZP2—>P1 T81P2—>P2 T91P2—>P3
Tr(p(x)) = p'(2) Ty(p(w)) = p(x — 1) Ty(p(x)) = xp(z)

(a) Indique para que valores de n e m é que T,, + T}, esta definida e calcule a sua expressao.

(b) Verifique o resultado da alinea anterior recorrendo a representacao matricial das trans-
formagoes em causa em relacao as bases candnicas dos espacos envolvidos.

3.3.2 Composicao de transformacoes lineares

A composigao de transformacoes lineares é simplesmente uma composicao de fungoes, de acordo
com o esquema da Figura 3.6.

V U w

v Tv STv

Figura 3.6: Composicao de transformagodes lineares.

A regra “calcular Tv e aplicar-lhe S” corresponde uma funcao, designada por composicao
de T com S. Mais uma vez, esta fungao vai ser uma transformacao linear.

Definicao. Sejam 7' : 'V — U e § : U — W transformagoes lineares. A composicdo de T
com S é a transformacdo S o T (também chamada de S apds T') entre V e W definida por
(SoT)(v) =S(Tv) para todo v € V.

Antes de vermos exemplos, vamos apenas verificar as propriedades desta operacao.

Proposicao 52. Sejam T : V — U e S : U — W transformacoes lineares e B, C' e D bases
de V, U e W, respectivamente. Entao S oT é uma transformacao linear e a sua representacao
em relacao as bases Be D é

(SoT)pp = SpcTer,

sendo Spc e Tep as representacoes matriciais das transformacgoes S e T, respectivamente, em
relacao as bases dos espagos correspondentes.
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Demonstragao. A verificacao destes factos é muito simples. Por um lado, tem-se que, para
u,v € V arbitrarios e «, [ reais,

(SoT)(au+ pv) = S(T(au + pv)) defini¢ao de S o T
= S(aTu+ BTv) T é transformagao linear
= a(S(Tu)) + B(S(Twv)) S é transformagao linear

=a((SoT)(u))+ B((SoT)(v)) definicao de So T

donde SoT é uma transformacao linear. Por outro lado, sendo Tyxg € Spe como no enunciado,
tem-se que

(SoT)(v))p = (S(Tv))p defini¢ao de SoT
= Spc(Tv)c definicao de representacao
= Spc (Tep(v)B) definicdo de representagao
= (SpcTep) (v)B associatividade do produto de matrizes

para v € V arbitrario, donde SpcTep é a representacao matricial de S o T' em relagao as
bases B e D. O

Este resultado ilustra mais uma vez a intima relagao entre transformacoes lineares e a sua
representacao matricial; por outro lado, fornece mais uma prova de que a operagao de produto
de matrizes, embora inicialmente pudesse nao ser muito intuitiva, esta de facto definida da
forma correcta.

Observe-se ainda que a restricao dimensional para o produto de matrizes também faz todo
o sentido do ponto de vista da composicao de transformacoes lineares: para que S oT' esteja
definida, é necessario que o espaco de chegada de T seja o espaco de partida de S. Ora a
dimensao do espago de chegada de T' é o numero de linhas de T¢p (ja que cada coluna contém
as coordenadas dum vector desse espago), enquanto que a dimensdo do espago de partida de S
é o nimero de colunas de Spc (ja que as colunas desta matriz correspondem a uma base de S).
Obtemos mais uma confirmacao de que a restricao dimensional do produto de matrizes nao é
uma arbitrariedade, estando antes intimamente relacionada com as diferentes transformacoes
que podem ser capturadas através desta operacao.

Vejamos um exemplo. Sejam T : R* — R%? e S : R?> — R* as transformacoes lineares
definidas por

Para calcular directamente a composicao de T" com S, recorremos a definicao. Uma vez que
SoT :R?— R* vamos escolher um vector arbitrario (x,vy, z) de R? e calcular a sua imagem.
Este cdlculo faz-se em dois passos (ver Figura 3.6): primeiro calculamos T'(x,y, z), e depois
aplicamos S ao resultado; ou seja,

(SoT)(x,y,2) =82z —z,0+y+2)
T(2.2)
=(2z—2)+(@+y+2),(20—2) - (z+y+2),
22x —2) — (v +y+2), =312z — 2))
=Br+y,x—y—223r—y—3z,—6x + 32)
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A representacao matricial de T em relacio as bases canénicas B de R? e C' de R? é

2 0 -1
TCB_[1 1 1]

enquanto que a representacao matricial de S em relacdo as bases canénicas C' e D de R? e R*
¢é dada por

1 1

1 -1

-3 0

O produto destas duas matrizes é

1 1 3 1 0
1 -1 2 0 -1 1 -1 =2
Spelop =1 5 [1 11 }: 3 -1 -3
-3 0 -6 0 3

que corresponde, como facilmente se verifica, a matriz (S o T)pp.

Este exemplo ilustra outra particularidade especialmente relevante: enquanto que, a nivel
de somas e produtos por escalares, utilizar a representacao matricial nao era uma mais-valia
especialmente notéria (especialmente se apenas dispinhamos da expressao das transformagoes
lineares a somar ou multiplicar), j4 no caso da composigao a situagao é diferente. Por norma,
compensa escrever as representacoes matriciais das transformagoes envolvidas e calcular o seu
produto, eventualmente reescrevendo o resultado em forma de expressao, face a calcular direc-
tamente a composicao. A razao para isto é um pouco semelhante a razao por que introduzimos
a representacao matricial de sistemas de equagoes: a forma como o produto de matrizes é feito
garante que a informacao fica mais organizada e que os calculos sao feitos de forma sistematica,
minimizando a probabilidade de erros.

Dito isto, ha excepcoes. Considerem-se as transformacoes lineares T : P, — P, definida
por Tp=p eS: P — P tal que S(p(r)) = p(x) + (1 + 2?) p/(x). Para calcular a expressao
composi¢ao S o T basta substituir p por p’ (ja que é este o valor de T'p) na expressao de Sp,
obtendo-se

(SoT)(p(x)) =p'(x)+ (1 +2%) p"(x),

sendo SoT : P, — P,. As matrizes que representam estas transformacoes em relacao as bases
canénicas B de P, e C' de P; sao

11
TCB: 010 eSBC: 01
0 0 2 01

cujo produto é

SpcTep = 00 2

O O =

1 01 2

1{010]:002,

1 00 2
(

e embora esta matriz corresponda a representagao matricial (S o T)pp de S o T em relacao a
base B de P, é muito menos informativa do que a representacao explicita determinada acima.
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Em contrapartida, uma vez que as transformacoes S e T também sao componiveis na ordem
inversa, podemos tentar calcular a transformacao T oS : P, — P;. Pela definicao, temos que

(T o 8)(p(x)) =T (plx) + (1 +2%) p'(2)) = (p(x) + (1+ %) ¥'(x))".

S(p(z))

Aqui o cédlculo desta expressao nao é trivial. Recorrendo a representacao matricial, porém,
temos que

(T'oS)ec =TepSse
:{010} (1)} :{o 1]
0 0 2 01 0 2

donde (7o S)(a + bx) = b + 2bx, e neste caso beneficidmos muito de recorrer a representagao
matricial.

Exercicio 14. Considere novamente as transformacoes lineares do Exercicio 13.
(a) Indique para que valores de n e m é que T,, o T,, esté definida e calcule a sua expressao.

(b) Verifique o resultado da alinea anterior recorrendo & representacdo matricial das trans-
formagoes em causa em relacao as bases candnicas dos espacgos envolvidos.

Os resultados desta seccao expressam um paralelismo entre transformagoes lineares e ma-
trizes. A tabela seguinte resume a correspondéncia entre operacoes sobre transformagoes li-
neares e operacoes entre as suas representacoes.

Transformacao | Representacao
T+S Teg + Scs
T OzTC B
SoT S DCTC B

Tabela 3.1: Correspondéncia entre operagoes sobre transformacoes lineares e operagoes sobre
matrizes.

Exercicio 15. Sejam 11,7, : V. — U e 51,9 : U — W transformagoes lineares cujas
representacoes em relacao as bases B, C'e D de V', U e W, respectivamente, sao Ticg, Tocp,
Sipc e Sapc- Escreva as expressoes que caracterizam as representagoes matriciais das seguintes
transformacoes lineares.

(a) T1 + 2T2 (d) Sl 9] T1 (g) (SQ + 251) o} (3T2)
(b) Ty — 3T} (€) SpoT) (h) (351 — 28,) o (T) — T)
(C) 281 — 282 (f) SQ o (Tl + TQ) (1) (252 + 551) o (2T1 + Tg)
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Exercicio 16. Nas condi¢oes do Exercicio 15, suponha que as matrizes Ticp, Tocn, Sipc €
Sopc 820 as seguintes.

1 2 [ -1 0
TlCB - O —1 TQCB - 1 ].
2 0 0 0

2 1 0 [0 -1 1
SIDC:|:1 _1 _1:| SQDC: 0 1 O

(a) Calcule a representacao matricial de cada uma das transformagoes definidas nesse exercicio.

(b) Considere agora que V = R? U = R3> e W = R? com B, C e D as bases candnicas
destes espacos. Escreva as expressoes dessas transformacoes recorrendo as matrizes acima
determinadas.

(c) Considere agora que V = R? U = R?* e W = L{(1,0,1,0),(0,1,0,—1) C R*}, com B
e C as bases canénicas de V e U e D a base {(1,0,1,0),(0,1,0,—1)} de W. Escreva as
expressoes dessas transformacoes recorrendo as matrizes acima determinadas.

(d) Considere agora que V = P, U = P, e W = P;. Escreva as expressoes dessas trans-
formagoes recorrendo as matrizes acima determinadas.

(e) Considere agora que V, U e W sao os conjuntos de polinémios gerados respectivamente
pelas bases B = {1,2?}, ¢ = {1,1 +x,1 + 2+ 2%} e D = {x,2%}. Escreva as expressoes
dessas transformagoes recorrendo as matrizes acima determinadas.

(f) Considere agora que V', U e W os conjuntos de matrizes com bases
1 0] [0 -2
5=l01][0 o]}
0 01 00
0]"L00]"[01
(10 01
p={lo 1] [V o]}

Escreva as expressoes dessas transformagcoes recorrendo as matrizes acima determinadas.

Nas proximas secgoes teremos ocasiao de ver outras operagoes sobre transformacoes lineares
que também tém uma correspondéncia directa a nivel das suas representacoes.

3.4 Nicleo e imagem

Nas secgoes anteriores vimos as propriedades das transformagoes lineares enquanto fungoes que
respeitam a estrutura de espaco vectorial existente nos conjuntos em que sao aplicadas. Nesta
seccao vamos estudar outro tipo de propriedades relacionadas com a linearidade: subespagos
dos conjuntos de partida e de chegada que estao associados a uma transformacao linear.
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3.4.1 Nucleo

Qualquer espaco vectorial W tem um elemento Oy, elemento neutro da soma, que é um ele-
mento especial do ponto de vista da estrutura linear de W. Dada uma transformacao linear
T :V — W, o conjunto dos elementos de V' que sao mapeados em Oy, é um subconjunto im-
portante de V' — relacionado, como veremos, com a solu¢ao do sistema homogéneo associado
a representacao matricial de T', no caso em que V e W tém dimensao finita.

Definicao. Seja T : V' — W uma transformagao linear. O nicleo de T é o conjunto N(T') ou
Ker(7T') dos elementos v de V' tais que Tv = Oy .

Simbolicamente, podemos escrever
N(T)={veV|Tv=0y}.

A primeira observacao a fazer é que combinagoes lineares de vectores no ntcleo duma
transformacao linear T': V' — W geram vectores que ainda estao no ntcleo de T'. De facto, se
u e v sao vectores em N (T), entao Tu = Tv = Oy, donde

T(ou+ pv) = aTu+ Tv = aly + B0y = Oy .

Concluimos portanto que N (7) é um subespago vectorial de V. A dimenséo deste espaco
chamamos nulidade de T: nul(T) = dim N (7).

Vejamos dois casos muito simples. Se T': V' — W for a transformacao nula, definida por
Tv = Oy para qualquer v € V', entao automaticamente todos os vectores de V' estao no nucleo
de T, donde N(T') =V e nul(T') = dim(V'). Por outro lado, se T': V' — V for a transformagao
identidade Iy que aplica cada vector nele préprio, entao o tinico vector com imagem nula é o
préprio vector Oy, donde N (T) = {0y} e nul(T) = 0. Estes dois casos geram portanto como
nicleo os subespagos triviais do espago vectorial de partida V.

Em geral, a determinacao do nticleo duma transformacao linear implica perceber um pouco
do funcionamento da transformacao.

Exemplo.

1. Seja T : C'(R) — C°(R) a transformacao linear que transforma cada fungao na sua
derivada. Entao o nucleo de T sao as funcoes f tais que T'f = 0, ou seja, tais que f' = 0.
Dos resultados da Analise, sabemos que estas fungoes sao as fungoes constantes, que sao
precisamente os polinémios de grau zero. Ou seja: N (T) = Py e nul(T) = 1.

2. Seja T : P — P a transformacao linear que transforma cada polinémio na sua segunda
derivada. Entao o nicleo de T sao os polinémios p cuja segunda derivada p” é nula. Ora
se p” = 0 sabemos que p’ é constante, donde p é um polinémio de primeiro grau (ou seja,
p(x) = a + bx para determinadas constantes a e b). Entao N(T) = P, e nul(T') = 2.

3. Seja T : R? — R? a transformacao linear que transforma cada vector na sua projeccao
sobre a recta y = x. Entao o nicleo de T sao os vectores cuja projeccao ortogonal sobre
essa recta é a origem. Uma vez que a projeccao ortogonal dum ponto P sobre uma recta
R ¢é calculada (geometricamente) como a intersecgao de R com a recta perpendicular a
R que passa por P, concluimos que os pontos no niicleo de 7' sao os pontos sobre a recta
perpendicular a y = = que passa pela origem (ver Figura 3.7), ou seja, os pontos da recta
y = —xz. Entao N(T) = L({(1,-1)}) e nul(T") = 1.
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~.N(T) Ay y=X

y >

Figura 3.7: Nucleo da projecgao ortogonal sobre a recta y = x.

4. Analogamente, se T : R® — R3 for a transformacao linear que transforma cada vector
na sua projeccao ortogonal sobre o plano x + y + z = 0, o mesmo raciocinio permite
concluir que o ntcleo de T' é o conjunto dos vectores sobre a recta perpendicular a esse
plano que passa pela origem. Esta recta é a recta com vector director (1,1, 1), ou seja,

N(T) = L({(1,1,1)}) e nul(T) = 1.

Em geral, porém, a determinagao do nucleo reduz-se a resolugao dum sistema homogéneo
de equacoes lineares. O caso em que isto é mais 6bvio é o caso duma transformacgao matricial
T : R™ — R" definida por TU = Asnu. Por definicdo, o nucleo de T é o conjunto dos

vectores U tais que T = 0 , ou seja, tais que Au = 0; este conjunto é precisamente o ntcleo
da matriz A, tendo-se portanto a relagao

N(T) = N(4).

Veremos de seguida que esta situagao especifica é muito semelhante ao caso geral.

Exemplo. Seja T': P, — P, a transformacao linear definida por

T(p(x)) = p(z) + (1 +27) p'(2).

O nicleo de T é o conjunto dos polinémios p tais que Tp = 0. Uma vez que p tem grau 1,
podemos escrevé-lo na forma p(z) = a+bx; a condigao anterior transforma-se entao na seguinte.

T(p(z) =0 —p(z)+ (1+2°)p'(x) =0 —a+br+ (1+2°)b=0

a+b=0 _0
A+ b+br+brt=0—b=0 —>{Z:0
b=10 N

Logo se Tp = 0 é porque p = 0; entao N (T) = {0}.

Vejamos como podemos usar uma qualquer representacao matricial de 7" para obter este
mesmo resultado. Conforme vimos num exemplo anterior, a representacao de 1" em relacao as
bases canénicas B e C' de P; e P, é dada pela matriz

11
Tep=|0 11,
01
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tendo-se ainda a relagao
(T'p)c = Tep(p)s -

Ora o polinémio nulo tem todas as coordenadas nulas (em qualquer base), pelo que

11 0 a+b 0 a=0
—>01[G]IOH b :O—>{_
01 b=0
O raciocinio no final do exemplo anterior aplica-se em qualquer situagao. Concretamente,
seja T : V — W uma transformacao linear cuja representagao em relacao as bases B e C' de V'
e W, respectivamente, é Tog. Entao v € V pertence ao ntcleo de T precisamente quando se
verificam as seguintes condigoes.

veN(T) <= Tv =0y definigao de niicleo
< (Tv)c = (Ow)p
< Tep(v)p =0 definicao de representacao matricial
<~ (v)p € N (Tcp) defini¢ao de nucleo duma matriz

Concluimos entao que N (T) = N (Tep), donde, como consequéncia, nul(7T") = nul (T¢p),
identificando na primeira igualdade os vectores de V' com as suas coordenadas em relacao a
base B.

Exercicio 17. Considere as transformacoes lineares 17, T : R? — R? definidas por
Ti(z,y) = 2z —y, —8c+4dy) TDzy) =@+yz—y).

(a) Verifique se os vectores (0, 1), (1,—4), (1,2), (5,0) e (=2, —3) pertencem ao niicleo de cada
uma das transformacoes.

(b) Determine bases para N (11) e N (13).

Exercicio 18. Considere as transformacoes lineares 17,75 : P3 — P53 definidas por

Ti(p(z)) =p'(x)  Ta(p(x)) = (x + p"(z).

(a) Verifique se os vectores x* + 3z, 223 — 1, 2, 3z — 1 e 323 + 2z — 1 pertencem ao niicleo de
cada uma das transformacoes.

(b) Determine bases para N (11) e N (13).

Exercicio 19. Encontre o nicleo de cada uma das transformacoes lineares consideradas nos
Exercicios 7 e 8 recorrendo as suas representacoes matriciais.
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3.4.2 Imagem

Ao definirmos uma transformagao linear 7' : V' — W, os elementos do espago vectorial W
ficam divididos em duas categorias: aqueles que sao da forma Tw, para algum v € V, e os
restantes.

Definicao. Seja T : V' — W uma transformacao linear. Chama-se imagem ou contradominio
de T ao conjunto im(7") ou T(V') dos vectores de W que sao da forma T'v, para algum v € V.

Simbolicamente,
T(V)={weW|T(v) =w para algum v € V'}.

O termo contradominio é o termo usado de forma genérica para o conjunto de valores de
qualquer funcao. No contexto da Algebra Linear, é mais usual usar-se a designacao de imagem,
pelo que sera esta que adoptaremos daqui em diante.

Tal como sucedia com o nucleo, também a imagem de 7" é um espaco vectorial, agora
subespago de W. Para tal, vamos aplicar a linearidade de T" no sentido inverso ao habitual. Se
wy e we forem vectores de T'(V'), entdo por definigdo de imagem existem vectores v, e v, em V'
tais que Tv; = wy e Ty = wo. Tomando uma combinacao linear aw; 4+ Swsy destes vectores,
temos que

awy + fwe = a(Tvy) + B (Tvg) =T (awvy) + T (Bvg) = T (awvy + Pug)

donde aw; + Pw, é ainda um elemento da imagem de T

Concluimos entao que T'(V') é subespago linear de W e a dimensao deste espago chamamos
caracteristica de T car(T) = dim(7T'(V)).

Consideremos para comegar os dois casos muito simples de ha pouco. Para a transformagao
nula 7' : V — W, temos que Tv = Oy para qualquer v € V; entao o unico vector que é da
forma T'v para algum v é o vector nulo, donde T(V') = {Ow } e car(7) = 0. Por outro lado,
para a transformacao identidade Iw : W — W definida por Iww = w, temos que todos os
vectores sao imagem de algum vector (nomeadamente, sao imagem deles préprios), pelo que
T(W) =W e car(T) = dim(W). Estas duas transformagdes geram portanto como imagem os
subespagos triviais do espaco vectorial de chegada W.

Tal como antes, o cdlculo da imagem duma transformacao linear requer que se comece por
perceber o seu funcionamento. Voltemos a analisar as transformagoes lineares discutidas atras.

Exemplo.

1. Seja T : C'(R) — C°(R) a transformacao linear que transforma cada funcdo na sua
derivada. Sabemos da Analise Matematica que toda a funcao continua f tem uma
primitiva F tal que F’ = f, ou seja, TF = f. Entdo toda a funcao em C°(R) é a
derivada de alguma funcao, pelo que T (C! (R)) = C° (R) e car(T) = oo.

2. Seja T : P — P a transformacao linear que transforma cada polinémio na sua segunda
derivada. Novamente, para cada polinémio p conseguimos encontrar um outro polinémio
P cuja segunda derivada é p: basta primitivar p duas vezes. Assim, T (P) = P e
car(T) = co.

3. Nao é contudo verdade que, em geral, a imagem duma transformacao linear seja todo o
espaco de chegada. Seja T': R? — R? a transformacao linear que transforma cada vector
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na sua projeccao sobre a recta y = x. Entao qualquer vector de R? é transformado num
vector daquela recta, pelo que sé esses vectores é que podem estar na imagem de 7.

Reciprocamente, qualquer vector da forma (x,z) é a sua prépria imagem por T’; entao
T (R?*) = L({(1,1)}) e car(T) = 1 (ver Figura 3.7).

4. Analogamente, se T : R* — R? for a transformacao linear que transforma cada vector
na sua projeccao ortogonal sobre o plano x + y 4+ 2z = 0, o mesmo raciocinio permite
concluir que a imagem de T é precisamente esse plano. Para obter uma base desse
plano, precisamos de encontrar dois vectores linearmente independentes que satisfagam a
equacao r+y+z = 0. Tomando x = 1 e y = 0, obtemos o vector (1,0, —1); tomando z = 0
e y = —1, obtemos (0,1, —1). Entao T (R?*) = L({(1,0,-1),(0,1,—1)}) e car(T) = 2.

Mais uma vez, é possivel em muitas situacoes reduzir o calculo da imagem duma trans-
formacao linear 7" a um problema de calculo matricial sobre a representacao de 7. Con-
sideremos novamente o exemplo simples da transformacao matricial T : R — R™ com
TU = Apsnu. A imagem de T é o conjunto dos vectores que sao da forma A,,x,u = b
para algum 7; entao estamos precisamente a falar dos vectores o para os quais o sistema
Au = v é possivel.

Dos resultados do capitulo anterior, conclui-se que T (R™) = Col(A).

Podemos novamente fazer um raciocinio semelhante no caso geral, desde que T': V — W
seja uma transformagao linear entre espacos de dimensao finita. Sejam B e C bases de V e W
e Tep a matriz que representa 1" em relacao a essas bases; entao um vector w € W pertence a
T(V) se existir v € V tal que Tv = w, ou seja,

w € T(V) <= Tv = w para algum v definicao de imagem

<= (Tv)¢ = (w)¢ para algum v

<= Tep(v)p = (w)c para algum v definigdo de representagao matricial

<= Tep(v)p = (w)¢ é possivel

< (w)¢ € Col (Tep) Proposic¢ao 32
donde T (V) = Col (T¢p) e consequentemente car(T) = car (Tcp). Novamente, a primeira
igualdade deve ser entendida identificando agora os vectores de W com as suas coordenadas
na base C'.

Assim, em muitos casos a imagem duma transformacao pode ser calculada recorrendo aos
resultados sobre o espago das colunas duma matriz — embora esta forma nao seja necessaria-

mente a mais simples.
Vejamos mais um exemplo. Seja T : P| — P a transformacao linear definda por

T(p(x)) = p(x) + (1+2°) p'(x).

Para determinar directamente a imagem de 7', precisamos de determinar para que polinémios

p(z) € Py é que T(q(x)) = p(r) é uma equagao possivel. Sendo p(z) = ag + a1z + agz? e

q(x) = by + bz, temos que
T(q(2)) = p(x) — q(z) + (1 +2?) ¢(x) = p(z)
— by + byx + (1+:1c2) by = ap + a1z + asx?
bo + bl = Qap
—>b0+bl+b1$+b1x2:CL0+G1$+G2£L‘2—> b1:a1

b1:a2
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Para o sistema ser possivel temos que ter a; = ao, pelas duas tultimas equagoes, ficando os
valores de by e b; determinados pelo valor de ag e a; = as. Concluimos assim que

T(P) ={px) =as+az+axx® € P |a; =as} = {a+br+bz*|a,beR} .
Em particular, car(T) = 2.
Vejamos agora como poderiamos determinar a imagem de 7' a partir duma sua qualquer

representacao matricial. Vamos fazer o calculo usando a ja conhecida representacao de T' nas
bases candnicas de Py e P,. Fazendo (p(x))p = (ao, a1, az) e (q(z))p = (by, by), temos

T(q(x)) = p(x) — Ter(q(x))p = (p(z))c

_1 1 ap b0+b1 ao
bo
— 0 1 |:b :| = ai — by = a1
i 01 1 (05} bl a2
(b()—i‘bl = Qo
— b1:a1
b1:a2

\

donde retirariamos as mesmas conclusoes que atras.

Exercicio 20. Considere as transformacoes lineares 17, T, : R? — R? definidas por
Ti(z,y) =2z —y, -8v+4y) Dy =@@+tyz—y).

(a) Verifique se os vectores (5,10), (3,2), (1,1), (4,0), (1,—4) e (—1, —2) pertencem a imagem
de cada uma das transformacoes.

(b) Determine bases para im (7}) e im (73).

Exercicio 21. Considere as transformacoes lineares 11,7, : P; — P3 definidas por

Ti(p(x)) =p'(x)  T(p()) = (z+ p'(z).

(a) Verifique se os vectores 3z° + x, 2% — 2x + 1, 0, 42 + 4 e 2x + 3 pertencem & imagem de
cada uma das transformagoes.

(b) Determine bases para im (77) e im (73).

Exercicio 22. FEncontre a imagem de cada uma das transformagoes lineares consideradas
nos Exercicios 7 e 8 recorrendo as suas representagoes matriciais.
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3.4.3 Teorema da dimensao

Do teorema da dimensdo para matrizes, obtemos a relagao nul(7") + car(7’) = dim(V) para
qualquer transformacao linear T': V' — W com V e W espacos vectoriais de dimensao finita.

Na verdade, pode-se mostrar em geral que essa relacao é valida mesmo para espacos de
dimensao infinita (convencionando, como habitualmente, co +n = n + 0o = 00 + 00 = 00).
Tem-se assim o seguinte resultado.

Teorema 8 (Teorema da Dimensao). Seja T': V' — W uma transformagao linear. Entao
nul(7") + car(7) = dim(V).

Como consequéncia, temos varias maneiras de calcular a nulidade e caracteristica de uma
transformacao linear:

calcular o ntcleo e a imagem de T pela definicao e determinar a sua dimensao;

determinar a nulidade e a caracteristica de uma representagao matricial de T', T, com B
base de V' e C base de W;

sabendo a caracteristica, aplicar o Teorema da Dimensao para obter a nulidade;

sabendo a nulidade, aplicar o Teorema da Dimensao para obter a caracteristica.

O Teorema da Dimensao para transformagcoes lineares tem muitas consequéncias impor-
tantes. Uma delas é a relacao

car(T) < dim(V),

que nos indica que a imagem de T" é um espago vectorial com dimensao no méaximo igual a
de V. Repare-se que ja podiamos ter deduzido esta propriedade — uma vez que T preserva
combinagdes lineares, a imagem de qualquer base de V' é um conjunto gerador de 7'(V') — mas
temos agora uma forma sintética e expedita de a mostrar.

Por outro lado, conhecer este resultado permite-nos resolver varios problemas de formas
mais simples do que as técnicas apresentadas acima. Suponhamos, por exemplo, que pretende-
mos determinar uma base para a imagem duma transformacao 7' : R? — R3 cujo nticleo tem
dimensao 1. Pelo Teorema da Dimensao, a imagem de 7" também tem dimensao 1, pelo que é
gerada por um tnico vector. Por regra, é muito mais simples procurar um vector em 7' (R?)
(qualquer vector serve) do que determinar o espago das colunas duma matriz que represente 7.
Em particular, basta calcular 7'(0,1) e, se este for o vector nulo, calcular T'(1,0) (que ja nao

podera ser 0 ).

Exercicio 23. Para cada uma das seguintes transformacoes lineares, indica-se a sua carac-
teristica. Determine a nulidade de cada uma delas.

(a) T:R* — R? com car(T) = 3 (¢c) T: Py, — Py com car(T) =1

(b) T : P, — R3 com car(T) = 2 (d) T : Py — Msyx3 com car(T) = 2
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Exercicio 24. Para cada uma das seguintes transformagoes lineares, indica-se a sua nulidade.
Determine a caracteristica de cada uma delas.

(a) T : Mzyz — R5 com nul(T) = 2 (c) T : Ps — R? com nul(T) = 4

(b) T : Maxs — Masyo com nul(T) =0 (d) T : Myys — R* com nul(T) = 2

3.5 Invertibilidade

Tal como no contexto geral das fungoes, tem particular interesse saber quando é que uma trans-
formacao linear é invertivel. Por invertibilidade significa que podemos “desfazer” a aplicagao
de T, ou seja, a partir de T'v encontrar o vector argumento v.

Embora as transformacgoes nao invertiveis também tenham grande utilidade, ha um conjunto
de resultados que s6 se aplicam a transformacoes invertiveis. Uma das grandes vantagens é
podermos resolver de forma expedita equagoes da forma Tv = w por uma aplicacao directa da
transformacao inversa. Mais uma vez, ha aqui uma grande semelhanca entre esta situacao e a
resolucao de sistemas de equacoes lineares.

Se for possivel obter v a partir de T'v, para qualquer v, podemos pensar na regra operatéria
que corresponde a essa associacao. Assim, faz sentido a seguinte defini¢ao.

Definicao. Uma transformacao linear 7' : V' — W diz-se invertivel se existir uma aplicacao
S:T(V)— V satisfazendo as duas condigoes seguintes.

- (SoT)(v) =v para qualquer v € V.
- (T o S)(w) = w para qualquer w € T'(V).

Uma funcao S nestas condigoes diz-se uma inversa de T'.

Note-se que nao exigimos nada relativamente a S a nao ser que seja uma aplicacao. Veremos
dentro de pouco que na realidade S é sempre uma transformacao linear; antes, contudo, ha
algumas observacgoes importantes a fazer.

A inversa de T, quando existe, nao é uma aplicacao em W, mas apenas na imagem de 7.
Esta condicao nao é essencial, ja que podemos sempre reduzir o conjunto de chegada ao sub-
espaco apropriado; mas na pratica faz mais sentido aceitar esta definicao mais permissiva.
Considere-se por exemplo uma aplicacao T : R? — R?. A imagem de 7' é no méaximo um plano
(uma vez que R? tem dimensao 2 e a dimensao da imagem de T é necessariamente menor ou
igual a esse valor); contudo, no caso em que T (R?) ¢ um plano, faz todo o sentido dizer que T
é invertivel e falar da sua transformacao inversa, apesar de esta nao estar definida para todos
os vectores de R3.

Exemplo. Sejam T : R? — R? a transformacao linear definida por T'(z,y) = (x +y,z — y, 2x)
e S : W — R? a aplicagao tal que S(x,y,z2) = (z—;y, ””2;7"), onde W é o subespaco de R?
constituido pelos vectores (x,y, z) tais que z = = + y.

Vejamos que S é inversa de T. Em primeiro lugar, observe-se que W = T (R?): a imagem
de T é gerada por

{T'(1,0),7(0,1)} ={(1,1,2),(1,-1,0)}
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e estes vectores satisfazem a condicao z = x+y; por outro lado, o subespaco de R? dos vectores
que satisfazem esta condigao tem dimensdo 2, portanto W = T (R?).
Tomando um vector arbitrério (z,y) de R? temos que

(SoT)(z,y) = S(T(z,y) = S(z+y,z —y,2x)
_ ((x+y)+(x—y) (z+y) — (fv—y))
2

) 2 = (./L"y),

enquanto que, para um vector arbitrario (x,y,x + y) de W, temos que

(T o S)(z,y,x+y) =T(S(z,y,z+y)) :T(x;yx;y)

r+y T—Yy x+y rT—1Y T+y
( 5 Ty 52 ) (z,y,7+y)

Conclui-se portanto que S é inversa de T

Exercicio 25. Verifique que os pares de transformacoes abaixo sao inversas.

(a) T:R* = R?tal que T(z,y) = (2x+y,y —z) e S : R? = R? tal que S(z,y) = (&3¢, 2£2).

b) T : R* — R? tal que T'(x,y,2) = (x +y+z,2+y,x+2) eSS : R — R tal que

(b) q Y, y+za+y, q
S(z,y,z)=(y+z—z,0—z,x—y).

(c) T:R?* = R3tal que T'(z,y) = (z4y,2z,2y) e S : W = R*com W = {(£2,y,2) |y, z € R}
eS(x,y,z):(g,g).

(d) T : W — Pobcom W = {p € P; | p(0) = 0} tal que Tp = p' ¢ S : P, — P53 com
S(a+bx+ ca?) = av + La? + Sa.

(€) T : Myyy — Mays tal que TA= AT e S =T.

(f) T : Rg — Mj3y3 tal que T é a matriz diagonal que tem os elementos de o na diagonal
principal e S : D3,5 — R3 com Dsy3 0 espaco das matrizes diagonais de dimensao 3 x 3 e
SA = (a11, az, asz).

Em todos os exemplos e exercicios acima, a transformagao inversa de T' é ainda uma trans-
formacao linear. De facto, se S é inversa de T" : V. — W, entao S preserva combinagoes
lineares: tomando wy,wy € T(V') e dois reais «a e 3, existem elementos v; e v, em V' tais que
Tv; = wy e Tvyg = wy e tem-se

S (cwy 4+ Pws) = S (aTvy + BTvy) = S (T (avy + Susg))
= avy + fuy = aSw; + fSws .

Proposicao 53. Seja T : V' — W uma transformacao linear e S : T(V) — V uma inversa
de T'. Entao S é transformacao linear.

Tal como ja estamos habituados noutros contextos, a transformagao inversa, quando existe,
¢ unica. Mais, as condigoes da definicao de inversa sao na realidade demasiado fortes: basta
exigirmos que (S o T')(v) = v para todo o v para garantir que S é inversa de 7.
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Proposicao 54. Seja 7' : V' — W uma transformacao linear e S : (V) — V uma aplicagao
tal que (S oT)(v) = v para qualquer v € V. Entao S é a tinica aplicagao nessas condigoes e T’
¢é invertivel.

Demonstracao. Sejam T e S fungoes nas condicoes do enunciado e suponha-se que a funcao
S": T(V) — V satisfaz (S’ o T')(v) = v para qualquer v € V. Entao S'(Tv) = S(Tv) para
qualquer v € V, donde S’ é precisamente S.

Por outro lado, seja w € T'(V'). Vamos mostrar que necessariamente (7" o S)(w) = w. Por
definicao, w é Twv para algum v € V; tem-se entao

(ToS)(w)=T(Sw)=T(S(Tv)) =Tv=w,

donde S é inversa de 7. O

Este resultado justifica que se use uma notagao especial para a (tinica) inversa de T, quando
esta existe: esta funcao denota-se por 77 1.

Exercicio 26. Para cada uma das transformacoes lineares T' do Exercicio 25, quem é T~1?

H& varias formas de caracterizar transformacoes invertiveis, uma vez que varias das con-
sequéncias da invertibilidade sao de facto equivalentes a essa propriedade. Suponhamos por
agora que 7' : V' — W é uma transformacao linear.

Vejamos primeiro que se T for invertivel entao é injectiva, ou seja, transforma elementos
diferentes em imagens diferentes: se u # v entao Tu # Twv. Outra forma de escrever isto é
exigir que, se Tu = T, entdo u = v. Ora se existe uma funcao 7! que transforma Tv em v,
entao necessariamente este v é tnico (caso contrdrio T-! nio seria uma fungao). Logo T é
injectiva.

Reciprocamente, se T' for injectiva entao para cada w € T(V) existe um tnico elemento v
tal que Tw = w; a correspondéncia de Tv para v é funcional, pelo que define uma funcao 7!
que € trivialmente inversa de T

A injectividade de T pode ainda ser expressa em termos do seu ntcleo: T é injectiva
precisamente quando N (T') = {0y }. Observe-se que Oy € N (T) em qualquer situagao, pois T
¢ uma transformagao linear e portanto 7" (0y) = Oy .

Se T for injectiva, entao existe apenas um vector v tal que Tv = Oy; uma vez que Oy
satisfaz esta equacao, concluimos que é forcosamente o tinico vector no nticleo de 7.

Para a implicagao reciproca, vamos comegar por assumir que N'(T') = {0y } e vejamos que T'
é injectiva. Tomando u e v tais que Tu = T, temos que Tu—Tv = Oy; ora Tu—Tv = T(u—v),
pois T' é transformacao linear, donde (u —v) € N(T). Mas N(T) = {0y}, logo u — v = Oy,
donde u = v e portanto T' é injectiva.

Temos entao os seguintes resultados.

Proposicao 55. Seja T : V — W uma transformacao linear. Entao as seguintes afirmagoes
sao equivalentes.

- T é invertivel.
- T é injectiva.

- M(T) = {0y}
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No caso de V e W terem dimensao finita e bases B e C, respectivamente, a tltima pro-
priedade é ainda equivalente a nullxg = 0.
Pelo Teorema da Dimensao para transformagoes lineares, temos que

nul(7") + car(7) = dim(V).

Se T é invertivel, entao nul(7) = 0, donde car(T) = dim(V'). Uma vez que a caracteristica é a
dimensao da imagem de 7', temos o seguinte resultado.

Teorema 9. Seja T : V — W uma transformacao linear invertivel. Entao
dim(V) = dim(T'(V)) .

Este resultado, aliado a propriedades ja discutidas atras, é bastante til para caracterizar
a imagem duma transformagao linear. Se B é uma base de V', entdao T'(B) gera T'(V'); no caso
em que T ¢é invertivel e V' tem dimensao finita, 7'(B) é um conjunto com dim(V") elementos
que gera T'(V), logo, como dim(7'(V')) = dim(V'), T(B) é uma base de T'(V').

Outra consequéncia imediata é que se T : V. — W é tal que dim(W) < dim(V), entdo
necessariamente nul(7") > 0 e portanto 7" ndo pode ser invertivel.

Exemplo.

1. Seja T : R?* — R? uma transformagdo linear. Uma vez que dim (R?) = 3 < dim (R?) = 2,
a transformacao T nao pode ser invertivel.

2. Seja T : Moyo — R3. Uma vez que dim (Mayy) = 4 < dim (R?) = 3, a transformagao T'
nao pode ser invertivel.

3. Seja T': P; — P5. Uma vez que dim (P3) = 4 < dim (P,) = 3, a transformagao 7" nao
pode ser invertivel.

4. Seja T : P — Ps. Uma vez que dim (P) = oo < dim (Ps) = 6, a transformagao 7' nao
pode ser invertivel.

Observe-se que nestes casos nem precisamos de conhecer a expressao de 1" para determinar
a sua invertibilidade. Claro estd que se dim(V') < dim(W) néo podemos concluir nada sem
analisar a transformacao.

Exercicio 27. Sendo T : V — W uma transformacao linear, indique para quais das seguintes
combinagoes de V e W é que T' garantidamente nao ¢é invertivel.

(a) V=R, W=R (£) V = Mays, W = P,
(b) V =R3, W =R3 (g) V = Py, W = Mayo
() V=R W=R (h) V =Py, W =R?

(d) V=R W = M (i) V=F(R), W="Py
() V=R W = My () V =Py, W=F(R)
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O resultado seguinte também é bastante 1util para o mesmo tipo de aplicagao.

Proposicao 56. Sejam T : V — W uma transformacao linear invertivel, B uma base de V'
e C' uma base de T'(V'). Entao T¢op é invertivel e

(T_I)BC = (Ten) ™

Demonstracao. Se T ¢ invertivel, entdo dim(V) = car(7) = dim (Col (T¢:5)), donde Top
é uma matriz quadrada cujas colunas sao linearmente independentes; entdao det (Tecg) # 0,
donde T¢p € invertivel.

Entao a transformacao linear cuja representagao matricial em relacao as bases C' de T'(V') e
BdeVé (T(;B)_1 é uma inversa de T', ja que (TCB)_1 Tep = Laim(vy- Logo esta transformacao
é precisamente 7', donde (T~1) 5. = (Top) O

Obtemos entao outra forma de determinar se uma transformacao é invertivel: calcular o
determinante da sua representacao matricial. Vamos ver alguns exemplos destes diferentes
processos de resolucao aplicados a transformacoes lineares concretas.

Exemplo. Seja T : R? — R? a transformacao linear definida por
Para determinar se T' é invertivel, podemos proceder de diferentes maneiras.
1. T é invertivel se e 86 se o seu nucleo contém apenas o vector (0,0). Ora

r+y=0 _>{x:O

T(x,y)Z(O,O)—>($+y,$—y):(0»0)—>{ - _
r—y=20 Y=

donde T é invertivel.

2. Uma vez que dim (R?) = 2, sabemos que T ¢ invertivel se e s6 se car(T) = 2. Ora
T(1,0) = (1,1) e T(0,1) = (1,—1), que s@o vectores linearmente independentes. Logo
dim(7'(V)) = 2, donde T ¢é invertivel.

3. A representacao matricial de T em relacdo & base canénica B de R? é

1 1
TBB_|:1_1:|7

que tem determinante 2 # 0. Entao T é invertivel.
Para determinar a inversa de 7', também podemos utilizar diferentes métodos.

1. Por defini¢ao, a inversa de T' pega num vector (a,b) = T'(x,y) e devolve o vector original
(x,y). Temos portanto de resolver esta equagao para a e b genéricos.

T(x,y>=<a,b>H<x+y,x—y>=<a,b>ﬁ{“y:a
r—y=>o
. 1 1 a . 1 1 a N rty=a
1 =10 | lb—1L 0 —2|b—a —2y=b—a
rt+y=a x:“Ter
y =42 y =2
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Assim, T7'(a,b) = (%2, %52) ou, usando as varidveis usuais de R?,

- Tty r—y
Tl(x7y):< 2 Y 2 >'

. Em alternativa, podemos recorrer a representacao matricial de T' em relagao a base
, . . . - _ ) ~1
candnica. Pela proposicao acima, a representagao de 7! na mesma base é (Tg) ", ou

seja,
(T7") pp = (Top) ' = { 1 —11 }1:_% { j _11 ] - { —% ] |

A partir da representacao matricial de 7! podemos determinar a sua expressao. Das

colunas da matriz acima, obtemos 77%(1,0) = (1,1) e T771(0,1) = (3, —3), donde

NN |
N

T Yz, y) =T (x(1,0) + y(0,1)) = 2T1(1,0) + yT (0, 1)

11 n 1 1 Tty T—y
= _ — _ — — =
2'2) T\ 73 2 ' 9

Exemplo.

1. Seja T : R? — R3 a transformacao linear definida por
T(x,y) = 2 +y,z,x+y).

Vamos comegar por verificar que 7' é invertivel mostrando que N(T) = {(0,0)}.

T(z,y) =(0,0,0) — 2z +y,z,z+y) =(0,0,0) — ¢z =0

20 +y =0
{sz
—
r+y=0

y=0

Logo T ¢ invertivel, existindo portanto a sua inversa T-!' : T (R?*) — R?. Como
dim (T (R?)) = dim (R?) = 2, a imagem de T ¢ um subespago préprio de R?; pode-
mos determind-lo explicitamente procurando directamente os vectores (a,b, ¢) de R? que
sao imagem de T'(z,y).

T(a,b) = (z,y,2) — (2a+b,a,a+b) = (z,y, 2)
(2a+b=2z 2 1]z
—rqa=y — |1 0]y | 21b—1
\CL—Fb:Z 1 1|z 2[3-[1
2 1 x 2 1 T
— | 0 —1|2y—2 — | 0 -1 20—
0 1 | 2z2—x | I3+ 0 0 |2x—2y—2z

Assim, o sistema é possivel apenas se 2r — 2y — 2z = 0 que é equivalente a z = = — y.
Temos portanto que

T(Rz) :{(x,y,z)€R3]z:w—y}:{(x,y,x—y)|x,y€R}.
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Para determinar a expressiao de T~!, temos de resolver a equagao T'(z,y) = (a,b,a — b).
T(x,y) = (a,b,a—b) — 2z +y,z,2+y) = (a,b,a —b)
2r+y=a y=a—2b
—sx=> —qxr=b
r+y=a-—>b b+ (a—2b)=a—b
Logo (x,y) = (b,a — 2b) = T~ (a,b,a — b) e, portanto, a expressao de T~ ¢
T x,y,x—y) = (y, 2 —2y) .

. Consideremos novamente a mesma transformacao linear 7" do exemplo anterior e vamos

resolver o mesmo problema recorrendo a sua representacao matricial.

Uma vez que T'(1,0) = (2,1,1) e T(0,1) = (1,0,1) e estes vectores sao linearmente in-
dependentes, concluimos que a imagem de T' tem dimensao 2, pelo que T é injectiva. A
representacao de T' em relagao & base canénica B de R? e a base C' = {(2,1,1),(1,0,1)}
de T (R?) ¢, trivialmente, a matriz identidade; temos entao que T~ também é represen-
tada pela matriz identidade em relagao as mesmas bases.

Para determinar a expressao geral de !, temos de resolver um problema de combinacoes
lineares. Um vector genérico (x,y, z) de T'(R?) é combinacao linear de (2,1,1) e (1,0, 1),
donde

(x,y,2) = c1(2,1,1) + ¢2(1,0,1) = (2¢1 + ¢2,¢1,¢1 + C2)

que é uma equacgao possivel se
200+ ==z 2+ (z—y)==x
(z,9,2) = 2c1 + ¢,c1,c0 +e2) — e =y — {1 =y
cL+c=z2 Co=2z—1Y
for um sistema possivel. A primeira equacao corresponde a y + z =z, ou z = — vy, e

portanto T (R?) é o conjunto dos vectores {(z,y,2) € R® | 2 = x — y}. Tomando um
vector nestas condigoes, temos que

T Yz, y,2) =T (c1(2,1,1) + ¢2(1,0,1)) = /T 52,1, 1) + 2T(1,0,1)
= 01(170) + 02(07 1) = (ClacQ) = (y7 2 y) = (y,x - 2y) :
Seja T : C' (R) — C°(R) a transformagao linear dada por T'f = f’. Vimos atrds que o

nucleo de T é

N(T)={f| f(x) é constante} .

Assim, o nucleo de T' contém varias funcoes para além da fun¢ao nula, donde T nao é
invertivel.

Exercicio 28. Considere novamente as transformacoes lineares do Exercicio 13.

(a) Indique para que valores de n é que T, é invertivel e calcule a expressao de T, 1.

(b) Verifique o resultado da alinea anterior recorrendo a representagdo matricial das trans-

formacoes em causa em relacao as bases candnicas dos espagcos envolvidos.

L. Cruz-Filipe e P. Engracia



3.6. VALORES E VECTORES PROPRIOS 229

3.6 Valores e vectores proprios

Nas secgoes anteriores, discutimos um conjunto de propriedades e espacos associados a trans-
formacoes lineares: estudamos operagoes algébricas com transformacoes lineares, discutimos
como determinar nicleo e imagem duma transformacao, e estuddamos transformagoes lineares
quanto a invertibilidade.

Uma das técnicas a que temos recorrido repetidamente, como forma sistematica de resolver
varios destes problemas usando técnicas muitas vezes mais simples, foi a representacao matricial
de transformacoes lineares. Reduzindo os problemas sobre transformacoes lineares a problemas
sobre matrizes, conseguimos aplicar métodos ja conhecidos (como o método de eliminacao de
Gauss) para responder de forma eficiente a todas essas questoes.

Dos exemplos que vimos, ¢ claro que a complexidade de trabalhar com a representacao
matricial depende da complexidade da prépria matriz. Em casos em que esta é mais simples,
a resposta as perguntas anteriores serd também mais simples. Por exemplo, se T tiver uma
representacao por uma matriz em escada de linhas, o calculo da sua caracteristica e a deter-
minacao da sua invertibilidade serao muito simples; se T' tiver uma representagao por uma
matriz diagonal, até a determinacao da sua inversa ¢ imediata. Nesta seccao vamos analisar
as transformacoes lineares que podem ser representadas por matrizes diagonais.

Comecgamos por notar que para a representacao de 7' : V' — W ser uma matriz diagonal é
necessario que dim(V') = dim(W). Nesta sec¢ado vamos mesmo ser mais restritivos, e considerar
apenas transformacoes cujo espaco de chegada coincide com o espaco de partida.

3.6.1 Subespacos invariantes

Vejamos um exemplo que ilustra como a escolha de base pode condicionar a resolucao do
problema. Consideremos a transformacao linear 7' : R — R? definida como a projeccao
ortogonal sobre o vector (2,1, —4); ou seja, TV = P, (V).

Escolhendo a base canénica B de R?, as imagens dos seus vectores sao

1,0,0)-(2,1,—4 4 2 8
( - ) ( - )(2’]ﬂ __4) = a1'a1’ o1
12,1, —4)]] 21’21 21

(0,1,0)- (2,1, —4) 2 1 4
TOL0N=Foas (01O =56 7 = &1 =9 = o ar ~an

OO0 Ll gy (-2 2410
12,1, —4)]] 210 2121

donde T' tem representagao matricial em relacao a esta base

T(1,0,0) = Py 4 ((1,0,0)) =

7(0,0,1) = P-4 ((0,0,1)) =

4 2 _s
%} 2& %ﬂ

T =| 31 31 —a1
B T I

21 21 21

Pensemos, porém em termos geométricos. Uma vez que estamos a fazer projeccoes ortogo-
nais sobre (2,1, —4), sabemos que todos multiplos deste vector ficam inalterados; ou seja,

T(2,1,-4) = (2,1,-4).
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Por outro lado, qualquer vector ortogonal a (2,1, —4) pertence ao nicleo de T’; ora (1, —2,0)
e (2,0,1) sao dois vectores ortogonais a (2,1, —4) que s@o linearmente independentes. Entao
C={(2,1,-4),(1,-2,0),(2,0,1)} é uma base de R? e temos

1
%
T(1,-2 = =
(T(1,~2.0)c = () = (0,0,0)
%
7(2,0,1))c = =
(T(2,0,1))0 = () = (0.0,0)
donde
1 00
Tecc=10 0 O
000

Daqui é imediato que car(T) = 1, que nul(T) = 2 e que T (R*) = L({(2,1,—4)}), por
exemplo. O facto de estarmos a utilizar uma base adequada permite-nos simplificar em muito
o estudo da transformacao linear T'.

Geometricamente, o espago gerado pelo vector (2,1, —4) tem uma propriedade interessante:
para qualquer vector v € L({(2,1,—4)}), tem-se que Tv € L({(2,1,—4)}), ou seja, o espago
L({(2,1,—4)}) é um espago que nao varia sob a transformagao 7.

Definigao. Seja T : V — V uma transformacao linear. Um subespaco S de V tal que Tv € S,
para qualquer v € S, diz-se um subespaco invariante de T.

No exemplo anterior, o espago S; = L({(2,1,—4)}) é um subespago invariante de T". Este
nao é o tnico subespaco de R?® com esta propriedade: Sy = { 0 ¢ e S3 = R?® também sao

subespagos invariantes (embora pouco interessantes) de 7. Outro subespaco invariante de 7" é
Sy = L({(2,1,-4),(2,0,1)}). De facto, se ¥ = ¢1(2,1, —4) + (2,0, 1), temos que

TV =T (c1(2,1,—4) + 2(2,0,1)) = (2,1, —=4) + ,7(2,0,1) = ¢,(2,1, —4) =, U

e portanto T ainda é combinacao linear daqueles dois vectores.

Outro subespaco invariante por T é S5 = L({(1,—2,0),(2,0,1)}). Aqui temos TU = K
para todo o vector que seja combinagao linear de (1, —2,0) e (2,0, 1), e como 0 é um elemento
de qualquer subespaco de R? concluimos que S5 é um subespaco invariante.

Os subespacos S7 e S5 tém uma outra propriedade que nao é partilhada por Sy, S5 e Sy:
a imagem de qualquer vector desses subespagos ¢ um miltiplo (tinico) desse vector. De facto,
temos que, para U € 9,

TV =T (c(2,1,—4)) = . T(2,1,—4) = ¢1(2,1,—4) =¥ =17,
enquanto que para v € S5 ja vimos que

T =0 =07.

Dizemos que estes espacos sao subespacos proprios de T. E esta propriedade que torna a
representacao matricial de 7" tao simples: conseguimos encontrar dois subespacos proprios que
conjuntamente geram R3, pelo que conseguimos encontrar vectores suficientes para formar uma
base em que a imagem de qualquer vector é um multiplo desse vector — o que, conforme um
pouco de reflexao mostra, corresponde a ter uma representacao matricial diagonal para T
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Vejamos outro exemplo. Seja T : R? — R? a transformacao linear definida por
T(x,y) = (2y,22).

Esta transformacao admite a mesma os subespagos invariantes triviais { 0 } e R2. Contudo,

h& outro subespaco invariante: o espaco S; dos vectores cujas coordenadas sao iguais; de facto,
estes vectores sao transformados em vectores de coordenadas iguais. Por outras palavras, se
Y = (z,2), entdo

TV =T(z,2) = (2z,22) =27 .

H& ainda outro subespaco invariante nao trivial de T: o espaco Sy constituido pelos vectores
cujas coordenadas sao simétricas. Neste caso, sendo ﬁ(x, —x) um tal vector, temos que

TV =T(z,—x) = (—2x,22) = =27 .

Uma vez que S; e Sy sdo espacos proprios, vamos escolher uma base de R? com vectores destes
espacos. Como a dimensao de R? é 2, basta escolher um vector em cada espaco, por exemplo
(1,1) e (1,—1). Seja B a base formada por estes vectores; entao

(T(1> 1))B = (2(17 1))B = (270) (T(L _1))3 = (_2(17 _1)) = (07 _2)7

2 0
Tsp = .
=5 5]
Neste caso, a representaciao matricial de T em relacdo & base candnica C' de R? era a matriz
0 2
Tt —
cc |: 20 :| )

pelo que nao ganhdmos muito em termos do calculo de nicleo, caracteristica ou imagem.
Contudo, inverter Tgp é directo, enquanto inverter T é menos imediato.

donde

Exercicio 29. Verifique que L({(1,0,1),(1,0,0)}) e L({(0,2,0)}) sao subespagos invariantes
da transformacao T : R®* — R? definida por

T(x,y,z) = (2x,y,22).

Exercicio 30. Determine se (1,2,3) pertence a um subespaco invariante da transformagao
T : R3 — R? definida por
T(x,y,z) = 2z +y,z2,2).

Exercicio 31. Determine os espagos proprios da transformacao T : Moy — Msyo definida
por TA = AT,
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3.6.2 Valores e vectores proprios

Vimos na seccao anterior que alguns subespacos préprios satisfazem a propriedade de Tv ser
um multiplo de v, para qualquer vector v nesses espacos. Também observamos nos exemplos
anteriores (e é simples mostrar que isto se verifica sempre) que quando tal sucede se tem mesmo
Tv = A\v para um valor fixo A\, inico para todos os vectores desse espaco.

Definigao. Sejam T : V — V uma transformacao linear, v € V um vector e A € R um real
tais que Tv = Av. O vector v diz-se um vector proprio de T' e o valor A diz-se um valor proprio
de V. Diz-se ainda que v é um vector préprio associado ao valor proprio .

A importancia dos valores e vectores préprios deve ser clara: se conseguirmos encontrar
uma base de vectores proprios de T" para o espaco linear V', entao a representacao matricial de
T em relacao a essa base é uma matriz diagonal e os valores na diagonal principal dessa matriz
sao precisamente os valores préoprios associados aos vectores proprios da base.

Exemplo.

1. No caso da transformacao T : R® — R3 que associa cada vector & sua projeccao ortogonal
sobre o vector (2,1,—4), temos que (2,1, —4) é um vector préprio de T associado ao
valor préprio 1, enquanto que (1,2,0) e (2,0,1) sdo vectores préprios de T' associados
ao valor proprio 0. A representacao matricial de T" em relagao a base formada por estes
trés vectores é precisamente a matriz diagonal contendo os valores préprios na diagonal
principal.

2. No caso da transformacao T : R? — R? definida por

T(z,y) = (2y,2z),

o vector (1, 1) é um vector préprio de T" associado ao valor préprio 2, enquanto que (1, —1)
é um vector préoprio de T associado ao valor préprio —2. A representacao matricial de T
em relacao a base formada por estes dois vectores é precisamente a matriz diagonal
contendo os valores préprios na diagonal principal.

Os resultados das seccoes anteriores ja nos permitem calcular um conjunto particular de
vectores préprios de qualquer transformagao. Por exemplo, se v € N (T), entao Tv = 0y = Ov,
donde v é um vector proprio associado ao valor préprio 0. Por outras palavras, o nicleo de T’
¢é sempre constituido pelos vectores préprios associados ao valor préprio 0.

Infelizmente, em geral esta informacao nao é muito util: a unica transformacao que admite
uma base de vectores proprios associados ao valor préprio 0 é a transformagao nula. Porém,
este resultado salienta um pormenor importante: o nicleo de T' é um subespago proprio de 7.
Em geral, temos o seguinte resultado.

Proposicao 57. Sejam T : V — V uma transformagao linear e A\ um valor préprio de 7.
O conjunto E) dos vectores proprios associados ao valor proprio A é um espaco linear que é
subespago préprio de T'.

Demonstracao. Claramente, se v € E) entao T'v = A\v pertence a qualquer espaco linear que
contenha v. Vejamos entao que E\ é um subespaco linear de V. Quaisquer dois elementos u e

L. Cruz-Filipe e P. Engracia



3.6. VALORES E VECTORES PROPRIOS 233

v em FE) sao vectores proprios de 1" associados ao valor préprio A, donde T'u = Au e Tv = \v.
Entao para quaisquer reais o e 3

T(au+ Pv) = aTu+ BTv = a(Au) + B(Av) = AMau + pv).

O

A dimensao do subespago proprio Ey chama-se multiplicidade geométrica de A\, denotada
por my ().

Exercicio 32. Qual a multiplicidade geométrica dos valores proprios dos exemplos anteriores?

Exercicio 33. Verifique se o vector (1,1, 1) é um vector préprio das seguintes transformagoes
lineares de R? para R3. Em caso afirmativo, qual é o valor préprio que lhe esté associado?

(a) T(x,y,2) = (x+y,y+2,2+2) (c) T(x,y,2) = 2z, y + z,4x + y + 2)

(b> T(I‘,y, Z) = (QI,O,y) (d) T(l’,y,Z) = (y - 21‘, 5T =Y — Z)

3.6.3 Polinomio caracteristico

As questoes que se colocam neste ponto sao duas.
- Como calcular todos os valores préprios de uma transformacao linear?
- Como calcular todos os vectores proprios associados a um valor proprio?

Nesta seccao vamos ver como responder a estas questoes de uma forma sistematica, a partir
da representacao matricial da transformagcao linear.

Consideremos uma transformacao linear 7' : V' — V onde V' é um espaco linear de dimensao
finita n. Sendo B e C bases de V' e Top a representagao matricial de T em relacao as bases B
e C, sabemos que

Tu=v<= Teg(u)p = (V).

Um vector préprio de T satisfaz a equagao
Tv = \v
e em termos de representacao matricial obtemos as seguintes equivaléncias.

T = <— TCB<U)B = )\(U)B g TC’B(U)B — )\(U)B =
<~ (TCB — )\In) (U)B =0 <= (U)B < N(TCB — )\In)

Descontando o caso trivial v = 0y, para que esta equagao tenha solugoes é necessario que
N (Tep — ML) seja nao trivial; entdao a matriz Top — Al é uma matriz singular, pelo que o seu
determinante ¢ nulo. Obtemos entao a seguinte caracterizagao dos valores e vectores proprios

de T.
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Proposicao 58. Sejam V' um espaco vectorial de dimensao finita n e T : V — V uma
transformacao linear cuja representacao matricial em relagdo a bases B e C' de V é Tgp.
Entao:

- A é um valor préprio de 7' se e 86 se det (Top — A\In) = 0;

- nessa situagao, Ex = N (Tep — AL,) = N (T — My ), onde Iy é a transformagao identi-
dade em V.

Definicao. A equacao det (T¢p — AI,) = 0 diz-se equacdo caracteristica de T e o polinémio
que resulta de expandir esta equacao caracteristica chama-se polinémio caracteristico de T,
denotado por pr(A) ou simplesmente p(A) quando a transformagao T for clara do contexto.

Chama-se multiplicidade aritmética do valor préprio g, denotada m, (Ag), ao expoente do
factor (A — \g) na factorizagdo do polinémio caracteristico p(A).

Uma vez que estes conceitos estao definidos para a representagao matricial de 7', podemos
proceder de forma inversa ao habitual e definir os conceitos andlogos para matrizes quadradas.

Definigao. Seja A uma matriz quadrada de dimensao n. Um vector U e R™ diz-se vector
proprio de A associado ao wvalor proprio X se Av = dv. O conjunto dos vectores préprios
associados a0 mesmo valor proprio A diz-se subespaco proprio de A associado a \; o polindmio
det (A — AlL,,) diz-se polindmio caracteristico de A.

Todas as propriedades que discutimos anteriormente para transformacoes lineares aplicam-
-se naturalmente aos conceitos analogos para matrizes. Em particular, os valores proprios de
uma matriz A determinam-se resolvendo a equacao

det (A — A,) = 0.

H& no entanto um pormenor importante: o conceito de valor e vector préprio é um conceito
geométrico que tem uma correspondéncia algébrica sobre matrizes. Porém, tratando-se de
propriedades da transformacao, mantém-se inalterados independentemente da base escolhida
para a sua representacao matricial. Ou seja, se A e B sao representacoes matriciais duma
mesma transformacao T em relacao a bases diferentes, entao os valores e vectores proprios de
A e B sao iguais (e iguais aos de T').

Exemplo.

1. Seja T : P, — P, a transformacao linear definida por Tp = p + p’. A representacao
matricial de T" em relacao a base candénica B de P, é a matriz

T 11
BB 011"
Assim, os valores préprios de T' s@o as solucoes da equacao caracteristica

11 10
det(TBB—/\Iz):0<:>det<{o 1:|—)\[O 1:|>:0

1—A 1
0 1—A

= 1-A=0<= =1

<:>det[ ]:0<:>(1—A)2:0
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sendo (1 — )2 é o polinémio caracteristico de T' (e da matriz Tpp). Logo T tem apenas
um valor préprio A = 1 com multiplicidade aritmética 2, m, (1) = 2, uma vez que o
factor (A — 1) ocorre com expoente 2 em p(\).

Vamos agora determinar os vectores préprios associados a A = 1. Para tal, temos de
determinar o nicleo da transformacao T'— A\Ip, = 7' —Ip,, ou seja, os polindmios p para
os quais (7' — Ip,) (p) = 0.
(T'=1Ip,) (p) =0<=Tp—Ip,p=0<«=p+p —p=0
—p=0<=p)=a
para algum a € R.
Logo o subespaco proprio associado ao valor préprio 1 é o espago que contém os polinémios

constantes, pelo que m, (1) = 1.

2. Vamos agora determinar os valores e vectores préprios da transformacao T : R? — R? com
T(x,y) = (2y,2x) acima discutida por via algébrica. A representacao de T relativamente
a base canénica B de R? ¢
/@B:{oz}
2 0

e o polinémio caracteristico desta matriz é

e 1)~ ([ 9 2] a1 0]) —ae [ 2]
=M —d=(\-2)(\+2)

donde obtemos os valores préprios 2 e —2, ambos com multiplicidade algébrica 1.

Para A = 2, o espago préprio é dado pelo niicleo de Ty — 215, ou seja, é o conjunto de
solucoes do seguinte sistema homogéneo.

-2 2 |0 —fo-
2 —2/0 =Y
O subespaco préprio £, é portanto o espago gerado pelo vector (1, 1), tendo-se my (2) = 1.

Para A = —2, o espago proprio ¢ dado pelo niucleo de Tsp + 212, ou seja, é o conjunto de
solugoes do seguinte sistema homogéneo.

2 210 R { B

2 20 =
O subespago préprio E_5 é portanto o espago gerado pelo vector (1, —1), tendo-se nova-
mente m, (—2) = 1.

Neste caso, o raciocinio algébrico é também bastante simples, nao havendo grande com-
plexidade na determinacgao dos valores e vectores proprios.

3. Voltemos finalmente a considerar a transformacao T : R® — R3 definida como a projeccao
ortogonal sobre o vector (2,1, —4) e vamos determinar os seus valores e vectores préprios
por via algébrica. Vimos ja que a representacao de T' em relacao a base candnica B de R?

é a matriz
4 2 _8
221 211 241
Tsp=| 31 31 —a1
e T B
21 21 21
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Vamos entao calcular os zeros de det (Tgp — Al3).

4 = = 1 00
21 21 21
det (Tpp — M3) = det Z L& - |=X| 010
8 4 16
T21 21 21 001
- 4 8
s A 3 Tap
= det 2 L= =
_8 4 16y
B 21 21 21
(4 1 4 2 4
= | = —)\) det|: 21 4 16 :| — _det|: 218 16 21 :|
21 =51 5 A 21 51 ﬁ—)\
8 21y
——det{ 2l 21, }
21 —3] a1

4 1 16 16 2 2 16 32
—(ﬁ”>((ﬁ”)(ﬁ”)‘m)‘ﬁ(ﬁ(ﬁ”)‘m
8 8 1 8
—ﬁ<—m+(ﬁ”>ﬁ)
4 , 17 4 64
_(ﬁ_A)(A_ﬁA%mHEA
=N+ A2=2(1-))

cujas raizes sao 0 (com multiplicidade aritmética 2) e 1 (com multiplicidade aritmética 1).

O espaco proprio associado ao valor préprio 0 é o niicleo de T', que corresponde ao nicleo

deTBB. Ora
4 2 8 21
L2 807 Ay 21 —4]0
% 2l —% 0| L—=2lp — |00 0|0 —2x=42z—y
RN 00 010

que é o espago gerado por {(1,-2,0),(2,0,1)}. Assim, temos que m, (0) = 2. Quanto
a0 espaco proprio associado ao valor préprio 1, é o nicleo de Tgp — I3, e temos

[ —17 2 8]0 -17 2 =810
— | 2 =20 —4|0 | 24,417, — | 0 =336 —84|0 | —gl
| -8 -4 5|0 | 8l —17l; 0 8 21 |0 | 4lz3+1
[ —17 2 —8]0
—172+2y —82=10 =2
— 0 4 10| — Ty —or SN Y
0 0 00 y+2=0 2= —dy

donde este espago é gerado pelo vector (2,1, —4) e portanto my, (1) = 1.

Observe-se que neste exemplo o raciocinio geométrico é francamente mais simples do que
a resolucao algébrica, devido a complexidade da matriz Tgpg.
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Exercicio 34. Para cada uma das seguintes matrizes, determine os seus valores proprios e
0s espacos proprios associados a cada valor proprio.

@ |10 4 01 4 2 -1
01 ) | 2 10 ) | -6 —4 3
—2 0 1 —6 —6 5

3.6.4 Diagonalizacao

Vamos agora usar os vectores e valores préprios para responder as questoes colocadas no inicio
deste estudo. Em particular, vamos ver como resolver o seguinte problema: se T': V — V ¢é
uma transformacao linear, serd que existe uma base de V' tal que a representagao matricial de
T nessa base é o mais simples possivel?

A representacao matricial mais simples possivel é claramente por uma matriz diagonal.

Definicao. Seja T : V' — V uma transformacao linear. Se existir uma base B de V para a
qual Tsp é uma matriz diagonal, a transformacao T diz-se diagonalizdvel.

Teorema 10. Uma transformagao 7' : V' — V ¢é diagonalizavel se existir uma base de V'
formada apenas por vectores préprios de T

Demonstracgao. Suponhamos que a matriz 1" é diagonalizavel. Entao existe uma base B de V'
tal que Tpp é uma matriz diagonal. Por definigdo de representacao matricial, (Tv)g = Trp(v)p
para qualquer vector v de V.

Em particular, esta relacao é vélida para os vectores da base B. Sendo B = {vy, va,...,v,},
o vector v; tem coordenadas (0,...,0,1,0,...,0), com a tnica entrada nao nula na posi¢ao i.
Entao Tgp (v;) g, € a coluna i de Tgp, que é da forma (0,...,0,a;,0,...,0) = a;v;. Portanto,
v; € um vector proprio de T' associado ao valor proprio a;. O

Por outras palavras: no caso em que uma transformagao 7' : V' — V, com dim(V') = n, é
diagonalizédvel, existe uma base B = {vy,vq,...,v,} constituida por vectores préprios na qual
a representacao matricial de T é a matriz diagonal

A (’01) 0 0

0 A (Uz) 0

Tpp = ) :
0 0 - A (o)

onde A (v;) é o valor préprio associado ao vector préprio v;.

J& tinhamos alids referido este resultado varias vezes em exemplos anteriores. A seguinte
propriedade, que nao demonstraremos, é muito util para mostrar que determinadas trans-
formacgoes nao sao diagonalizaveis.

Proposicao 59. Seja A um valor proprio de uma transformacao linear 7' : V' — V. Entao
1 <mgy(A) <mg(N).
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Exercicio 35. Seja A uma matriz 6 X 6 com polinémio caracteristico A\*(A — 1)(A — 2)3.
Determine os valores proprios de A e a multiplicidade associada a cada um. Quais as possiveis
dimensoes dos espagos proprios de A?

Observe-se que o polinémio caracteristico de T é sempre um polinémio de grau n, em que
n é a dimensao de V', pelo que a soma das multiplicidades aritméticas é sempre no maximo n
(pelo Teorema Fundamental da Algebra). Daqui temos duas consequéncias importantes.

- Se o polinémio caracteristico de 7" tem menos do que n raizes reais (contando com as
suas multiplicidades), entao 7" nao é diagonalizdvel.

- Se para algum valor préprio A de T se tiver m, (A) < m, (), entao T" nao é diagonalizdvel.

Em particular, se T tem exactamente n valores proprios, entao 1T' é diagonalizavel.

Por exemplo: na secgao anterior consideramos o exemplo da transformagao linear T : P, —
Py definida por Tp = p+ p’ e vimos que esta tinha apenas o valor préprio 1, com m, (1) =2 e
mg (1) = 1. Podemos entd@o concluir 7" nao é diagonalizével.

Exemplo.

1. Seja T : R? — R? a transformagao linear definida pela expressao T'(z,y) = (3z+y, —21).
A representacao de T' em relacdo a base canénica B de R? é a matriz

3 1
no-] % 0]

Para encontrar os valores préprios de T  temos de resolver a equacao det (Tpp — A\Iz) = 0.

3 1 10

3—X 1
@det{ 9 _)\]:0

= A3 - AN +2=0<= N -3\ +2=0<=A=1lour=2

Uma vez que a transformacao 7" tem dois valores préprios distintos, sabemos imediata-
mente que é diagonalizdvel, uma vez que dim (R?) = 2. Vamos agora determinar os
espacos proprios associados a cada um dos valores proprios.

O subespaco proprio F; corresponde ao nicleo de Tzp — Ala, ou seja, ao conjunto das
solucgoes do sistema homogéneo associado aquela matriz.

2 110 _)210_>{_2
2 1|0 | L+l 0 0/0 y=—at

Logo E; = L({(1,—2)}). Este espaco préprio tem dimensao 1, logo vamos escolher um
vector préprio associado a A = 1, por exemplo v; = (1, —2).
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Para determinar Fs, procedemos de forma andloga.

1 110 _)110_){_
2 200 | 20, +1, 0 0/[0 y=-7

Logo Ey = L({(1,—1)}). Este espago préprio tem dimensdo 1, logo vamos escolher um
vector préprio associado a A = 2, por exemplo vy = (1, —1).

Obtemos assim a seguinte base de R? formada por vectores préprios de 7.
C = {<1’ _2)’ (17 _1)}
A representagao matricial de 7" na base C' é a matriz
10
TCC - |: 0 2 :| )

ou seja, é a matriz diagonal que tem na diagonal principal os valores proprios de T', pela
ordem dos vectores a que estao associados na base C.

Exercicio 36. Para cada uma das seguintes transformacoes lineares, determine os seus valores
proprios, os espacos préprios associados a cada valor proprio e determine se a transformacao é
diagonalizavel e, em caso afirmativo, qual a base em que a transformacao é representada por
uma matriz diagonal.

(a) T: P?>— P? com T (az® +bx +¢) = (a — 2¢)2* + (b + 2¢)x + (a + 4c)
(b) T : Myys — Moy com T(A) =A+ AT

b -2 +
(C) TZM2><2_>M2><2C0mT(|:CCL d:|):|:—b—620 adC:|

Sejaagora T : V — V uma transformagao linear diagonalizavel cuja representagao matricial
em relagdo a uma base B (nao necessariamente de vectores préprios) é a matriz Tgp, e seja C
uma outra base de V tal que Toe é diagonal. Se Pog e Pgo = (P(;B)f1 forem as matrizes de
mudanca de base que permitem permutar coordenadas de B com coordenadas de C', tem-se a
relacao

Teo = PopTepPso = PesTsp (Pop) ™ .

Vamos usar esta relagao para definir conceitos analogos para matrizes.

Definicao. Duas matrizes quadradas A e B de dimensao n dizem-se semelhantes se existir
uma matriz P, também quadrada e de dimensao n, tal que

A=PBP™'.
Em particular, a matriz A diz-se diagonalizavel se for semelhante a uma matriz diagonal.

As matrizes semelhantes tém esse nome por partilharem uma série de propriedades, como
sejam o determinante, a nulidade ou a caracteristica. Transpondo para matrizes os resultados
acima expostos para transformacoes lineares, concluimos que uma matriz A de dimensao n é
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diagonalizavel quando existe uma base B = {v1,vs, ..., v,} de R" formada apenas por vectores
proprios de A. Nesse caso, tem-se

)\(Ul) 0 0 . . . -1

0 Avg) ... 0 - :
A= vy vy ... v, ) , _ i v Vg ... Uy

0 0 ... Awn)

onde A (v;) é o valor préprio associado ao vector préprio v;.

Exemplo. Reanalisemos os exemplos anteriores em termos de matrizes.

3 1
e
¢ uma matriz diagonalizdvel, j& que representa uma transformacao diagonalizdvel de R?
para R%. De facto, temos que A = PDP~! sendo D a representacio da mesma trans-

formacao em relacao a base de valores proprios e P a matriz de mudanca de base dessa
base para a base canénica de R2.

o-[32] r-[44]

Podemos verificar este facto:
-1 -1 -1 1 1 1 10 -1 -1
P = { 2 1 PDP = -2 -1 0 2 2 1

o et | I B I B

Exercicio 37. Determine se cada uma das matrizes dos Exercicios 34 e 36 é diagonalizavel
e, em caso afirmativo, indique qual a matriz diagonalizante.

1. A matriz

3.7 Exercicios e problemas

Definicao de transformacoes lineares

38. Para cada uma das seguintes transformacoes lineares definidas num espaco vectorial V|
calcule o valor pedido sabendo os valores nos pontos indicados.

(a) T:V —R3 (b)y T:V =V
T(u)=(1,-1,2) T(u)=3v+w
T(v) =(0,3,2) T(v) =2u
T(w)=(-3,1,2) T(w)=w
Qual o valor de 2u — 3v + 4w? Qual o valor de T'(2u — v — w)?
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(C) T:V — M3><2

1 2 1 0
Tw)=|1 —1|eTw=|-21
1 0 11

Qual o valor de T'(2u + v)?

39. Seja T : R? — P, uma transformacao tal que
T(1,0) =2°+ 2z +1 T(1,1)=2* -3z +3 T(2,3) = 22> — 10z + 8.
Justifique que T nao é uma transformacao linear.

40. Represente matricialmente as seguintes transformagoes lineares relativamente as bases
canodnicas dos espacos de partida e de chegada.

: R? = R3 com T'(x,y) = (x + 2y, —x,0)

:R? —» R? com T'(z,y) = (22 —y,2x + v, 3y)

(a) T

(b)
) T:R®— R com T(x,y,2) = (x —y,y — 2,0 — 2)
) T : Mayy — Moy com T(A) = AT

(c
(d

1 1 0 0
:M2X2—>M2X200mT(X) |:O O}X+X{1 1:|

(f) A M2><3 — M2><3 com T(A) = |: ; _11 :| A

(h) T: Py, — P, com T(p(z
(l) TP2—>P3COI'I1T( ()

p(2z + 1)

zp(r = 3)

41. Use as matrizes determinadas no Exercicio 40 para calcular os seguintes valores.

(g)TiM2xz—>P2comT<[ D_mz_d
) =
) =

(a) T(2 — 3z + 42?), com a transformacio T definida no Exercicio (40h)
(b) T(1+ x + z?%), com a transformagao T definida no Exercicio (40h)
(c) T(2 — 3z + 42?), com a transformacao T definida no Exercicio (40i)
(d) T(1+ z + z?), com a transformagio T definida no Exercicio (40i)

42. Represente matricialmente as transformagoes lineares do Exercicio 40 relativamente as
bases B e (' apresentadas para os espacos de partida e chegada.

(a) B = {(173)7( )}GC:{(l,l,l
(b) B=A{(2,1),(-1,1)} e C' ={(1,0,0
(C) B =C={(1,0, (O,l,l),(l,l,O)}

oo {13 A1)
wome={[3 2] [T 1)

,(2,2,0),(3,0,0)}

)
):(0,1,0),(0,0,1)}
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(g)Bz{H 8},“ H“ H“ H}ecz{xuxﬂ,xﬂ@}

(h) B={2z+3, 22— 1L,z +2*> -2} e C = {1,z,2°}

(i) B={1l,z,2*} e C = {23, 2% x,1}

43. Para cada uma das alineas seguintes, seja T a transformacao linear representada pela
matriz apresentada em relacao as bases indicadas. Escreva a expressao matricial de T'
em relacao as bases candnicas dos espagos envolvidos.

(a) B={(13),(=1,4)}
1 3

TBB:_—Q 5

(b) B = {3z + 322 —1+ 3z + 22% 3+ Tx + 227}

1 3 -1
Tss=|2 0 5
|6 —2 4
(¢) B={(0,1,1,1),(2,1,—1,—1),(1,4,—-1,2),(6,9,4,2)}
C =1{(0,8,8),(-17,8,1), ( 6,9,1)}
3 210
Tep=| 1 6 21
-3 0 71

44. Seja V um espago vectorial com base B = {v;,vs,v3,v4} e T uma transformagcao linear
tal que

T(v1) = vy T(vy) = vs T(vs) = vy T(vy) = vy .

Determine a matriz Tgg.

45. Para cada uma das alineas seguintes, escreva as matrizes de mudanca de base das bases
B e (' indicadas relativamente a base canénica. Usando essas matrizes, escreva a matriz
Tep que representa a transformacao linear T indicada em relacao a essas bases.

(a) B={(1,1),(2,1)} (¢) B = {6+ 3,10 + 2z}
¢ =A{(0,1), (1, 1)} C ={2,3+ 22}

T:R? — R? T:P,— P,
T(x,y) = (3z,2y) T(p(z)) = p(x +1)

(b) B=1{(2,2),(4,-1)} (d) B={(1,-1),(1,1)}
C={(1,3),(~1,-1)} C ={(1,1,1),(1,1,0), (1,0,0)}
T:R? — R? T:R? — R?

T(z,y) = (x + Ty, 3z — 4y) T(x,y) = (v —y.z—y o — 3y
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Operacoes algébricas

46. Considere as seguintes transformagoes lineares.

T, :R?2 5 R3 Ty: P, — Py
Ti(z,y) = (22 —y,2x + y,3y) Ty(p(z)) = p(2x + 1)
TQZR3—>R2 T5 . P, — P
Ty(w,y,2) = (2 — 2z, 3y — 2z) Ts(p(z)) = zp(x — 3)
T3ZR3—>R3 Te: P — P
Ts(z,y,2) = (x —y,y — 2, @ — 2) Ts(p(x)) = 2°p/(x)

(a) Indique para que valores de n e m é que T,, + T, estd definida e calcule a sua
expressao.

(b) Indique para que valores de n e m é que T, o T, estd definida e calcule a sua
expressao.

(c) Indique para que valores de n é que T}, é invertivel e calcule a expressao de T, L.

(d) Verifique os resultados obtidos nas alineas anteriores recorrendo & representagao
matricial das transformagcoes em causa.

Nucleo, imagem e invertibilidade
47. Considere a transformacao linear T : R? — R? definida por
T(z,y) = (3x — 2y,0) .
(a) Verifique se os vectores (0, 1), (1,—4), (1,2), (5,0) e (—2, —3) pertencem ao nicleo
de T

(b) Determine uma base para N(7T').

(c) Verifique se os vectores (5,10), (3,2), (1,1), (4,0) e (—1,—2) pertencem a imagem
de T

(d) Determine uma base para im(7T).
48. Considere a transformacao linear T : R* — R? definida por
T(x,y,z,w) = (4r +y — 2z — 3w,2x + y + z — 4w, 6z — 92 — Jw) .
(a) Verifique se os vectores (3,—8,2,0), (0,0,0,1) e (0,—4,1,0) pertencem ao nicleo
da transformacao.

(b) Determine uma base para N(7T').

(c) Verifique se os vectores (0,0,6), (1,3,0) e (2,4,1) pertencem & imagem da trans-
formacao.

(d) Determine uma base para im(7T).
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49. Considere a transformacao linear T : P; — P; definida por
T(p(z)) = p(2x + 1) + 2p'(x).
(a) Verifique se os vectores x* + 3z, 223 — 1, 2, 3z — 1 e 32° + 2z — 1 pertencem ao
nucleo de T
(b) Determine uma base para N(T).

(c) Verifique se os vectores 3z3 + z, 2° — 2z + 1, 0, 42 e 2z + 3 pertencem a imagem de
cada uma das transformacgoes.

(d) Determine uma base para im(7).
50. Considere as transformacoes lineares 17, Ts, T3 definidas num espago vectorial arbitrario V'

por

Ti(v) =3v  Ty(v) = T5(v) =0.

wl e

Determine o nicleo e a imagem de cada uma das transformacoes.
51. Recorrendo as representagoes matriciais determinadas no Exercicio 40, encontre o nticleo
e a imagem de cada uma das transformacoes lineares consideradas.
Valores e vectores préprios

52. Verifique se o vector (1,1,1) é um vector préprio das seguintes transformacoes lineares
de R? para R?. Em caso afirmativo, qual é o valor préprio que lhe estd associado?

(a) T(Q},y,Z) = (O,l’—y,QZ - _y) <C> T(l’,y,Z) = (3$+y,$+3271’+y+2>
(b) T(z,y,2) = (z,2z,2 +y) (d) T(z,y,2) = Be+y, 2+ 32,2+ y+22)
53. Para cada uma das seguintes matrizes, determine os seus valores préprios, os espagos

proprios associados a cada valor préprio e determine se a matriz é diagonalizavel e, em
caso afirmativo, qual a matriz diagonalizante.

(a) (3 0 © 10 —9 -2 0 00
8 1 4 2 © 5 -2 0 0
00 2 0 0 0 31
(b) 10 1 0 (5 6 2 0 0 13
01 -2 0 d |0 -1 -8
(00 0 1 10 2
Problemas

54. Considere a matriz seguinte.
1 2 «
=152 ]
Encontre uma combinacao de valores de o e 3 tal que:

(a) a caracteristica de A é 1;

(b) a dimensdo do espago das colunas de A é 2;
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(c) A é a representagao em relacio as bases candnicas de R3 e R? da transformagao
linear 1" tal que

T(1,0,0) = (1,3) T(0,1,0) = (2,2) 7(0,0,1) = (—1,1).
55. Dé exemplos, justificando, de transformacoes lineares T : R? — R? tais que:
(a) T(1,0) = (0,1) e T(0,1) = (1,0);
(b) (2,2) é vector préprio de T
(c) —1 é valor préprio de T
56. Considere uma transformacao linear 7' : R? — R? tal que
T(1,1,1) =(2,2,2)  T(1,1,—-1) = (-1,-1,0)  T(1,0,0) = (0,0,—1).
(a)
(b) Calcule T'(2,2,0), 7(0,0,1), 7(0,1,0) e T'(5,3, —1).
()
(d
(e
(f
(8

Justifique que (1,1,1) é vector préprio de T' e indique o valor préprio associado.

Determine se (2,2,0) e (5,3, —1) pertencem ao nticleo de 7.
) Determine se (1,1,2) e (1,0,0) pertencem a imagem de 7.
) A transformacao T é invertivel?
) Determine a expressao de T'(z,y, z).
) Escreva a matriz de mudanca de base S que converte as coordenadas de vectores na
base {(1,1,1),(1,1,—1),(1,0,0)} para coordenadas canénicas.
(h) Escreva uma expressao para a matriz que representa a transformagao 7' na base

{(1,1,1),(1,1,-1),(1,0,0)}.

57. Considere uma transformacao linear 7' : R?* — R? tal que
T(1,0,0) = (0,0,1) T(1,1,0) = (0,2,2) T(1,1,1) = (3,3,3).

(a) Calcule T(0,1,0) e T7(0,0,1).

(b) Determine a expressao geral de T'(x,y, 2).

(c) Encontre a matriz que representa T' em relagao & base canénica de R3.

(d) Determine os valores préprios de T' e os espagos proprios que lhes estao associados.
e) Existe alguma base de R? em que T é representada por uma matriz diagonal?

)

(
(f
58. Considere a transformacao linear T : R?* — R? cuja representacao, relativamente as bases

canénicas {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} de R® e {(1,0),(0,1)} de R?, é dada pela seguinte

matriz.
1 1 1
01 =2

(a) Calcule T'(1,0,2), T'(—3,2,1) e T(3,1,0).

(b) Indique um vector no nicleo de T" e outro na imagem de 7.

A transformacao T é invertivel?

(c) Encontre uma base para a imagem de 7" e para o nicleo de 7.
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(d) Determine se z? — 3x + 1 pertence & imagem de 7.

(e) Determine a expressao geral de T'(x,y, z).

59. Seja S o subconjunto de R® gerado pelos vectores v = (1,1,1), v = (—=1,-1,2) e
v = (1,1,4). Considere a transformacao T : R® — R? que transforma cada vector o na

sua projecgao ortogonal sobre S. Observe que T(v) = Py (V) + Py (V)

(a) Mostre que T' é transformagao linear sabendo que a projecc¢ao ortogonal sobre um
vector é uma transformacao linear.

(b) Mostre que T'(z,y, z) pode ser calculado pela seguinte expressao.

rT+y—+z
T(x,y,z) = +(1,1,1)+

—r —y+ 2z

—-1,-1,2
6 ( Y ’)

(¢) Indique o nicleo e a imagem de T'. Note que o vector (2, —2,1) é perpendicular a S.

(d) Os valores préprios de T sao 0 e 1. Encontre os vectores préprios associados a cada
um destes vectores.

(e) Indique uma possivel representacao matricial de 7' numa base de vectores préprios.

60. Considere uma transformacao linear 7' : R® — R? cuja representaciao matricial em relacio
as bases canénicas de R3 e R? é dada por

10 2

2 1 -1
(a) Calcule T'(1,0,2) e T (2,-1,3).
(b) Determine a expressdo de T para qualquer vector (z,vy, z) de R3.
(c) Determine o ntcleo da transformacgao 7.
)

(d) A transformacao T ¢ injectiva? E invertivel?
61. Considere a transformacao linear T : R?* — R3 definida por
T(x,y,z) = (xr —y,2x — 2y, —5x + 2y — 62) .
(a) Encontre a matriz que representa 7" em relacao & base canénica de R3.
(b
(

)

) Indique uma base para a imagem de 7.
(c¢) Determine o ntcleo da transformacao 7.
)

)

d

(e) Existe alguma base de R® em que T ¢é representada por uma matriz diagonal?

Determine os valores proprios de T' e os espacos proprios que lhes estao associados.

62. Sejam S o plano de R? gerado pelos vectores (1,2,0) e (3,1,1) e T : R® — R3 a trans-
formacao linear que transforma cada vector de R? na sua projeccio ortogonal sobre S.

Determine a representacao matricial de 7" numa base de vectores préprios.

Sugestdo. Recorde que, dados dois vectores @ e ¥ de R3, o seu produto externo @ x v
é perpendicular quer a 0 quer a .
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63. Sejam V o subconjunto de P3 constituido pelos polinémios p de grau menor ou igual a 3
tais que p(z) = ax® +br +ce T :V — V a transformacao linear definida por

T(p(x)) = xp'(x).

(a) Verifique se ¢(x) = 3x — 2 pertence ao nicleo de T.
(b) Verifique se r(z) = 62% — x pertence & imagem de 7.

(c) Verifique que qualquer polinémio da forma p(x) = az é vector préprio de T' e calcule
o valor préprio que lhe esta associado.

(d) Determine a representacao matricial de 7" em relagao a base {1,z,23} de V.
(e) Determine a representagao matricial de T' em relagao a base B de V.
(f) Calcule as coordenadas de T (323 4+ 2z — 5) na base B.

64. Seja T : R?* — R3 a transformacao linear tal que
T(1,1,0) = (3,1,2) T(0,1,1) =(2,3,1) T(1,2,-1) = (5,0,1)
Determine o espago proprio associado ao valor proprio 3.
65. Considere a transformacao linear 7' : P; — P3 cuja representacao em relacao a base
{1,142, 1+z+2* 142 +2°+2°}

de P; é a matriz

2 2 1 0
2 0 5 =2
A= 0 2 -4 0
-2 0 -5 6

(a) Verifique se 2z + 62 + 1 pertence ao nicleo de T

(b) Determine a expressao geral de T (a + bx + cz? + da3).
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