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Introducao

Estes apontamentos foram escritos para servir de apoio a disciplina de Andlise Matematica I
dos cursos de licenciatura da Escola Superior Nautica Infante D. Henrique.

Para além da preocupacao de abordar todos os aspectos no programa da disciplina, foram
incluidos diversos parédgrafos destinados a desenvolver a intuicao a volta das varias questoes
que vao sendo discutidas. Os exemplos incluidos focam situacoes de aplicacao pratica em
diversas areas de interesse para os alunos, incluindo algums assuntos que serao desenvolvidos
posteriormente noutras disciplinas.

Teve-se ainda especial cuidado nas sec¢oes introdutérias por forma a garantir que o contetido
dos apontamentos é acessivel mesmo aos alunos com menor preparagao a Matematica. Assim,
revéem-se diversos conceitos que fazem parte dos programas do Ensino Secundario e que sao
relevantes para esta disciplina.

Paco d’Arcos, Setembro de 2010

Luis Cruz-Filipe e Patricia Engracia






Capitulo 1

Sucessoes e séries reais

O primeiro capitulo destes apontamentos é dedicado as sucessoes e séries de nimeros reais. A
inclusao deste topico num texto de Anélise Matematica deve-se nao s6 ao facto de sucessoes e
séries serem ferramentas de trabalho extremamente titeis no estudo de fungoes, mas também ao
seu interesse intrinseco em diversas outras areas de aplicagao, nomeadamente na Estatistica e na
area de métodos computacionais — nomeadamente a nivel da Andalise Numérica e da Simulagao
Computacional. Finalmente, o estudo de sucessoes e séries permite introduzir num contexto
mais simples vérios conceitos fundamentais da Analise Matematica, que serao posteriormente
generalizados ao contexto das fungoes reais de variavel real.

1.1 Sucessoes

1.1.1 Conceitos gerais

Uma sucessao de ntimeros reais é simplesmente uma sequéncia infinita de ntimeros. Tipica-
mente, usamos letras minusculas para designar sucessoes (u, v, w, e assim sucessivamente) e
referimo-nos ao n-ésimo termo da sucessao u como u,. Por exemplo, us designa o segundo
termo da sucessao u, enquanto wy se refere ao quarto termo da sucessao w.

Exemplo. As seguintes sequéncias sao exemplos de sucessoes reais.

1,2,3,4,5,6,7,. .. 1,4,9,16,25, 36,49, ...
0,1,0,1,0,1,0,1,... 3,3.1,3.14, 3.141, 3.1415, 3.14159, 3.141592, . ..
1,-2,1,-4,1,-6,1,-8, ...

Todas estas sucessoes tém uma regularidade bastante clara. A primeira é a sucessao dos
nimeros naturais; a segunda é a sucessao dos quadrados perfeitos; a terceira alterna os valores 0
e 1; a quarta é a sucessao das aproximacgoes decimais de 7; e a quinta alterna o valor 1 com os
nimeros pares negativos.

Contudo, nao é necessario que uma sucessao tenha qualquer regularidade. As seguintes
sucessoes também sao perfeitamente legitimas.

2,-5,0.2,19.2,24.1, —2, —0.001, 23.15, . ..
0.12,0.25,0.01,0.04,0.26, 0.69, 0.09, 0.99, 0.01, . . .
2 1 1

g, 5, 27 —ﬂ, 027, 3000, T, ...

127,222,254, 324, 431, 220, 291, 215, 433, . ..
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Este tipo de sucessoes corresponde muitas vezes a dados experimentais; por exemplo, a
ultima sucessao acima apresentada poderia corresponder ao niimero de automéveis que passam
uma cabine de portagem durante periodos consecutivos de 120 minutos.

Na maioria das situagoes que vamos considerar, estaremos interessados em sucessoes que
exibem um comportamento regular, a semelhanca do primeiro grupo do exemplo anterior.
Nestes casos, ha interesse em escrever a sucessao nao como a sequéncia dos seus elementos,
mas como uma regra que nos permite obter qualquer termo de forma sistematica.

Por exemplo, seja u a sucessao dos niimeros naturais.

u=1,2,3,4,56,7,...

Usando a notacao que referimos acima, podemos dizer que u; = 1, us = 2, uz = 3, e assim por
diante. Assim, o elemento que ocupa a posicao n naquela sequéncia é precisamente n — o que
podemos escrever como a regra u, = n. Esta expressao diz-se o termo geral desta sucessao.

A maneira de usar esta informacao é ver o simbolo n como um espago para inserir o valor
em que estamos interessados. Assim, se quisermos saber o termo 100 da sucessao, substituimos
n por 100 na relacao u, = n, obtendo ;oo = 100.

Exemplo.
1. Seja u a sucessao cujos termos sao
1,4,9,16, 25, 36,49, ...

O termo de ordem n de u é o n-ésimo quadrado perfeito, ou seja, é precisamente n?.
Entao, podemos definir esta sucessao pela expressao u, = n?.

2. Seja v a sucessao cujos termos sao
0,1,0,1,0,1,0,1,...

Esta sucessao alterna entre os valores 0 e 1, consoante o indice do termo é par ou impar;
ou seja, se n ¢ impar, entao v, = 0; se n é par, entao v, = 1. Podemos representar esta
condicao por meio da seguinte expressao.

0 n par
Up =
1 n impar

Para avaliar v,, temos de comecar por decidir em qual dos casos estamos, para depois
obter o valor correspondente.

3. Seja w a sucessao cujos termos sao

3,3.1,3.14,3.141, 3.1415, 3.14159, 3.141592, . . .

Esta sucessao contém aproximacoes de m com precisoes cada vez maiores. Nao é simples
escrever uma férmula que gere o termo w,,, mas podemos explicita-lo por palavras: w,, é
uma aproximacao de 7 com precisamente n algarismos significativos (ou seja, com (n—1)
casas decimais).

L. Cruz-Filipe e P. Engracia
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4. Seja u a sucessao cujos termos sao
1,-2,1,—-4,1,—6,1, -8, ...

Temos novamente uma alternancia entre os termos de ordem impar e os termos de ordem
par. Os primeiros sao sempre iguais a 1; ja os termos de ordem par tém os simétricos
dos nimeros pares. O segundo termo da sucessao vale —2; o quarto vale —4, e assim
sucessivamente. Podemos entao definir esta sucessao da seguinte forma.

1 n impar
Up =
—n n par

Exercicio 1. Determine o termo geral de cada uma das seguintes sucessoes.

(a) 0,0,0,0,0,0,0,... (f) 1,-1,1,-1,1,-1,1,...
(b) 1,3, 5, 1,5, 8 55--- (g) —1,1,-1,1,—-1,1,—1,...
(c) 1,2,4,8,16,32,64,128,.. (h) 3,6,9,12,15,18,21,...
(d) 1,-4,9,—16,25, —36,49, .. (i) 2,5,8,11,14,17,20, ...
(€ LU+ 5143+ 5 1+ 5 +5+ 0833355 &

Exercicio 2. Considere as sucessoes com o seguinte termo geral.

n n®>—n
w, = 3" —

n+1 2

u, = 1+n? Up =2 —

Determine os termos representados por cada uma das seguintes expressoes.

(a) us (b) v (c) uio (d) ws (e) vs (f) wy (2) w2 (h) wy

Exercicio 3. Dada a sucessao a, = 27::31, verifique que:
( 29 4 d SA-
a) ig ¢ um termo da sucessao;

(b) £ ndo ¢ termo da sucessao;

(c) todos os termos da sucessao estao entre %t e 2.

Consoante as aplicagoes, a numeracgao dos termos duma sucessao pode comegar em 0 ou
em 1; na realidade, ha mesmo situacoes em que é mais comodo comecar noutros valores,
como —1 ou 2. Veremos mais adiante que estas diferencas nao sao relevantes. Ao longo desta
seccao, comecaremos em geral por 1 para obter uma correspondéncia mais directa entre o indice

Apontamentos de Analise Matematica I
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dum termo e a sua posicao na sequeéncia; posteriormente, passaremos a trabalhar contando a
partir de 0.

Se retirarmos um nimero (finito ou infinito) de termos a uma sucessao, mantendo a ordem,
por forma a que o nimero de termos restante seja infinito, obtemos uma sua subsucessao.
Neste texto nao vamos insistir muito neste conceito, mas precisaremos dele mais adiante para
algumas aplicacoes concretas.

Uma sucessao diz-se monotona crescente se os seus termos vao tomando valores cada vez
maiores. Podemos definir esta propriedade de forma equivalente dizendo que uma sucessao u é
mondtona crescente se a diferenca w, 1 — u,, for positiva, para qualquer valor de n. Da mesma
forma, uma sucessao u diz-se mondtona decrescente se u,+1 —u, < 0 para qualquer valor de n.

Vimos ja bastantes exemplos de sucessoes crescentes. As sucessoes de termo geral n, n?,
1+ n? —% ou a sucessao das aproximacoes de 7w sao todas sucessoes monotonas crescentes.
Dispondo do termo geral, é normalmente simples verificar este facto de forma perfeitamente
rigorosa.

Exemplo.
1. Para a sucessao u,, = n, temos que u,+1 —u, = (n+1) —n=1>0.
2. Para a sucessao v, = n?, temos que

Vpi1 —Un=Mm+1)?=n>=n*+2n+1-n>=2n+1>0.

3. Para a sucessao w,, = 1 4+ n?, temos

W —wy = (14 (n+1)?) = (1+n%) =144+ 20+ - (1+7{7> =20+ 1.

4. Para a sucessao vy, = —%, temos
B 1 Iy n . n+1 1 -0
Yntt = = T n)  nn+1) nn+1) nln+1) '

Observe-se a forma de calcular u,;: na expressao de u, substituimos o simbolo n pela
expressao (n + 1). Recorde-se que u, se 1é “o termo de ordem n de u”; o simbolo n é apenas
um marcador para um nimero natural, que neste caso vamos preencher com o valor (n + 1).

A questao que se pode colocar nesta altura é a seguinte: qual é o interesse de verificar formal-
mente que uma sucessao é monotona? A resposta é geral para todas as areas da Matematica:
a vantagem de fazer uma deducgao formal, ou demonstragao, ¢ garantir com certeza total que
um facto se verifica. Muitas das aplicacoes da Matematica, mesmo de conceitos simples como
sucessoes, sao em areas em que nao pode haver qualquer risco de erro: controle de rotas (pilo-
tos automaticos), nomeadamente de voos; sistemas médicos (estilo pacemakers implantados);
construgao de pontes; e muitos outros. Quando se pretende garantir que um desses sistemas
esta correcto, nao basta olhar para ele e ter uma intuigao; é necessario verificar rigorosamente
que assim se passa.

Da mesma forma, é preciso ter cuidado com o comportamento de sucessoes, que pode nao
ser intuitivo. Consideremos a sucessao u de termo geral u,, = 10n— (%)n Os primeiros termos
desta sucessao sao aproximadamente os seguintes.

n ‘ 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10
un‘8.9 18.79 28.669 38.536 48.389 58.228 68.051 77.856 87.642 97.406

L. Cruz-Filipe e P. Engracia



1.1. SUCESSOES 5

Olhando para esta tabela, poderiamos ser tentados a concluir que a sucessao era mondétona
crescente. Porém, se tentarmos verificar este facto rigorosamente, descobrimos que a realidade

é outra.
—10ma ) — (B (1on - (BY
ol = Un = 2T 10 "~ 10
11 /11\" 11\" 1 /11\"
= 0—-—=1|=] - — ) =10— = (—=
07 +10 - 75 (10) 167 + (1o> 10 (10)
Pode verificar-se que este valor é positivo apenas se n < 48. De facto, tabelando uns valores

de u,, mais a frente, obtemos

n | 46 AT 48 49 50 51 52
un | 379.82 381.803 382.982 383.281 382.609 380.870 377.957

mostrando que a sucessao afinal nao é crescente. Pior: se calcularmos valores de wu,, para n um
pouco mais elevado verificamos que os valores nem sequer sao sempre positivos. Tem-se

Ugs ~ 27.317 Ugy ~ —27.951

e dai em diante a sucessao ¢ na realidade decrescente.

Outro facto que a primeira vista nao é de todo ébvio é que uma sucessao pode ser monétona
crescente (ou decrescente) sem tomar valores arbitrariamente grandes (ou pequenos). A su-
cessao das aproximacgoes de m é um bom exemplo: cada termo é maior que o anterior, mas
nenhum deles excede 7.

Exercicio 4. Verifique que as seguintes sucessoes sao monotonas crescentes.

— 2 _ 2 _ n
(a) u, =3n (b) w, =n*+2n (¢) v, =2n"—n (d) up =35
Exercicio 5. Verifique que as seguintes sucessoes sao monotonas decrescentes.
(@) u,=1-—n (b) u, = —n3+2 (c) w, = 7:‘;;22 (d) v, =1+ (1—1())“

Exercicio 6. Para cada uma das seguintes sucessoes, determine se se trata duma sucessao
monotona crescente, mondtona decrescente ou se nao é uma sucessao monotona.

(a) u, =3n -5 (b) u, =2—2n (c) u, =n?—4n (d) u,=1-2

Vamos agora explorar um pouco a ideia de enquadrar valores duma sucessao entre entre
determinados limites.

Definicao. Um numero real m diz-se um minorante da sucessao u se se tiver m < u,, para
qualquer n; um nimero M diz-se um majorante de u se se tiver u,, < M para qualquer n.

Uma sucessao diz-se minorada (ou majorada) se tiver algum minorante (ou majorante) e
diz-se limitada se for simultaneamente majorada e minorada.

Apontamentos de Analise Matematica I



6 CAPITULO 1. SUCESSOES E SERIES REAIS

Exemplo.

1. A sucessao dos niimeros naturais, de termo geral u,, = n, é uma sucessao que é minorada:
todos os seus valores sao positivos, logo 0 é um minorante de u. Este nao é o tunico
minorante de u: qualquer nimero negativo x satisfaz x < u,; por exemplo, —2 < u,, e
-5 < u, para qualquer n.

Em contrapartida, a sucessao u nao é majorada: dado qualquer niimero real M, podemos
sempre encontrar um numero natural maior do que M, logo M nao pode ser um majorante
de u. Entao a sucessao u é uma sucessao minorada que nao é majorada.

2. A sucessao v de termos —1,1, —1,1,—1,1,... tem termo geral v, = (—1)". Uma vez que
esta sucessao sé toma os valores —1 e 1, temos que —1, —4 e —16 (entre muitos outros)
s@o minorantes de v, enquanto que 1, 2 e 25 (e outros) sdo majorantes de v. A sucessdo v
é uma sucessao majorada e minorada, logo é uma sucessao limitada.

3. A sucessao w das aproximagoes decimais de m é outra sucessao que é limitada. Por um
lado, vimos ja que a sucessao € crescente, pelo que todos os seus valores sao maiores do
que 3. O nimero 3 é entao um minorante de w. Por outro lado, como w, < 7 para
qualquer n, temos que m ¢ um majorante de w.

4. A sucessao u de termo geral u,, = (—1)" X n é uma sucessao cujos primeiros termos sao
—1,2,-3,4,—5,6,—7,.... Esta sucessao nao é majorada nem minorada. De facto, os ter-
mos pares da sucessao u atingem valores maiores que qualquer nimero real, donde u nao
pode ter majorantes; e os seus termos impares atingem valores negativos arbitrariamente
grandes, pelo que a sucessao também nao pode ter minorantes.

~ ’ ’ . n , ~
5. A sucessao u de que falamos atras, definida por u,, = 10n — (%) , € uma sucessao que

¢ majorada mas nao minorada. De facto, vimos que u é crescente até ao termo tuyg,
sendo decrescente a partir dai; uma vez que uyy < 384, esse valor é um majorante da
sucessao. Para valores maiores de n, o termo u,, vai diminuindo de valor cada vez mais
rapidamente, pelo que a sucessao nao tem minorantes.

Existem algumas relagoes entre monotonia e majoracao ou minorac¢ao. Se uma sucessao
for mondtona crescente, por exemplo, significa que os seus termos estao ordenados por ordem
crescente, pelo que o primeiro é o menor de todos. Entao essa sucessao é minorada (pelo seu

,

primeiro termo). Um raciocinio andlogo para o caso em que a sucessao é decrescente permite
estabelecer o seguinte resultado.

Proposicao. Seja u uma sucessao.

- Se u é mondtona crescente, entao u é minorada.

- Se u é mondtona decrescente, entao u é majorada.

Note-se contudo que estas condigoes sao em geral demasiado fortes. A tltima sucessao
considerada no exemplo anterior mostra isto: tratava-se duma sucessao que era decrescente
a partir do 49° termo, mas nao deixava por isso de ser majorada. Assim, podemos reforcar
aquele resultado.

Proposicao. Seja u uma sucessao.

- Se existe um valor N tal que u,,; > u, para n > N, entao u é minorada.

- Se existe um valor N tal que u,,1 < u, para n > N, entao u é majorada.

L. Cruz-Filipe e P. Engracia



1.1. SUCESSOES 7

1.1.2 Progressoes aritméticas

H&a dois tipos de sucessoes que sao particularmente recorrentes em problemas praticos: as
progressoes aritméticas e as progressoes geométricas. Uma vez que esta apresentacao tem
caracter introdutério, nao pretendendo ser de forma alguma um estudo exaustivo de sucessoes,
vamos aproveitar estas duas familias de sucessoes para ilustrar os conceitos que ja desen-
volvemos acima. Cada um destes tipos de sucessao vai ser definido com base num problema
caracteristico que ilustra o tipo de situacoes em que estas sucessoes surgem na pratica.

Problema. Uma fabrica produz por dia duzentas unidades de um dado produto, que sao postas
a venda com uma margem de lucro (para a fabrica) de €10 por unidade. Se o investimento
inicial na maquinaria necessaria para o fabrico desse produto tiver sido de €400.000, ao fim
de quanto tempo é que a fabrica comeca a dar lucro?

Resolucao. Tal como esta formulado, este problema pode ser resolvido directamente. Porém,
modela-lo recorrendo a sucessoes permite desenvolver um formalismo que tornara possivel
responder facilmente a muitas outras questoes no mesmo contexto.

Comecemos por definir a sucessao u do nimero total de unidades produzidas pela fabrica.
Ao fim de n dias de producao, este valor é de u,, = 200n.

Podemos também considerar a sucessao r do lucro obtido com a venda das unidades pro-
duzidas, excluindo o investimento inicial. Uma vez que cada unidade contribui com um lucro
de €10, temos que r, = 10u,, = 2000n.

Finalmente, o lucro total [ corresponde ao lucro das vendas descontando o investimento
inicial; ou seja, l,, = r, — 400000 = 2000n — 400000.

A fabrica comeca a dar lucro quando [, > 0, o que corresponde a

2000n — 400000 > 0 <= 2000n > 400000 <= n > 200,

ou seja, ao fim de 200 dias.
As sucessoes u, 7 e | deste problema sao exemplos de progressoes aritméticas.
Definicao. Uma progressao aritmética é uma sucessao u tal que u, 1 — u, é constante.

E facil ver que o termo geral duma progressao aritmética u é sempre da forma ug + kn,
onde k é a diferenga (constante) entre um termo e o seguinte. De facto, para obter u,, a partir
de u; temos de somar (n—1) vezes o valor de k; se escrevermos u; = ug+ k, obtemos a féormula
apresentada atras.

Ha outras formas de apresentar uma progressao aritmética, nomeadamente recorrendo a
diferenca entre termos consecutivos. A féormula acima apresentada é especialmente 1til para
obter o termo geral. Por exemplo, se u for uma progressao aritmética com termo u; = 2 e
diferenca u, 1 —u, = 3, entao sabemos que u; = ug+ 3, donde ug = —1, e o termo geral de u é
u, = 3n—1. Muitas vezes, a diferenca é apresentada sob a forma de recorréncia: wu, 1 = u,+3,
neste caso.

Exercicio 7. Determine o termo geral de cada uma das seguintes progressoes aritméticas.

u1:2 U2:1 w():]_ y1:5

(a) (b) () (d)

un+1:un_2 Un+1:Un+5 wn+1:wn_1 yn+1_yn:7

Apontamentos de Analise Matematica I



8 CAPITULO 1. SUCESSOES E SERIES REAIS

Todas as progressoes aritméticas sao monotonas, sendo crescentes se & > 0 e decrescentes
se k < 0. Consoante a sua monotonia, sao minoradas e nao majoradas se k > 0, e majoradas
mas nao minoradas se k < 0.

Uma das caracteristicas particulares das progressoes aritméticas é o facto de ser extrema-
mente simples de somar termos consecutivos. Consideremos ainda o exemplo da sucessao
u, = 3n — 1 e suponhamos que queriamos calcular uz + uy + us + - -+ + uyg. Observe-se o
seguinte diagrama.

Uus Uy Us Ug <. Uis Uie U7 Uig

(3%6—1)+(3x15—1)=3x21—2

(3x5—1)+(3x16—1)=3x21—2

(3x4—1)+(3x17—1)=3x21-2

(3%3—1)+(3x18—1)=3%x21—2

Temos 8 somas, todas elas com o mesmo valor. O valor 8 corresponde a metade do niimero de
termos a somar (£2=3*1). Entao,

18-3+1

9 (U3 + ulg) .

U3+U4+U5+"'+U18:

Os indices 3 e 18 nao desempenham aqui qualquer papel especial: sdo o primeiro e ultimo

termos a somar. Assim, se pretendermos somar todos os termos de u de ordens entre a e b,
podemos fazé-lo aplicando a férmula

b b—a+1
ua+ua+1+ua+2+~--+ub:ZuizT(ua—i—ub).

O simbolo Y/ w;, lido somatdrio de u; com i desde a até b, é uma abreviatura para a

i=a
soma a esquerda: representa a soma de todos os termos da forma u;, com 7 substituido por
todos os valores entre a e b. A notacgao de somatério é uma abreviatura conveniente que é

7

de todo o interesse conhecer e saber utilizar; a variavel usada como indice dos somatorios é
tipicamente ¢, j ou k, mas ¢ possivel usar qualquer outra letra.

Exercicio 8. Calcule o valor das seguintes somas.

10 11 32

(a) Zuz com u, =n (b) Zvi comv, =3—-2n (c) Zwk com w, =T —5
i=1 i=5 k=8
100 5 15 57 25

(d) ) i () » 542  (f) ) 2455 (2) ) 3-2k (b)Y —k-3
i=9 =2 §=T7 k=3 i=4

L. Cruz-Filipe e P. Engracia



1.1. SUCESSOES 9

Exercicio 9. Um clube foi fundado com 25 sécios, tendo-se juntado posteriormente dez novos
socios a cada ano. Sendo a quotizacao anual de €5 por sécio, qual é o valor total da receita
de quotas do clube ao fim de 15 anos?

1.1.3 Progressoes geométricas

Outro tipo de sucessao que surge com extrema frequéncia é a progressao geométrica. Vejamos
um exemplo.

Problema. Um depdsito a prazo rende uma taxa de juro liquida de 3% ao ano. Para um
deposito inicial de €1000, qual o valor disponivel ao fim de cinco anos?

Resolugao. Se a taxa de juro liquida é de 3% ao ano, entao o valor v,, do depédsito no final do
ano n é obtido a partir do valor v,,_; no final do ano (n — 1) somando-lhe 3% do seu valor; ou
seja,

Uy =V —|—ifu = 1—1—i v
n — Un—1 100 n—1 — 100 n—1 -

O depésito inicial corresponde a um valor que podemos chamar vy. Temos entao que

e, em particular, vy = (1 + 13—0)5 x 1000 = €1.159,27.

Este tipo de sucessao, em que cada termo é obtido do anterior multiplicando por uma
constante, diz-se uma progressao geométrica. As progressoes geométricas tém muita aplicagao
na area financeira, uma vez que surgem naturalmente em problemas envolvendo calculo de juros
compostos, como o exemplo acima, na area da Biologia, devido a sua ligacao com modelos de
crescimento de populagoes, e em algoritmia.

Definigao. Uma progressio geométrica é uma sucessao u tal que a razao “2L é constante.
n
E facil ver que o termo geral duma progressao geométrica u é sempre da forma ugr™, onde r
¢ a razao (constante) entre cada termo e o anterior. Trata-se do raciocinio seguido no exemplo
acima: para obter u, a partir de ug temos de multiplicar n vezes por r.

Apontamentos de Analise Matematica I



10 CAPITULO 1. SUCESSOES E SERIES REAIS

A outra forma comum de apresentar uma progressao geométrica, que é muitas vezes a forma
natural de modelar problemas, é outra vez por recorréncia: dando o valor de ug e a relagao
Upi1 = Ty

Exercicio 10. Determine o termo geral de cada uma das seguintes progressoes geométricas.

U1:2 ’U2:1 w():l y1:5
(a) (b) , () (),
i1 = 20 i =% s = =ty et = -

O comportamento das progressoes geométricas é bastante mais variado do que o das
progressoes aritméticas, conforme os exemplos acima ilustram, e dependem do sinal e valor
absoluto da razao r e do sinal do valor inicial wuy.

Para perceber os diferentes comportamentos possiveis, € mais facil comegar por considerar
apenas o caso de progressoes geométricas com todos os termos positivos, ou seja, ug > 0
e r > 0. Neste caso, é simples perceber o que se passa: se r > 1, entao cada termo é maior que
o anterior e a sucessao ¢ monotona crescente, minorada por uy mas nao majorada; se r < 1,
a sucessao ¢ monotona decrescente, majorada por uy e minorada por 0 (uma vez que todos os
seus termos sao positivos). Ou seja, se r < 1, a sucessao ¢é limitada.

Se ug < 0 er > 0, todos os termos da sucessao sao negativos e os seus comportamentos
possiveis sao simétricos dos anteriores: para r > 1 a sucessao é majorada (por uy) mas nao
minorada; para r < 1 a sucessao ¢ minorada por uy e majorada por 0, uma vez que agora todos
0s seus termos sao negativos.

Quando a razao toma valores negativos, os termos da sucessao u vao alternando de sinal,
independentemente do sinal de ug. Se —1 < r < 0, os valores vao-se aproximando de 0, pelo
que a sucessao é limitada (ug e u; s80 um majorante e um minorante dos termos da sucessao,
de acordo com os seus sinais). Se r < —1, a sucessao toma valores cada vez maiores de sinal
alternado, pelo que nao é majorada nem minorada.

Excluimos da andlise acima trés casos. Se r = 1, a sucessao é constante. Se r = —1, a
sucessao alterna entre os valores ug e u; = —ug. Finalmente, se r = 0 a sucessao tem todos
os termos iguais a zero excluindo eventualmente o primeiro. Em todos os casos trata-se duma
sucessao limitada.

A Tabela 1.1 resume estes comportamentos.

r<-—1 —1<r<0 O<r<1 r>1
e > 0 né? mpnp’tona néo.mf)nétona de‘cre‘scente cr.escente
nao limitada limitada limitada minorada
o < 0 né? rqogétona néo.mf)nétona c'res'cente decrgscente
nao limitada limitada limitada majorada

Tabela 1.1: Possiveis comportamentos duma progressao geométrica, excluindo os casos limite
(r=-1,0,1).

Exercicio 11. Verifique que o comportamento das sucessoes do exercicio anterior esta de
acordo com a Tabela 1.1.

L. Cruz-Filipe e P. Engracia
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Tal como sucedia com as progressoes aritméticas, podemos determinar uma férmula para
somar termos consecutivos duma progressao geométrica. Aqui o raciocinio é um pouco dife-
rente; suponhamos que queremos somar os termos da progressao geométrica u, de razao r,
entre u, e u. Temos que

b
E Ui = Uq + Ugy1 + Ugq2 + Ugyz + - + Up
i=a

= upr® 4+ wr®™t 4wt 4 uprt 4. 4 ugr?

:uor“(1+r+r2+r3+---+rb’“)

donde s6 temos que determinar o valor da soma entre paréntesis na ultima expressao. Observe-
-se contudo que multiplicando esse valor por (1 — r) obtemos

(1—r7) (1—|—T+r2+r3+---+7“b_“)

= (1 +7‘+>%+>€+---+M) - (7‘ AR R T rb—““)

_ 1 o rb*CH*l

donde
1_,rb—a+1
(1+T+T2+7‘3+--~+rb_a):—
1—r

Entao a féormula de calculo para a soma de termos consecutivos uma progressao geométrica é

1— bea+1

b
E u,;:ua+ua+1+ua+2+ua+3+--~+ub:u07‘“1—.
—r

i=a

Note-se que ugr® = u, é o primeiro termo a somar e (b—a+ 1) é o nimero de termos a somar;
assim, esta formula surge muitas vezes como

1—r"
Ug————
1—r

onde n é o nimero de termos (consecutivos) a somar.

Exercicio 12. Calcule cada uma das seguintes somas directamente e recorrendo a férmula
acima apresentada. Verifique os resultados.

(@ Y2 mYsx(;)  ©XF (@ Y5 % (-2

k=1 =3

Exercicio 13. Conta-se que o inventor do xadrez pediu como recompensa ao seu soberano
uma quantidade de trigo calculada da seguinte forma: um grao pela primeira casa, dois graos
pela segunda, quatro pela terceira, oito pela quarta, e assim sucessivamente, sendo o niimero
de graos por cada casa o dobro do anterior.

(a) Escreva o termo geral da sucessao g, que indica o nimero de graos a pagar pela casa n do
tabuleiro.

Apontamentos de Analise Matematica I



12 CAPITULO 1. SUCESSOES E SERIES REAIS

(b) Escreva o termo geral da sucessao s, que indica o nimero de graos toal a pagar pelas
primeiras n casas do tabuleiro.

(c) Sabendo que 2! ~ 1000, qual a ordem de grandeza da recompensa pedida pelo inventor
do xadrez? Recorde que um tabuleiro de xadrez tem 64 casas.

Para terminar esta seccao, vamos ver um exemplo da vida real que aplica estes conceitos
duma forma que demonstra claramente a utilidade de trabalhar com progressoes geométricas.

Problema. Um casal pretende contrair um empréstimo de €150.000 a 30 anos para comprar
uma casa. Sendo a taxa de juro anual oferecida pelo banco de 1.8%, qual o valor da prestacao
mensal a pagar?

Resolugao. Vamos comecar por fixar alguma notagao. Designaremos por P o valor (desco-
nhecido) da prestagdo mensal a pagar ao banco, por J, o valor do juro a pagar no més n e
por D, a divida restante no final do més n.

Os dados do problema podem ser expressos em termos destas variaveis da seguinte forma.

- A divida inicial, que sabemos ser de €150.000, corresponde ao valor de Dy. Entao
Dy = 150.000.

- O empréstimo estara pago ao fim de 30 anos, ou seja, 360 meses. Entao Dsgp = 0.

- O juro a pagar ao final de cada meés é calculado dividindo a taxa de juro anual por 12
(obtendo-se uma taxa de juro mensal) e multiplicando pela divida no final do més anterior.

Entao J,41 = f—an, sendo t = 0.018 a taxa de juro anual.

- A divida no final do més n + 1 obtém-se a partir da divida no final do més anterior
somando o juro e subtraindo a prestacao; ou seja, D,,.1 = D,, + J,41 — P.

Podemos simplificar um pouco a expressao de D, 1.

t 12+ ¢
DTH-I:Dn+Jn+1_P:D”+ED”_P:1——2|—Dn_P-

A definicao de D,, tal como se apresenta nao corresponde a nenhum tipo de sucessao con-
hecido. Porém, vamos usar esta informacgao para raciocinar em sentido inverso. Reescrevendo
a ultima equacao, obtemos

12+ ¢ 12
Dyyj=—""D, —Pe=sD,=—""
+ 12 12 + ¢

Uma vez que D3gp = 0, podemos usar esta relacao para calcular os valores anteriores de D.

. . 12
Para simplificar, usaremos T' = 5%.

(Dn+1 +P) :

D30 = 0

D3so =T (Dsgo+ P) =T(0+ P)=TP

Dyss =T (Dysg+ P) =T(TP+P)=T°P+TP

Dssr =T (Dsss + P) =T (I°P+ TP+ P) =T°P+T°P+TP

Dssg =T (Dssz + P) =T (I°P+T°P+TP+P) =T'P+T°P+T°P+TP

Digo—p =T"P+T" 'P+ .-+ T*P+TP

L. Cruz-Filipe e P. Engracia
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Entao podemos escrever Dsgp_,, como a soma de n termos duma progressao geométrica de
razao 1T, a partir do termo inicial T'P.
1—-1m
1-T

Dseo—p =T'P

Uma vez que Dy = 150.000, podemos obter daqui o valor de P.

1 — T3 150.000 1-T
150.000 = Dy = D3go—360 = ' P———— P =
0 360360 17T — T 1 _ 7360

Sabendo T = #_QH ~ 0.998, obtemos P = €539.82.

A prestacao mensal a pagar sera portanto €539.82.
1.1.4 Operagoes aritméticas

As operacoes aritméticas sobre nimeros reais podem ser transferidas para operacoes sobre
sucessoes, definindo-as ponto a ponto. Por exemplo: dadas duas sucessoes u e v, podemos
somé-las, obtendo uma nova sucessao u + v tal que (u + v), = Uy, + V,.

Podemos proceder de forma semelhante para as restantes operacoes aritméticas, tendo
apenas de ter algum cuidado com os quocientes e poténcias.

- Soma de sucessoes: (u + v), = U, + vy

- Diferenca de sucessoes: (u —v), = u, — v,

- Produto de sucessoes: (uv),, = u,v,

- Quociente de sucessoes: (u/v), = 3* se v, # 0 para todo o n.

- Exponenciacao de sucessoes: (u”), = (u,)™ se u, > 0 para todo o n.

Para muitos dos resultados que vamos ver nas seccoes seguintes, ¢ 1til identificar estas
operagoes. Por exemplo: a sucessao w,, = 3n + 2" pode ser vista como a soma da progressao
aritmética v,, = 3n com a progressao geométrica w, = 2". Mais adiante a utilidade deste tipo
de raciocinio tornar-se-a clara.

Exercicio 14. Sejam u, = 3n + 2, v, = 2" e w,, = 5n?. Indique o termo geral das seguintes
sucessoes.

(a) u+v (c) uv () uv —w (g) u/w (i) Bu+v/w (k) wow

(b) u—w (d) vw (f) u+2w (h) v/2u (G) vw—uwv (1) uw/v

Exercicio 15. Escreva cada uma das seguintes sucessoes a custa de operagoes aritméticas a
partir de sucessoes mais simples.

(a) 2n* +n—1 (b) 5n(2n — 3) (c) a2 (d) (3n +1)22

n2+2n

Apontamentos de Analise Matematica I



14 CAPITULO 1. SUCESSOES E SERIES REAIS

1.2 Limites de sucessoes

1.2.1 Infinitamente grandes e infinitésimos

Em muitas situagoes, o objectivo de trabalhar com sucessoes nao passa tanto por calcular
os seus valores, mas sim em estudar o seu comportamento a medida que o argumento n au-
menta — aquilo a que normalmente se chama o seu comportamento assimptotico. Exemplos
de propriedades que caem nesta categoria sao, por exemplo, a existéncia de minorantes ou
majorantes: uma sucessao ser minorada ¢ uma propriedade global, de todos os seus termos,
e que nao depende dos valores iniciais da sucessao (vimos que se ela for crescente a partir de
alguma ordem entao é minorada, por exemplo, independentemente dos valores que tomar até
essa ordem).

Nesta seccao vamos discutir alguns tipos particulares de sucessoes que serao lteis para o
estudo mais geral que vamos fazer a seguir: os infinitamente grandes e os infinitésimos.

Definicao. Uma sucessao u diz-se um infinitamente grande positivo se para cada natural N
existe uma ordem a partir da qual u, > N.

Uma sucessao u diz-se um infinitamente grande negativo se para cada natural N existe uma
ordem a partir da qual u,, < —N.

Uma sucessao u diz-se um infinitamente grande em modulo se para cada natural N existe
uma ordem a partir da qual |u,| > N.

Por outras palavras, um infinitamente grande positivo é uma sucessao que cresce ilimitada-
mente e um infinitamente grande negativo é uma sucessao que decresce ilimitadamente. Um
infinitamente grande em maddulo é uma sucessao que, esquecendo o sinal dos seus termos, é
um infinitamente grande positivo.

Exemplo.

1. A sucessao u,, = n é um infinitamente grande positivo, ja que se tem u,, > N sempre que
n > N.

2. A sucessao v, = n — 2 também é um infinitamente grande positivo: para que v, > N
tem de se ter n — 2 > N, ou seja, n > N + 2.

3. A sucessdo w, = n? + 2n é outro infinitamente grande positivo. Uma vez que n? > n,
temos que para n > N se tem w, =n%+2n >n+2n>n > N.

4. A sucessao u, = —3n é um infinitamente grande negativo. Uma vez que 3n > n, temos
que, tomando n > N, se tem u, = —3n < —n < —N.
5. A sucessao v, = —5 + 3 ¢ outro infinitamente grande negativo: para ter v, < —N, basta

escolher n tal que —3 +3 < —N, o que equivale a —5 < —N —3 oun > 2N +6.

6. A sucessao w, = —2" é ainda um infinitamente grande negativo, ja que 2" > n para
n > 2; tem-se portanto w, = —2" < —n < —N sempre que n > N.
7. A sucessdo u, = (—2)" é um infinitamente grande em mdédulo, ja que |u,| = 2" é um

infinitamente grande.

E costume — e serd esta a notagao que usaremos sempre a partir da proxima secgao —
usar as seguintes notagoes para infinitamente grandes.

L. Cruz-Filipe e P. Engracia
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- Se u é um infinitamente grande positivo, escrevemos lim u = 400.
- Se u é um infinitamente grande negativo, escrevemos limu = —oo.

H4 varias formas de definir o simbolo lim (“limite”). No contexto das sucessoes, é particular-
mente simples ver o limite como uma abreviatura para os conceitos de infinitamente grande e
infinitésimo (que discutiremos abaixo), com a vantagem de ser um conceito muito mais concreto
que outras definigoes mais gerais. Observe-se que esta notacao nao se aplica a infinitamente
grandes em moédulo.

’

E simples ver que as seguintes relagoes se verificam sempre.

Proposigao. Seja v uma sucessao.
- Se u ¢ um infinitamente grande positivo, entao —u é um infinitamente grande negativo.
- Se u é um infinitamente grande negativo, entao —u ¢ um infinitamente grande positivo.
- Se w é um infinitamente grande em médulo, entao |u| é um infinitamente grande positivo.

- Se u é um infinitamente grande positivo ou negativo, entao u é um infinitamente grande
em modulo.

Recorrendo a notacao de limite, a primeira relagao afirma que se limu = +o0o0, entao
lim(—u) = —o0; podemos escrever isto de forma simbdlica como lim(—u) = —limu se definir-
mos —(+00) = —oo. A segunda regra gera uma regra semelhante, mas assumindo agora que
—(—00) = +o0.

E importante perceber que estas regras operatorias sao convengoes, uteis porque simplificam
grandemente o trabalho com limites; porém, é preciso ter sempre presente que os simbolos 400
e —oo nao denotam niimeros reais.

E facil ver que as progressoes aritméticas sao sempre infinitamente grandes, sendo positivos
se a diferenga k for positiva e negativos caso contrario. J& no caso das progressoes geométricas
temos trés possibilidades: se r > 1 e ug > 0, entdao a sucessao u é um infinitamente grande
positivo; se r > 1 e ug < 0, entdo u é um infinitamente grande negativo; e se r < —1 entao u
¢ um infinitamente grande em maédulo.

Quando |r| < 1, a sucessdo u ndo ¢ um infinitamente grande — antes pelo contrario, os
seus termos aproximam-se cada vez mais de 0. Estas sucessoes dizem-se infinitésimos.

Definicao. Uma sucessao u diz-se um infinitésimo positivo se para cada natural N existe uma
ordem a partir da qual 0 < u,, < %

Uma sucessao u diz-se um infinitésimo negativo se para cada natural N existe uma ordem
a partir da qual —% < u, < 0.

Uma sucessao u diz-se um infinitésimo se para cada natural N existe uma ordem a partir

da qual |u,| < +.

Para denotar que uma sucessao v é um infinitésimo, escreve-se limu = 0. Em contextos em
que é importante distinguir infinitésimos positivos e negativos, usamos as notagoes limu = 0"
e limwu = 07, respectivamente. E importante observar que a primeira notacao é de natureza
diferente das duas tltimas, jd que 0T e 0~ nao denotam ndmeros reais. A notacao limu = 0
tem um significado mais preciso que discutiremos adiante.

Tal como atras, estes conceitos relacionam-se entre si.
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Proposicao. Seja u uma sucessao.
- Se u é um infinitésimo positivo, entao —u é um infinitésimo negativo.
- Se u é um infinitésimo negativo, entao —u é um infinitésimo positivo.
- Se u é um infinitésimo, entao |u| é um infinitésimo positivo.
- Se u é um infinitésimo positivo ou negativo, entao v é um infinitésimo.

Em termos de limites, temos novamente a relacdo lim(—u) = —limu, se definirmos as
regras operatérias —0T =0~ e -0~ =07
Também podemos estabelecer relacoes directas entre infinitésimos e infinitamente grandes.

Proposigao. Seja u uma sucessao tal que u,, # 0 para todos os valores de n.

- Se u é um infinitamente grande positivo, entdo 1 é um infinitésimo positivo.

IS

- Se u é um infinitamente grande negativo, entdo + é um infinitésimo negativo.

S

- Se u é um infinitamente grande em modulo, entao % ¢ um infinitésimo.

- Se u é um infinitésimo positivo, entdo L é um infinitamente grande positivo.

S

- Se u é um infinitésimo negativo. entao = é um infinitamente grande negativo.
S finit tivo, entdo 1 finit t d t

IS

- Se u é um infinitésimo, entao % ¢ um infinitamente grande em maédulo.

Todas estas proposicoes devem ser vistas simplesmente como um resumo de propriedades
cuja validade deve ser clara. Perante uma sucessao concreta, deve-se analisar a mesma para
determinar se se trata dum infinitésimo ou dum infinitamente grande e nao procurar encontrar
um resultado que se aplique. A notacao com limites é neste caso sugestiva: lim (%) = 1

limw?
desde que aceitemos as relagoes seguintes.
1 1 n 1 _
— = +00 — = -0 — =0 — =0
0+ 0~ ~+00 —00
Mais interessante — e uma ferramenta mais poderosa — é a relacao dos infinitamente

grandes e infinitésimos com as operacoes aritméticas.

Comecemos pela soma. Se as sucessoes u e v forem ambas infinitamente grandes positivos,
entdo a sua soma (a partir de certa ordem) serd maior que qualquer delas, donde u + v é
um infinitamente grande positivo. De forma semelhante, se u e v forem infinitamente grandes
negativos, entao a sua soma também o é. Se u e v forem infinitésimos positivos, a sua soma
também é um infinitésimo positivo, enquanto se forem ambos infinitésimos negativos a sua
soma também o serd. Se w for um infinitamente grande (positivo ou negativo) e v for um
infinitésimo, a sua soma é ainda um infinitamente grande do mesmo tipo que u.

Exemplo.

1. A sucessdo u, = n? +n é um infinitamente grande positivo, pois ¢ a soma de dois
infinitamente grandes positivos.

2. J4 a sucessdao v, = —n? — n é um infinitamente grande negativo, pois é a soma de dois

infinitamente grandes negativos.
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3. A sucessao w,, = —3n + % ¢ um infinitamente grande negativo, ja que 3n é um infinita-
mente grande negativo e a soma com % nao altera este facto.

4. A sucessao y, = % + # é uma soma de infinitésimos positivos, logo também é um
infinitésimo positivo.

Quando u e v sao infinitésimos de sinais contrarios, a sua soma ainda é um infinitésimo,
mas nao podemos afirmar nada sobre o seu sinal a nao ser analisando-a directamente.

Exemplo.

1. A sucessdo u, = + — # é a soma do infinitésimo positivo % com o infinitésimo negativo
—n%; uma vez que % > n—12 para qualquer n, temos que u, > 0 e portanto u é um

infinitésimo positivo.

3

2. A sucessao v, = # — % também é a soma do infinitésimo positivo # com o infinitésimo

negativo —}1; uma vez que v, = —1u,, conclui-se que v é um infinitésimo negativo.

3. Sejam w e y as sucessoes definidas da seguinte forma.

L nopar —+  n {mpar
Wn =191 y Yn = 1
-5 n fmpar ——5 n par

Entao w é um infinitésimo positivo, y é um infinitésimo negativo, e w+y é uma sucessao
cujos termos pares sao positivos e cujos termos impares sao negativos, logo é um in-
finitésimo que nao é positivo nem negativo.

Exercicio 16. Classifique cada uma das seguintes sucessoes relativamente ao seu comporta-
mento assimptoético.

(a) up=n*+3n+1 (b) v,=6n>—3% (c) wy,=2—-5 (d) 2, = —bnd+ 2

n3 3

O primeiro caso que nao se pode resolver de forma sistemdtica surge quando u e v sao
infinitamente grandes de sinais contrarios. Nesta situagao, designada por indeterminacao de
tipo 0o — 00, é necessario analisar a sucessao em causa e determinar directamente de que tipo
de sucessao se trata. Temos todas as possibilidades. Para simplificar, vamos trabalhar com
diferencas de infinitamente grandes (que é equivalente, ja que u — v = u + (—v)).

Exemplo.

1. Tome-se a sucessao u,, = n. Uma vez que u,, —u, é a sucessao constante de valor 0 (que é
trivialmente um infinitésimo), temos um exemplo de dois infinitamente grandes positivos
cuja diferenca é um infinitésimo.

2. Para as sucessoes u,, = n e v,, = 2n, temos que v, —u, ¢ um infinitamente grande positivo
(o seu termo geral é n) e u,, — v, é um infinitamente grande negativo (o seu termo geral

é —n).

3. Tomando u,, = n e v, = n+ 2, a diferenca v,, — u,, é a sucessao constante de valor 2, que
nao é um infinitésimo nem um infinitamente grande.

Apontamentos de Analise Matematica I
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Estes casos sao simples; contudo, em geral, o levantamento de indeterminacoes do tipo
oo — oo pode requerer alguma criatividade. Também é 1til ter a nogao das diferentes ordens
de grandeza de infinitamente grandes.

O produto (e quociente) trazem problemas semelhantes. Se u e v sdo infinitamente grandes,
entao o seu produto uv é um infinitamente grande que é positivo se u e v forem do mesmo sinal
e negativo se u e v forem de sinais contrarios; de forma semelhante, se v e v forem infinitésimos,
entao uv é um infinitésimo com o sinal determinado de forma analoga pelos sinais de u e v.

Este resultado é 1til para levantar algumas das indeterminacoes de tipo co — co. Por
exemplo, reescrevendo n? — n como n(n — 1), temos que o termo geral desta sucessao ¢ um
produto de dois infinitamente grandes positivos, pelo que a sucessao é um infinitamente grande
positivo.

Exercicio 17. Para cada par de sucessoes u e v, classifique a sua soma u+ v e a sua diferenga
u — v quanto ao seu comportamento assimptético.

(a) u, =2n (b) u, = n? (c) u, = —3n (d) u, =n? (e) u, =2n
v, = 3n v, = 2n v, = —4n v, = 2n? v, = 2n

O problema surge quando multiplicamos um infinitamente grande por um infinitésimo ou,
equivalentemente, quando tomamos o quociente de dois infinitamente grandes ou de dois in-
finitésimos: a sucessao resultante pode novamente ter qualquer comportamento. Esta indeter-
minagao ¢ designada por indeterminacao de tipo 0 X oo, 8 ou =, consoante a expressao que
lhe d& origem; vamos considerar apenas o terceiro caso, ja que é o Unico que encontraremos

neste capitulo.

Exemplo.

1. Seja u, = 223 A sucessao u é o quociente de dois infinitamente grandes positivos,
constituindo portanto uma indeterminagao de tipo 2. Para levantar esta indeterminagao,
vamos reescrever o seu termo geral:

_3n+1_3n—2+3_1+ 3
- 3n—-2 3n-—-2 3n —2

Unp

é a soma da sucessdo constante de termo geral 1 com o infinitésimo ——.

3n—2
. 2 . . ~ .
2. Seja uy, ;‘n—f}l. Temos novamente uma indeterminagao de tipo 2. A forma geral

de levantar estas indeterminacoes, para quocientes de polinémios, é reduzir a fraccao
dividindo o numerador e denominador pela poténcia de maior expoente.

n®+1 n? n 1 1 n 1
Un: == g
3n—4 3n—4 3n-4 %—% 3n—4

A primeira fracgao é o inverso dum infinitésimo positivo, logo trata-se dum infinitamente
grande positivo; a segunda é um infinitésimo. A sua soma é novamente um infinitamente
grande positivo, logo

limu = +o00.
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Na préxima seccao veremos como podemos fazer estes calculos de forma sistematica e mais
expedita.

Exercicio 18. Para cada par de sucessoes u e v, classifique o seu quociente u/v quanto ao
seu comportamento assimptoético.

(a) u, =2n (b) up=2n+1 (c) up,=-3n+1 (d) u,=n*>—-1 (e) u, =2n

v, = 3N v, =n? v, = —4n v, = 2n> v, =2n+1

1.2.2 Limites e convergéncia

Nos exemplos da seccao anterior, encontramos sucessoes que nao eram infinitésimos, mas po-
diam ser escritas como a soma duma constante com um infinitésimo. Para caracterizar estas
sucessoes, vamos introduzir um conceito fundamental: o conceito de limite.

Definicao. Seja u uma sucessao. Diz-se que u tende para a, denotado w,, — a, ou que o limite
de u é a, denotado limu = a ou lim,u, = a, se a sucessao u — a for um infinitésimo.
Se existir um nimero real a tal que limu = a, a sucessao u diz-se convergente.

A nocao de limite foi uma invengao do século XIX que revolucionou completamente a
Matematica. Em particular, foi este conceito que permitiu o desenvolvimento da Analise
Matematica como uma disciplina formal e que fez avancar substancialmente o Calculo Dife-
rencial, o Calculo Integral e todas as areas dependentes destas. E por isso essencial — e é o
principal objectivo de todo este capitulo — ganhar intuicao sobre limites e como se calculam.

Comecemos por observar que esta notagao é coerente com a notacao que atras usamos para
denotar que uma sucessao era um infinitésimo. De facto, se u é um infinitésimo, entao v — 0
também o é, donde u,, — 0. Reciprocamente, se u,, — 0, entao u — 0 é um infinitésimo, donde
u também o serd. Assim, ao escrevermos limu = 0, nao é importante distinguir se estamos
a referir-nos ao limite de u segundo esta definicao ou a propriedade de u ser um infinitésimo,
conforme definido atras.

As notacoes limu = 00 e limu = 0%, contudo, sdo de natureza diferente: o limite duma
sucessao é, por definicio, um nimero real, enquanto os stmbolos +00 e 0F nao denotam niimeros
reais. E importante manter esta distingao presente, ja que tem algumas consequéncias praticas
que veremos adiante.

Exemplo. Consideremos a sucessao u,, = 5 + % Uma vez que u, — b = 2 é um infinitésimo,

a sucessao u tem limite 5. Podemos entao escrever lim 5 + % = 5.

3

Antes de apresentar mais exemplos, vamos ver um conjunto de propriedades que simplificam
(em muito) o célculo de limites.

Em primeiro lugar, observemos que se limu = a e limu = b, entao as sucessoes u—a e u—>b
sao ambas infinitésimos; sabemos daqui que a sua diferenca também é entao um infinitésimo.
Mas (u —a) — (u — b) = b — a é uma sucessao constante; ora a tinica sucessao constante que é
um infinitésimo é a sucessao de termo geral 0, logo a = b. Obtemos assim o seguinte resultado.

Proposigao. Se u, é uma sucessao convergente, entao o seu limite é tinico.

Apontamentos de Analise Matematica I
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Podemos generalizar este resultado observando que um infinitamente grande nunca é uma
sucessao convergente: se u é um infinitamente grande, entao u — a também é um infinitamente
grande para qualquer valor de a, logo limu # a. Assim, podemos usar o resultado acima
também quando limu = +oc.

Também deve ser claro que se retirarmos termos a uma sucessao o seu limite nao se altera.

Proposicao. Se lim(u) = a e v é uma subsucessao de u, entao lim(v) = a.
A relacao entre os limites e as operacoes algébricas é muito simples.

Proposicao. Sejam wu e v sucessoes convergentes com limu = a e limv = b. Teém-se as
seguintes relagoes.

-limutv=axbd

- limwuv = ab

- w_a
—hm;-b

- limu® = a®, desde que a > 0.
- Se u, < v, para todo n, entao a < b.
- lim |u| = |a]

Conforme vimos anteriormente, estes resultados generalizam-se ainda aos casos em que
limu = 400 excepto quando a expressao resultante designa uma indeterminacao. E por isso
habitual manipular algebricamente os valores +00 e —oo como se de ntimeros reais se tratassem,
sujeitos as seguintes regras operatorias, onde a designa um real arbitrario.

—+00

(+00) +a=a+ (+00) = +00 (+oo)xa:T:+OO(a>O)
(—00) +a=a+ (—00) = —00 (+oo)><a:+%°:—oo(a<0)
(+00) —a =a — (—00) = +00 <—oo>xa:?:—oo(a>0)
(—00) —a=a— (+00) = —00 (—oo)xa:?:wo(am)

Estes simbolos relacionam-se ainda com os simbolos 0% e 0~ da seguinte forma.

a+0T=0"4+a=ua ax 0" =0"x a—0+(a>0)
a+0"=0"+a=ua ax0"=0"xa=0 (a<0)
a—0"=a—-0 =a ax0"=0"xa=0 (a>0)
0t —a=0"—a=—a ax0" =0 xa=0"(a<0)

Observe-se que excluimos os casos que geram indeterminagoes. Estas tém de ser levantadas
da forma adequada.

Exemplo.

1. Seja u, =3+ % Entao

2 2
lim u = lim (3+—2> :11m3+1im—2:3+0+:3.
n n
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__ 3n24+2n+6

2. Tome-se v, = ﬁ
_ 32 +2n+6 . 3+:2+5 lim3+24+ 8% 3
limv =lim ——— = lim n__ R — R —_ =3

n? 42 1+ 5 lim1+ % 1
3. Para w, = 2n? + 2, temos que

limw = lim (2n2+§) = lim 2n? —|—hm§—+oo+0+ +00.
n n

Exercicio 19. Calcule os seguintes limites.

(a) Tim (3n2 — 3n + 1) (e) lim (3%) ) lim

(b) lim (2n + 1) (1 - #) ) lim (

1—-n—n2—n3—n

(c) lim (v3n +2—2) 11m< Bnt-n?4+Tn—1_ ) (k) lim
(Vn+1

(d) lim (n - 3\/?) ) lim (vVn +1—/n) () lim (”2 - i’i)

A potenciacao traz alguns problemas novos. Vimos ja que lim (u¥) = lim ™" quando
ambos os limites sao finitos e lim v > 0; quando permitimos que u seja um infinitésimo positivo
ou que u ou v sejam infinitamente grandes, temos ainda um conjunto de regras operatorias,
mas temos trés novos simbolos de indeterminacao: 0°, oo? e 1°°.

(+00)">° = +00 (+o00)™>® =07 (+00)* = 400 (a > 0)
at® =+o00(a>1) a®=0%(a>1) (+00)* = 0" (a < 0)
T =0"(0<a<1) a®=+400(0<a<1) (—00)*=0(a < 0)

Observe-se que se tem (07)™ =0 e (07)7> = 0, como consequéncia das relacoes

1 1

+ytoe _ _ 0t
(0 ) ~ (4o0)t>® oo 0
¢ 1
()™ = o= = (+00)"® = +00
Exemplo.

1. Para calcular lim (377:;)”71, aplicamos directamente as propriedades dos limites.

' 27’L+ 1 n—1 ' 2n + 1 limn—1 ) +oo
lim = [ lim = (= =0
3n + 2 3n + 2 3
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_1
2. Analogamente, para lim (2 + %)2 ", podemos calcular

1 : 1
1 2—5 1 hm(2—z)
lim(2+—) :<lim(2+—>) =922 =14,
n n

3n

3. Para a sucessao u,, = <%> 2n_1, temos que
_ Mm2 —3 22711 ) Mm2 —3 lim 22:11 3
lim [ —— = | lim ——— = (+00)2 = +00.
n—+>5 n-+95

Exercicio 20. Calcule os limites das seguintes sucessoes.

(a) u, =2"*! (b) v, =ni=2" (c) w, = (2n+1)*1 (d) 2, = 3n+§>§:§i%j

n = p2_

Para percebermos a razao de ser dos trés simbolos de indeterminacao 0°, oc® e 1°°, temos
de analisar as tendéncias de crescimento simbolizadas por cada um deles.

Numa indeterminacao 0°, temos um infinitésimo elevado a outro infinitésimo; ora, tendendo
a base para 0, o valor da poténcia tende para 0, mas tendendo o exponente para 0, o valor da
poténcia deveria tender para 1. De facto, podemos encontrar facilmente exemplos de cada um
destes casos — e de outros.

Numa indeterminaciao oo’, o problema é semelhante: sendo a base um infinitamente grande
positivo, a poténcia deveria ser igualmente um infinitamente grande positivo; porém, uma
poténcia de expoente 0 deveria tender para 1. Temos novamente duas tendéncias opostas, e é
facil encontrar exemplos de sucessoes com todos os limites intermédios.

Finalmente, a indeterminacao 1°° deve-se ao facto de uma poténcia de base 1 ser sempre
igual a 1, enquanto que uma poténcia de base menor tende para 0 e uma de base maior tende
para +oo. Mais uma vez, uma indeterminacao deste tipo pode tender para qualquer limite
positivo.

A forma de levantar estas indeterminacoes é sempre a mesma e assenta em dois principios:
a definicao do nimero e como limite da sucessao e, = (1 + %)n, cuja convergéncia nao vamos
demonstrar aqui; e a regra operatéria a’® = e?1°8(?) Esta regra, bem como as propriedades
dos logaritmos, serao discutidas em detalhe na Seccao 2.5.3, em particular nas paginas 92 e
seguintes. As indeterminacgoes do tipo 1°° conseguem reescrever-se muitas vezes a custa da
sucessao base e, = (1 + %)n usando subsucessoes.

Esta transformacgao gera normalmente indeterminagoes no expoente do tipo 0 x oo, que se
resolvem tendo em conta que o logaritmo cresce mais devagar do que qualquer polinémio; ou
seja, a sucessao 10% ¢ um infinitésimo positivo.

Exemplo.

1. O célculo do limite da sucessao u, = /n gera uma indeterminacao de tipo oc?, j4 que
1 . .
{/n = nn. Aplicando logaritmos, otemos

. 1 . logn . logn
limn» =lime » =™ = 0

o
tendo em conta que lim =2 = 0.
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. n , . . ~ .
2. Para calcular lim (1 + %) , que é uma indeterminacgao de tipo 1°°, vamos reescrever o
termo geral da sucessao da seguinte forma.

. 9 n . 2 2n ' 9 2n
Iim(1+—] =lim 1+ — =(lm(1+ — =e
n n n

1
3. J& o célculo de lim (%) " pode ser feito da seguinte forma.

N
[NIE
N[

Ve

. 1\ . 1 1 . _logn im( — logn
lim (— — limen % = lime = :ehm( =) = =1
n

Exercicio 21. Calcule os limites das seguintes sucessoes.

TL3 n n
(a) v, = (14 #)2 (b) w, = ,"/7#:—_”3_1 (c) un = (n:}-)l

1.2.3 Teoremas de convergéncia

Um dos grandes interesses do conceito de limite é permitir-nos calcular aproximacoes de
nimeros reais. Se soubermos, por exemplo, que uma determinada sucessao u tende para
um numero real a e quisermos determinar um valor aproximado de a, sabemos da definigao
de limite que podemos obter uma aproximagao tao boa quanto queiramos: a diferenca u,, — a
aproxima-se tanto de 0 quanto queiramos, pelo que basta escolher n suficientemente elevado
para u, ser uma boa aproximacao de a. KEsta ideia vai ser recorrente durante todos estes
apontamentos, sendo posteriormente desenvolvida noutras disciplinas.

Por este motivo, outra questao que muitas vezes se coloca ¢é a de determinar se uma sucessao
¢ convergente, independentemente de saber qual é o seu limite. Ha varias razoes para querer
responder a esta pergunta; a mais natural é querer usar a sucessao para calcular um valor
aproximado de alguma constante. Muitas vezes é facil definir sucessoes que, se convergirem,
tém um limite que satisfaz determinada propriedade. Mostrando a convergéncia da sucessao,
pode-se depois obter uma aproximacao tao boa quanto se queira do limite.

Os critérios de convergéncia que vamos ver sao todos bastante simples. O primeiro é
consequéncia duma das propriedades que ja vimos atras.

Teorema (Teorema da sucessao encaixada). Sejam u, v e w sucessoes satisfazendo as relagoes
u, < v, < w, para todo o valor de n. Se limu = limw = a, entdao v também é convergente e
limv = a.

Demonstragao. Se limu = a e limw = a, entao as sucessoes © — a e w — a sao ambas
infinitésimos.

Fixando um valor de N, existe uma ordem a partir da qual |u, —a|] < & e |w, —a| <
%; uma vez que u, < v, < w,, a partir dessa ordem também se terd necessariamente a
desigualdade |v, — a| < +. O
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Exercicio 22. Utilizando este teorema, calcule o limite das seguintes sucessoes.

(a) u, = 2 (b) wa = (52)" (¢) o0 = 57

Outro resultado importante relaciona a monotonia com convergéncia.

Teorema. Toda a sucessao mondtona e limitada é convergente.

Demonstragao. Suponhamos que u é uma sucessao monotona crescente e seja M o menor
dos majorantes do conjunto dos seus termos. Entao para qualquer valor de NV existe um termo
de u tal que u,, > M — % — caso contrario M — % seria um majorante dos termos de u, o
que é absurdo. Uma vez que u é crescente, todos os termos a partir dessa ordem satisfazem
U, > M — %, que equivale a |u, — M| < % Entao limu = M, donde em particular u é
convergente.

Se u for mondtona decrescente, o raciocinio é semelhante usando o maior dos minorantes

do conjunto dos seus termos. |

Claramente o reciproco nao ¢é valido: ha sucessoes convergentes que nao sao mondétonas,

~ —1)" / ;s ~
como por exemplo a sucessao u, = (=" Porém, é facil ver que toda a sucessao convergente

é limitada.

Um resultado que por vezes é 1til e que deixaremos sem demonstracao é o seguinte.
Teorema (Bolzano-Weierstrass). Toda a sucessao limitada tem subsucessoes convergentes.
Outra caracterizacao por vezes ttil é recorrendo a uma outra propriedade.

Definicao. Uma sucessao u diz-se uma sucessio de Cauchy se para todo o natural N existir
uma ordem a partir da qual a distancia entre quaisquer dois termos de u é inferior a <+, ou

N?
seja, [tm — U] < %

Historicamente, esta definicao surgiu independentemente da definicao de convergéncia; ela
¢é bastante importante quando se trabalha com sucessoes de outros objectos que nao nimeros
reais, onde a nocao de limite pode nao ser a adequada. No caso das sucessoes reais, contudo,
tem-se o seguinte resultado.

Proposigao. As sucessoes convergentes sao precisamente as sucessoes de Cauchy.

Assim, o conceito de sucessao de Cauchy pode ser usado como critério de convergéncia
duma sucessao.

Nao vamos insistir nesta fase em provas de convergéncia que nao sejam através do calculo
de limites; porém, nos capitulos seguintes teremos oportunidade de aplicar estes resultados
para mostrar convergéncia de sucessoes que serao importantes nesses contextos. Assim, é
importante conhecer e compreender estes critérios.
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1.3 Séries

A propésito de progressoes aritméticas e progressoes geométricas, falamos atras do problema de
determinar a soma dum ntumero de termos consecutivos duma sucessao. Nesta sec¢ao, vamos
discutir um problema semelhante: como somar todos os termos duma sucessao. Embora possa
parecer contra-intuitivo a principio, ha muitas situacoes em que faz sentido associar um valor
finito & soma dum numero infinito de parcelas; e as aplicagoes deste conceito sao intmeras,
nao apenas em Analise Matematica, mas também noutras areas como a Fisica e a Economia.

1.3.1 Convergéncia e soma

Defini¢ao. Seja a uma sucessdo. Chama-se sucessio das somas parciais de a a sucessao S(a)
tal que

‘ﬂwnzay+m%wm+-~+an:§:m.
i=0

Chama-se série a expressao formal que denota a soma de todos os termos de a,
oo
>
n=0

e se lim S(a), existir e for finito, dizemos que a série é somdvel ou convergente e que o seu
valor é esse limite. Caso contrario, a série diz-se divergente.

Tal como a definimos, o valor duma série (também chamado a soma da série) é simplesmente
um limite duma sucessao — a sucessao das somas parciais doutra sucessao. E precisamente
esta definicao que justifica a definicao intuitiva de série como a soma de todos os termos da
sucessao: se a0 somarmos mais e mais termos o valor da soma se aproxima dum limite, entao faz
sentido dizer que esse limite € a soma de todos esses valores. Mais uma vez, estamos a dizer que
podemos aproximar essa soma tanto quanto queiramos somando um numero suficientemente
grande de termos.

Determinar o valor exacto da soma duma série é em geral um problema complexo. Ao longo
deste texto teremos oportunidade de ver varios métodos para o fazer; como consequéncia, en-
contraremos formas extremamente eficientes de determinar valores aproximados de constantes
como 7, e ou V2 com uma precisao muito maior do que a fornecida por uma maquina de
calcular. Neste capitulo, focar-nos-emos nalguns tipos particulares de séries cujas somas se
calculam com bastante simplicidade.

Uma vez que uma série é definida como a soma de todos os termos duma sucessao a,
é habitual chamar ao valor de a, o termo geral da série, por analogia com as sucessoes. E
preciso algum cuidado para garantir que é claro se se estd a falar da sucessao a, ou da série a,,
ja que sao conceitos bastante diferentes; mas em geral o contexto torna claro qual destes é o
caso.

Exercicio 23. Para cada uma das seguintes sucessoes, escreva a expressao da série que lhe
corresponde.

(a) 5n —n? (b) 7 ()

2n—1

(d) (1+2)" () 0

S =
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Exercicio 24. Para cada uma das seguintes séries, escreva o termo geral da sucessao que lhe
esta subjacente.

o

WY oY e(141) ©X Ay @YX

n=0 n=0

Vejamos alguns exemplos.
Exemplo.

1. Consideremos a série de termo geral 0. Uma vez que a sucessao das suas somas parciais
¢ constante, ja que 0 +0+ 0+ --- 4+ 0 = 0, temos que

o0

> 0=1im0=0,

n=0

donde a série é convergente e a sua soma € 0.

2. Tomemos agora uma série de termo geral constante, com valor k # 0. A sucesao das suas
somas parciais ¢ agora

Sp=k+k+k+ --+k=(n+1k

~
n+1

e, uma vez que k # 0, temos que

ZO:hm(nJrl)k::Jroo,

n=0

donde esta série é divergente.

3. Se escolhermos a progressao geométrica de termo inicial ag = 1 e razao %, a sua série vale

(1) (3 e e

2

Uma série cujo termo geral é uma progressao aritmética diz-se uma série aritmética. Estas
séries sao muito pouco interessantes, ja que sao sempre divergentes; de facto, se a for uma
progressao aritmética de razao k, temos que

|S(a)n| = |ao + (a0 + k) + (ap + 2k) + (ap + 3k) + ... + (ap + nk)| > (n+ 1) |ag + k|

e portanto |S(a),| — 400, donde a série correspondente é um infinitamente grande. O tinico
caso de convergéncia é o caso extremamente desinteressante em que ag = k = 0; nesse caso, o
termo geral vale 0 e a soma da série também.

Ja as séries cujo termo geral é uma progressao geométrica sao de grande importancia, quer
tedrica, quer pratica. FEstas séries, ditas séries geométricas, tém uma soma muito facil de
calcular: se a for uma progressao geométrica de razao r, temos que

o o n n
n . i . L—r
E a, = E aogr” = lim E aopr' = lim ag 7 .
—r
n=0 n=0 =0
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Se |r| < 1, o termo 7" é um infinitésimo, pelo que aquele limite ¢ finito de valor %% se |r| > 1,
entao r" é um infinitamente grande, pelo que a série é divergente. No caso em que r = 1, a
série é constante e portanto diverge desde que ag # 0; no caso em que r = —1, o termo geral

da série alterna entre ag € —ag, pelo que a sucessao das somas parciais é a sucessao
ao, OJ Qo, 07 ao, 07 Qo, 07 s

que ¢ divergente desde que ag # 0.
Resumindo, uma série geométrica é convergente apenas quando |r| < 1.

Exercicio 25. Indique quais destas séries sao convergentes, calculando a sua soma.

(a) Y27 (b) 22% (c) Zu?ﬁ (d) 3" 1000 (1—(1))

n=0 n=0

Uma das aplicagoes das séries geométricas é a transformacao de numeros racionais em
fracgoes. Todos os nimeros que podem ser escritos sob a forma de uma dizima infinita peridédica
(os algarismos a seguir a virgula repetem-se) podem ser escritos na forma g, onde p e ¢ sao
dois ntmeros inteiros.

Pensemos por exemplo no nimero 0.33333..., em que o algarismo 3 se repete infinitas
vezes. Podemos escrever este niimero como

0.33333... = 0.3+ 0.03 4+ 0.003 + 0.0003 + 0.00003 + - - -
=3x107"+3x1024+3x10°4+3x10*+3x10°+---

o0 o o0 1 n
:;3><10 :;3x(1—0)

3 1 30

1
01—Z o0 3

Se se repetir mais do que um algarismo, o processo é semelhante. Tomemos por exemplo o
nimero 0.024242424 . . .; temos que

0.024242424 ... = 0.024 + 0.00024 + 0.0000024 + 0.000000024 + - - -
=24 x 107 +24x107° +24 x 1077 +24 x 1077 + - ..
=24x102+24x107"4+24x10°+24%x107% +---

[e’e] o [e's) 1 2n
:nzlzzm 1072 :;2.4>< (1—0)

24 1 2400 8

10001 — &=~ 99000 330"

Exercicio 26. Escreva os seguintes niimeros sob a forma de fraccao.

(a) 0.55555. .. (b) 1.234234234234 ... (c) —0.0025025025025 . . .
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Se uma série é convergente, entao a medida que somamos mais parcelas aproximamo-nos
tanto quanto desejarmos da sua soma. Isto significa que as quantidades que vamos somando
se vao tornando cada vez mais pequenas em valor absoluto, ou seja, que o termo geral da série
¢é necessariamente um infinitésimo.

Outra forma de ver isto é observar que o termo geral da série é a diferenca entre S, e S, _1,
donde se lim S for finito se tem lim (S, — S,,_1) = lim S,, — lim S,,_; = 0. Obtemos assim um
resultado extremamente 1til para determinar divergéncia de séries.

Proposigao. Se >~ a, ¢ uma série convergente, entao a ¢ um infinitésimo.
Vejamos como aplicar este critério para mostrar que uma série é divergente.
Exemplo.

1. O termo geral da série Y, (1 + %)n é a sucessao e, = (1 + %)n, cujo limite é e # 0;
entao esta série é divergente.

2. O termo geral da série Y - (—1)" é a sucessao alternada de termos
1,—1,1,-1,1,—-1,1,...

que nao tem limite; logo esta série é divergente.

1.

5; entao esta

3. O termo geral da série Y7 ¢ uma sucessao convergente com limite

série é divergente.

n04n5

Exercicio 27. Recorrendo a este critério, mostre que as seguintes séries sao divergentes.

SHI m > (2+2) 3 @ 3

n=0 n=0 n=

3

E importante salientar desde ja que o reciproco desta proposicao nao é valido: se o termo
geral da série tender para 0, a série pode ser divergente. Um caso extremamente importante é

o da série
o0

1

ﬁ )
dita série harmonica.
A primeira vista, esta série parece ter potencial para convergir. Os seus primeiros termos
sao
1,1.5,1.8333,2.0833, 2.2833, 2.45, 2.593, 2.718, 2.829, 2.929, . ..

e esta sucessao cresce cada vez mais lentamente. Porém, na realidade esta série nao converge.
Para ver isto, vamos agrupar os seus termos da seguinte forma.

TURIPRY () VR T TR L L S I
2" \3 "4 56 78 910 11 12 13 14 15 16
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1.3. SERIES 29

Esquecendo a primeira parcela, temos uma parcela com valor %; duas parcelas, cada uma
superior a }—1; quatro parcelas, cada uma superior a %; oito parcelas, cada uma superior a 1—16; e
assim sucessivamente. Somando estes blocos, concluimos que

§é1—1+1+ D R D) s D) (R )
n 2 \3 4 5 8 9 16 17 32

SR SR (T A (T (L N (L
=727 \4 4 8 8 16 16 32 32

-

1 1 1 1
2><Z 4><§ 8><ﬁ 16X 55

L
S22 2 22
que é uma série divergente.

A série harmoénica é um caso particular duma série de Dirichlet.
= 1
Definicao. A série E —, em que « é um real fixo, diz-se a série de Dirichelet de parametro ov.
n
n=1

Vimos que a série harmonica é divergente. Se a < 0, o termo geral da sucessao a somar nao
¢ um infinitésimo, pelo que a série diverge. Se 0 < a < 1, entao cada termo da série é maior
do que o termo correspondente da série harmodnica, pelo que a sucessao das somas parciais
correspondente é minorada por um infinitamente grande positivo e é portanto também um
infinitamente grande positivo.

Se a > 1, em contrapartida, pode-se mostrar que a série de Dirichlet correspondente é
sempre convergente. Esta prova pode ser feita directamente; contudo, na Sec¢ao 5.6.3 veremos
um critério extremamente simples que nos permitirda demonstrar isto sem dificuldade.

Proposigao. A série de Dirichelet de parametro o converge se o > 1 e diverge se a < 1.

Exercicio 28. Indique quais das seguintes séries sao convergentes.

= 1 = 1 = 3 — 1 (1
WYm MY E ©lgs @Xn @3 (i)

Outro exemplo de séries cuja soma é simples de calcular (ou cuja divergéncia é simples de
mostrar) sao as chamadas séries de Mengoli. Estas séries tém um termo geral que pode ser
escrito como uma diferenca de termos doutra sucessao; ao calcularmos somas parciais, estas
diferencas cancelam-se e a determinacao da soma da série reduz-se ao calculo dum limite.

Um exemplo simples é a série
i 1
— n(n+1)

O seu termo geral pode ser escrito como

1 1 1

nn+1) n n+1’

Apontamentos de Analise Matematica I



30 CAPITULO 1. SUCESSOES E SERIES REAIS

que ¢ a diferenca de termos consecutivos da sucessao u,, = % Se calcularmos as somas parciais
desta série, obtemos

(P (D)o

(D (!

SIS REIRE IS
donde lim 8, = lim (1 - —;1

Em geral, uma série de Mengoli tem um termo geral que é da forma a, = u, — Upis-
Efectuando calculos semelhantes aos anteriores, é simples verificar que esta série é convergente
precisamente quando u é convergente e que, nesse caso, a sua soma vale

Zan:u1+u2—|—---—|—uk—klimu.

n=1
Exemplo.

1. Tomando > 7, (# — m% temos que o termo geral desta série pode ser escrito como

1 1 1 1

R N s R A R E R

com U, = # Entao

cujo limite ¢ 1. Logo a série é convergente e a sua soma ¢ 1.

2. Consideremos a série » .~ Wm Multiplicando o numerador e o denominador da
fraccao no termo geral da série por /n — v/n + 1, obtemos

L Ja-yaEl .
" Vitvn+l o n—(n—l—Jlr) = V- ( 1>:u”_u"+1

com u, = —/n. Uma vez que u é um infinitamente grande negativo, concluimos que a
série é divergente.
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Se calcularmos explicitamente a sucessiao das suas somas parciais, obtemos
S =v2 -1

(»/5 V1) + <\/§ )/5) V3 —

y= (V2= V1) + (Va-3) + (Vi bﬁ):f—ﬁ

Vn+1-1

e o limite desta sucessao é de facto 4-o00.

| |
\_/

+

S

3. A série Y log Zié é um exemplo em que a,, = u,, — u,42. De facto, temos que

1
log Z i 5= log(n+ 1) —log(n 4 3) = up — Upo

com u,, = log(n + 1). Entao esta série é divergente, pois u — +00. Poderfamos verificar

este facto directamente, calculando as suas somas parciais.

S =logl —log3

(log1 —log3) + (log2 — log4)

(log 1+ log2) — (log 3 + log4)

(log1 — log3) + (log2 — log4) + (log3 — log5)
(log 1+ log2) — (log 4 + log 5)

( )

(
(

log1 —log3) + (Tog2 — log4) + (log3 — log 5) + (Tog4 — log 6)
log 1+ log2) — (log5 + log 6)
log 1+ log2) — (log(n + 1) + log(n + 2))

e lim S,, = —c.

Exercicio 29. Indique quais das seguintes séries sao convergentes, calculando nesse caso a

2) g(%_ (n—ll)!) (b) i;logiﬁff (c) g(\/ﬁ—ﬁ)

1.3.2 Critérios de convergéncia

Tal como sucedia com as sucessoes, em muitos casos interessa decidir se uma série converge
ou nao independentemente de conseguirmos calcular exactamente a sua soma. Novamente,
a razao mais comum para este problema ser interessante é querermos determinar um valor

aproximado da soma — uma operacao que s6 faz sentido se a série for convergente.
Vimos ja um resultado que permite responder a esta questao duma forma negativa.

Proposigao. Se a sucessdo a nao for um infinitésimo, entao > - a, diverge.

Os dois primeiros resultados sao muito simples.
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Proposicao.

1. Sejam a e b duas sucessoes tais que a,, = b, excepto para um numero finito de termos.
~ , . o0 o0 ~
Entéo as séries Y >~ a, e >~ b, sdo da mesma natureza.

2. Se k # 0, entao as séries >~ a, e Y .~ ka, sdo da mesma natureza.

A justificacao destas propriedades é muito simples. Se a,, = b, a partir de certa ordem,
entdo a partir dessa ordem as sucessoes das somas parciais S(a) e S(b) diferem por uma
constante k, donde lim S(a) = lim S(b) + k e se um destes limites existir e for finito, o outro
também o sera.

Por outro lado, temos que S(ka) = kS(a) atendendo a propriedade distributiva da multi-
plicac@o sobre a soma, pelo que lim S(ka) = klim S(a) e novamente se um dos limites lim S(a)
e lim S(ka) existir e for finito, o outro também o sera.

[ee]
Exemplo. Da convergéncia de E o podemos concluir que as séries seguintes sao todas
n=1
convergentes.
o (e} (e} (o)
1 1 3 —4
Z on Z on+2 on on
n=0 n=3 n=1 n=1

Da mesma forma, da divergéncia da série harmonica podemos concluir que as seguintes
séries sao divergentes.

n
n=1 n=100 n=1 n=1
Quando o termo geral da sucessao é uma soma, os critérios seguintes sao tuteis.
Proposicao. Sejam a e b duas sucessoes.

3. Seasséries Y >~ a, ey >~ b, sdo ambas convergentes com soma A e B, respectivamente,
entao a série ), (a, + b,) também é convergente com soma A + B.

4. Se Y | a, converge e »_ b, diverge, entdao Y~ (a, +b,) diverge.

n=1

Mais uma vez, estes resultados podem ser facilmente verificados recorrendo as somas par-
o . N . . . 7 oo o0
ciais S(a) e S(b) e as propriedades dos limites. No caso em que as séries » >~ a, e >~ b,
divergem ambas, nao podemos concluir nada sobre a sua soma: basta observar que

(1))

(i)

n=1

é uma série divergente e

é convergente, e em ambas o termo geral é a soma do termo geral de duas séries divergentes.
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Exemplo. Consideremos as séries
= 1 = 1 =1 - 1
- - Bl il 14+ =
Yoy Lw . 2()

Vimos ja que a primeira destas séries é uma série de Mengoli convergente com soma 1; a
segunda é uma série geométrica convergente com soma 2; a terceira é a série harmoénica, que é
divergente; e o termo geral da ultima tende para 1, logo esta é divergente. Entao, a proposi¢ao
anterior permite concluir que

_ ; (n(n—~|—1) + ﬁ) é convergente com soma 3;

> 1 1\ | .
- Z ———— + — | ¢ divergente;
~\nn+1) n

/1 1\ . .
- Z — + — | é divergente;
2n - n

n=1

i 1 + 1+ 1 é divergente
n(n+1) n geme.

n=1

enquanto que a natureza da série > -, (£ 414 %) teria de ser determinada doutra forma
(neste caso, podemos concluir que é divergente porque o termo geral tende mais uma vez
para 1).

Exercicio 30. Indique quais das seguintes séries sao convergentes, calculando nesse caso a
sua soma.

(a) 2 (ﬁ + 2—) (b) i 3n1+2 - 10%1% (©) i (% - (%)>

n=1 n+1 n=1

1.3.3 Séries de termos nao negativos

As séries de termos nao negativos tém uma importancia especial, j& que ha um conjunto de
critérios que permitem demonstrar a sua convergéncia ou divergéncia. Muitas vezes, a forma
mais simples de mostrar que uma série (qualquer) converge é precisamente relacioné-la com
uma série de termos nao negativos e aplicar um destes critérios.

A primeira observacao é bastante simples: a sucessao das somas parciais duma série de
termos nao negativos é crescente, logo converge se e sé se for uma sucessao majorada.

Proposigcao. Uma série converge se e s6 se a sucessao das suas somas parciais é majorada.

A ideia por detrds de todos os critérios de comparacao € usar esta proposicao e encontrar
condicoes que garantam que a sucessao das somas parciais duma série é majorada.
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Proposicao (Critério geral de comparagao). Sejam a e b duas sucessoes tais que 0 < a,, < b,
para todo o n. Entao:

- se »_ 2 b, converge, entao y - a, converge;
- se »_°, a, diverge, entdo >~ b, diverge.

A validade desta proposicao é bastante simples de entender: se 0 < a, < b,, entao a
sucessao das somas parciais de a esta enquadrada entre 0 e a sucessao das somas parciais de b.
Se a série >~ | b, converge, a sucessdo das somas parciais de a é majorada (pela soma dessa
série) e portanto y_~  a, converge; se a série Y | a, diverge, entdo a sucessao das somas
parciais de b é minorada por um infinitamente grande positivo, sendo portanto também ela um
infinitamente grande positivo.

Uma consequéncia imediata deste critério é a seguinte.

Proposigao. Se a e b forem sucessoes tais que an,b, > 0 e lim §* existe e nao ¢ 0, entao as
soe %) () ~ "
séries > > a, e Y~ b, tém a mesma natureza.

Demonstragao. Sendo L = lim $*, temos que a partir de certa ordem se verifica a relagao
0< %bn < a, < 2Lb,; uma vez que as séries

n=1 n=1 n=1

tém todas a mesma natureza, o critério anterior permite concluir que a série Y~ | a,, também
¢ da mesma natureza daquelas. Il

Observe-se que estes critérios nao nos dizem nada sobre o valor da soma das séries envolvi-
das. Em geral, conforme ja referimos, o interesse de os aplicar é precisamente saber que faz
sentido usar métodos numéricos para obter valores aproximados das suas somas.

Regra geral, a convergéncia ou divergéncia de qualquer série cujo termo geral é uma fraccao
pode ser decidida pelo critério geral de comparacao.

Exemplo.

1. A série > 7, n2 7 ¢ convergente, ja que 0 < < # e a série de Dirichlet de parame-

tro 2 é convergente.

n2+1

2. Para estudar a série ) 712% temos de usar o coroldrio do critério de comparagao, ja
2

que o termo geral da série é maior que % Note-se que a primeira parcela desta série

¢é negativa, mas como sabemos que a convergéncia nao depende do valor nos primeiros
termos podemos ignorar este facto.

Comparando com a série de Dirichlet de parametro 2, obtemos

= lim =1,

o0

donde estas séries tém a mesma natureza. Logo >~ —

1 < 3 ¢ uma série Convergente
T2
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on ~ . , ~ /.

3. J& com a série > 7, 3n+g nao temos hipdtese senao usar o corolario, observando que o
seu termo geral é semelhante ao duma progressao geométrica de razao % De facto, temos
que

2743

G, 2 x3n43x3r 142

lim =% = lim =lim——= =1
(2) 3 x 2m — 2 x 2" 1—

e portanto ambas as séries sao convergentes.

4. A série 07 | &L & uma série divergente, ja que

n=1 n2+4+2

n+1 2

. 219 . n“+n

lim ”1+ =lim ——— =1
= n® + 2
n

e a série harmoénica é divergente.
Exercicio 31. Determine a convergéncia ou divergéncia das seguintes séries, através da

comparacao com a série adequada.

> = n+3 = om2 41 3?2 —3n+5
b - - - -
24712—1—7 <)Z5n2—3 (C)Z2”—1 Z\/ﬁ—i-?)n\/ﬁ

n=1 n=1 n=1

A comparacao com as séries geométricas gera outra classe de critérios de convergéncia. A
ideia (que pode ser desenvolvida formalmente) é a seguinte: numa progressao geométrica u de
razao r, temos que

. Un+1 . . .
lim =limr =re lim {Ju, = lim Jugr® =r;

Unp

entao, uma sucessao que exiba um daqueles dois comportamentos comporta-se de forma se-
melhante a uma série geométrica de progressao r. Este raciocinio s6 nao funciona no caso
r = 1: estas séries estao na fronteira entre convergéncia e divergéncia, tendo de ser analisadas
directamente.

Proposigao (Critério de D’Alembert ou da razao). Seja a uma sucessdao de termos positivos
tal que lim “*** = 7. Entao a série ) | a, é convergente se r < 1 e divergente se r > 1.

Proposicao (Critério de Cauchy ou da raiz). Seja a uma sucessao de termos nao negativos
. ~ s . ) , .
tal que lim /a,, = r. Entao a série anl a, é convergente se r < 1 e divergente se r > 1.

Estes critérios sao mais complexos de usar do que os anteriores, pelo que convém saber
reconhecer as situacoes em que de facto sao uteis. O critério da razao usa-se tipicamente
quando o termo geral da série é uma poténcia cujo expoente ¢ um multiplo de n, ou quando é
um produto, ou quando é um factorial; o critério da raiz usa-se quando o termo geral da série
é uma poténcia cujo expoente depende de n.

Exemplo.
1. Consideremos a série y n, Aplicando o critério da razao, concluimos que
1
RS n! . 1
lim —— = lim ——— = lim —

donde esta série é convergente.
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s . n . s . ~ I .
2. Para estudar a série Y - | (%) , podemos aplicar o critério da razao ou o critério da raiz.
No primeiro caso, obtemos

(HL)”H ‘ i 1 1\ 1

n

lim

e portanto a série é convergente. Ja o critério da raiz conduz a

lm { (l> zliml:()
n n

donde também se conclui a convergéncia da série.

2n+
s . [’ 2 . e s . .
3. Se estudarmos a série ) >~ | (3’;2:31> aplicando o critério da raiz, obtemos

+3

2n
(23" 243\ e C (nr+3\"

hm S zhm S :hm S
3n? +1 3n? 41 3n2 + 1
. 3
Con243\ /. n2+3\™me

= hm— hm—

3n2+1 3n2+1

e portanto esta série é convergente.

Exercicio 32. Recorra aos critérios de comparacao para séries de termos nao negativos para
determinar se as seguintes séries sao convergentes.

o~ 2" 43" — ! = 3"
@) 3 gy g © > © >
) ; 2n + 1 (d) ; n(n + 10) —

Finalmente, observe-se que estes critérios podem ser aplicados facilmente para determinar
a convergéncia ou divergéncia de séries de termos negativos: basta estudar para a série dos
simétricos, que é uma série de termos nao negativos.

1.3.4 Séries de sinal variavel

Quando o termo geral duma série nao tem sempre o mesmo sinal, o problema de determinar a
sua convergeéncia ¢ bastante mais complexo. Ha um caso particular — e bastante frequente na
pratica — para o qual ha um critério muito simples; mas em geral a unica forma de proceder
¢é transformar a série numa série de termos positivos.

Definigao. Seja a uma sucessao de termos nao negativos. A série y_ > (—1)"a, diz-se uma
série alternada.
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Proposicao (Critério de Leibnitz). Seja a uma sucessao decrescente de termos nao negativos.
Entdo a série alternada Y >~ (—1)"a, converge se e s6 se a for um infinitésimo.

Este resultado é simples de perceber: se a é uma sucessao decrescente, entao a sucessao das
somas parciais de (—1)"a,, vai tomando valores cada vez mais préximos, alternadamente acima
e abaixo dum valor médio. Se a for um infinitésimo, a diferenca entre termos consecutivos
desta sucessao tende para 0, donde ela é convergente.

Um exemplo de série alternada é a série >~ | (—i)"’ dita série harmonica alternada. Esta

série é convergente; veremos na Secc¢ao 3.3 que a sua soma é precisamente log 2.

Exercicio 33. Aplique o critério de Leibnitz para mostrar que as seguintes séries convergem.

(2) Z<—1)":2—111 (b) Y _(=1)e™ (c) Y (—1)"log (1 + %)

n=1 n=1 n=1

Para todos os outros casos, existe o seguinte critério.
« o~ o0 ~ oo
Proposicao. Se ), |a,| converge, entdao » >~ a, converge.

Em geral, contudo, este critério é demasiado fraco: ha muitas séries que convergem sem que
a sua série dos modulos convirja, conforme sucede com a série harmonica alternada. As séries
que convergem em modulo dizem-se séries absolutamente convergentes; aquelas que convergem
mas nao em modulo dizem-se simplesmente convergentes. Assim, a série harménica alternada
, . L. (=)™
¢ simplesmente convergente, enquanto que a série » | _, ~—— ¢é absolutamente convergente.

Exercicio 34. Diga se as seguintes séries sao divergentes, simplesmente convergentes ou
absolutamente convergentes.

() S (-2t ) S Chan

A convergeéncia absoluta tem consequéncias importantes que nao exploraremos aqui. Um
exemplo é a possibilidade de reorganizar os termos da série sem alterar a sua soma. No
caso duma série simplesmente convergente, ha um teorema de Riemann que mostra que para

qualquer real A os seus termos podem ser somados por uma ordem tal que a soma da série
é A

1.3.5 Séries de poténcias

Para terminar este capitulo, vamos discutir um tipo de séries que é especialmente usado na
Anadlise Matematica: as séries de poténcias. Estas séries tém este nome porque o seu termo
geral é uma poténcia de expoente n cuja base depende dum parametro x.

o0

Definicao. Seja a uma sucessao. A série E an (x — xg)" diz-se uma série de poténcias cen-

n=0
trada em xg.

Apontamentos de Analise Matematica I



38 CAPITULO 1. SUCESSOES E SERIES REAIS

Por exemplo, as seguintes séries sao séries de poténcias.

o
E " a, =1 2o =0
n=0
o0

d (1)@ +1) a, = (—1)" 2o = —1

n=0

Z(Sn—2)(m—5)” a, =3n — 2 To=25
n=0

— (z—2)" 1

> o=
el n!

(o.9] n 1

le—n I = 3o zg =0
2112 112

O critério natural para estudar a convergéncia destas séries é o critério da raiz. Porém,
uma vez que elas dependem do valor de z, estamos interessados em saber para que valores de x
é que estas séries sao (absolutamente) convergentes.

Uma vez que
lim {/|a, (x — x)"| = lim /|a,| | — x| ,

temos que uma série de poténcias converge absolutamente quando lim {/|a,| |z — x| < 1, ou

seja, quando
1

n )
varm
e diverge quando |z — xg| é maior do que aquele valor.

Ao valor de r = 7{/1_‘ chama-se rato de convergéncia da série de poténcias de termo geral
Qn

|z — xo| <

a, (x — x9)". Esta série é portanto absolutamente convergente se xo —r < = < xg + T €
divergente se x < xo —r ou x > xg + r. Nos pontos xy + r a convergéncia da série tem de ser
estudada directamente.

Aplicando o critério da razao em vez do critério da raiz, encontramos outra expressao para
o raio de convergéncia da série:
Qnp,

r = lim
anJrl

Consoante a expressao de a,, pode ser mais vantajoso trabalhar com uma ou outra destas
expressoes.

O conjunto de valores de x para os quais uma série de poténcias converge diz-se o intervalo
de convergéncia da série. A notacao de intervalos sera introduzida formalmente na Secgao 2.3.1.

Exemplo.

1. Para a série >~ ", temos que
lim /|a,| = lim ¥/1 =1

donde esta série é absolutamente convergente para —1 < x < 1 — o que poderia ter sido
concluido directamente, ja que se trata duma série geométrica de razao x. Paraxz =1 a
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série é divergente, ja que se trata da série harmonica; para x = —1 a série é convergente,
ja que se trata da série harmonica alternada.

Assim, o intervalo de convergéncia desta série é o intervalo [—1,1].

2. Para a série Y (—1)"(xz 4 1)", temos novamente

lim /|a,| = lim ¥/1 =1

donde esta série é absolutamente convergente para —2 < x < 0. Para x = —2, o termo
geral da série é (—1)"(—2+ 1)" = (=1)"(—1)" = 1, donde temos novamente a série
harmoénica, que é divergente. Para x = 0, obtemos (—1)"(0 + 1)" = (—1)", pelo que
neste caso obtemos a série harmonica alternada, que converge. Entao o intervalo de
convergéncia desta série é |—2,0].

e 7 . o0 n 7 . . ~ .
3. Ja para a série )~ ((3n — 2)(z — 5)" é mais simples usar a expressao para o raio de
convergéncia derivada do critério da razao. Temos que

3n —2 B
3n+1)—-2

lim = lim

Ap41

e a série é absolutamente convergente para 4 < x < 6.

Se z = 4, o termo geral da série é (—1)"(3n — 2), que ndo é um infinitésimo; se = = 6,
o termo geral é (3n — 2), que também nao é um infinitésimo. Entao esta série converge
apenas no intervalo |4, 6[.

;. —2)n . ;.
4. Para estudar a série Y- % vamos seguir a mesma estratégia. Calculando

1
n

(n+1)!

1 = lim = lim(n+1) = +o00

(n+1)!

lim = lim

Ap+1

concluimos que esta série de poténcias é absolutamente convergente para todos os valores
de x.

. o0 :ETL
5. Finalmente, tomando » " 1755

1 1 1
lim \/|a,| = lim ¢ = =—,
Vien =t /=20 = s o~ 2

pelo que esta série é convergente se —2 < z < 2. Para x = 2, o termo geral da série é

—2 n
: +2n, que nao é um infinitésimo, pelo que a série diverge; para x = —2, obtemos (1 +2)n ,
que novamente nao é um infinitésimo.

concluimos que

Entao o intervalo de convergéncia desta série é |—2, 2[.

Exercicio 35. Determine o intervalo de convergéncia das seguintes séries de poténcias.

oo o0 o

2 30 gy b > o (€ 3 M ) Yy E

n=2 n:() ! n=0 n=0

n
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40 CAPITULO 1. SUCESSOES E SERIES REAIS

Exercicio 36. Determine o intervalo de convergéncia das seguintes séries de poténcias e
estude-as nos extremos desse intervalo.

@ Y oY @ ey @ e
n=1 n=0 n=0 n=0
1.4 Exercicios
37. Escreva o termo geral das seguintes sucessoes.
46 8 10 123 4 5 13 719
(@) 25,5750 (b) 5.5 37 81 353+~ (¢) 3+10 30752500

38. Estude a convergéncia das seguintes sucessoes.

(a) a, =(—1)"x 3 (b) b, = cos(nm) (¢) ¢ =3n+(—1)" x 3n

39. Estude as seguintes sucessoes quanto a monotonia.

(@) tn = (-1 @ [ e D) b=
(b) v, =3" T nimpar (g) ¢, = |n? - 5|
(c) 2z, =3n—n%+25 (¢) a, =1—2t (h) d, = =2

40. Verifique se as seguintes sucessoes sao majoradas e/ou minoradas.

(a) up =2(1+(=1)") (d) w, =15 — (f) @, = Vbn
(b) v, = SnnH (o) 2n—1 n<4 (g) an = 42212"
e) y, =
() zn=3n—2 TN EE n>4 () b= (<) (02 —3)

41. Calcule, se existir, o limite das seguintes sucessoes.

(a) a, = (—=1)" (e) vn=(=1)"2% (i) ¢, = 27713272 (m) b, =
n n3 : _ 3n 2 log(n+1
(0) b= (3%)" O b=y ) =30+ 552 () e = %
_ (212\" _ 2n343n-1 (k) d _ = 1)”n2+1 1
(C) Cn = (1 1) (g) Ln 2+n—>5n3 n n3+42 (O) Up = nlog("+l)
(@ wp=lo =5 () w,= 2D () 0, = (BT (p) u, = 2 2T

(q) w _{2n+3 n<7 (1) yp=vV2n2+3—vV2n2 (t) p,=log(e" +1)—n

3n+1 n n n
B n>T (9 do= (-1)"Bnt5)  (u) b, = oG
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42. Estude as seguintes sucessoes quanto a convergencia.

~—

Swlg

en

3
at
3
+
—

() wy = (1— )" " () wy = (1+2)"" (€) un = (1 22)
(b) 2 = {55 (d) @, = (2" + 3"+ 5"+ )"

43. Estude a natureza de cada uma das seguintes séries e, em caso de convergéncia, indique
a sua soma.

w>(5) wXeen o X (M) @ Yy

o> wYXGE w3 (Ger) oXea(;)
(@ ig— Q) fj(%) () nf;nlog";tl ) i(%—nig)
Y@  OXw 0ty 03 (1-55)

Wy (i) o3 (E()) @G-

>

1 1 ()i 1 +1 1
2+l n?o2z+2 YV \@nrD@Ents) 3 2ol

(x)

44. Estude a natureza das seguintes séries numeéricas, usando os critérios validos para séries
de termos nao negativos.

24 (—1) = 3" > 1 = 1
WY 0 gty WX s O gy

CD = TENCD SUETIRINCD DS SO W

00 1 & 1 & n 2 > n "
(C)nzo?mm (h)nzlwrﬁ (m);(n—i—l) (r);(nH)
@ > 1 (i) > Coizfn) (n) 2”2 - )23 +1 5

o0 n . 2 1+ sin = nl
<e>n§;:0n£1 )Y @; + sint) w5
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> n \" > 1 = (n+1)(n+2)(n+3)
<“>;(3n_1> NP RS 33"

45. Diga se as seguintes séries sao divergentes, simplesmente convergentes ou absolutamente

convergentes.
WYy oY ergs 0X G @ e
46. Sabendo que Zan é uma série absolutamente convergente, com a, # 0, indique a
n=1

natureza das seguintes séries.

> n = a,
(2) ;2n—|—1an (b) Zl—i-an

2n + 3
n=1 (C>;n—|—1an

47. Determine o intervalo de convergencia das seguintes séries de poténcias e estude-as nos
extremos desse intervalo.

() fj% () ijj—'( 3 () nf;logm)x“
(b) gwn)“(x— () f} (%) () f}n“f (5"
(c) g logl(n) v () ni;o (f —_F iln (k) ni:o ??:"x—nl
@ 3 ODIFes DTS
48. Sabendo que i a,x" e f: b,x" sao séries de poténcias com raios de convergéncia respec-
n=1 n=1

(o, ¢]
tivamente 7, = 1 e 7, = 2, indique se a série E (an + by) x™ é convergente nos seguintes

n=1
pontos.
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Capitulo 2

Funcoes reais de variavel real

Neste capitulo, vamos introduzir os objectos de estudo da Andlise Matemética e comecar a
estudar as suas propriedades.

2.1 Generalidades

A Anaélise Matematica estuda o comportamento das fungoes reais de varidvel real. Antes de
comecarmos a trabalhar com estes objectos, importa discutir um pouco o que é uma fungao,
como se representa e como se trabalha com ela.

Em Matematica, uma funcao ¢é simplesmente uma regra que permite transformar objectos
noutros. Este conceito é extremamente abrangente e geral, capturando um conjunto vastissimo
de situacoes do dia-a-dia. De facto, em praticamente todos os contextos em que se usa o termo
func¢ao é neste sentido, mesmo que a regra de transformagao em causa nao seja muito passivel
de tratamento matemaético.

Aos valores que a funcao recebe chama-se objectos ou argumentos e ao resultado de aplicar a
funcao a objectos chama-se imagem. O conjunto dos valores que a funcao aceita como objectos
chama-se dominio da funcao e o conjunto de resultados possiveis chama-se contradominio ou
imagem da funcao.

Muitas das propriedades que observamos em objectos do dia-a-dia sao exemplos de funcgoes.

Exemplo.

1. A cor dum prédio é um exemplo duma funcao. Aqui, a regra de transformacao é directa
(basta olhar para o prédio para saber a sua cor); os objectos desta func¢ao sao prédios
e as imagens sao cores. O dominio da funcao é o conjunto de todos os prédios; o seu
contradominio é o conjunto de todas as cores de que ha prédios.

2. A marca dum automovel é outro exemplo duma funcao. Dado um automoével, podemos
determinar a sua marca, por exemplo lendo-a no livrete. Obtemos assim uma regra de
transformacao que associa a cada automével a sua marca. Esta fungao tem como dominio
o conjunto de todos os automodveis e como contradominio o conjunto de todas as marcas
de automoéveis.

3. Uma receita de cozinha também ¢é um exemplo duma funcao. De facto, uma receita
indica precisamente uma forma de transformar objectos (os ingredientes) num resultado
final (um prato). E uma funcao muito particular, ja que apenas pode ser aplicada a
um objecto; o seu dominio contém apenas um elemento — a combinagao de ingredientes
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necessaria para preparar o prato — e o seu contradominio também — contém apenas o
prato que a receita prepara.

Quando nos dirigimos a um estabelecimento comercial, o valor que pagamos é calculado
com base nos produtos que pretendemos adquirir. Dito doutra forma, o total a pagar
é funcao das compras. A regra de transformacao em causa é a féormula que diz como
determinar o valor a pagar, dependendo dos produtos.

Esta funcao faz sentido para conjuntos de produtos do estabelecimento. Assim, o seu
dominio contém todos os conjuntos possivels de produtos do estabelecimento. O seu
contradominio é o conjunto de todas as quantias em dinheiro que podem ser pedidas
como pagamento.

O calculo do imposto sobre o rendimento a pagar no final de cada ano é feito com base
nos rendimentos obtidos por cada contribuinte. Este calculo é feito através duma féormula
bastante complicada, mas depende apenas desses rendimentos; assim, é mais uma vez
exemplo duma funcao. O dominio desta funcao é o conjunto de valores possiveis do
rendimento de alguém (teoricamente, todos os nimeros positivos); o contradominio é o

conjunto dos valores possiveis do imposto a pagar (que, mais uma vez, em teoria é o
conjunto de todos os nimeros positivos).

Uma sucessao é uma funcao que transforma cada nimero natural n no termo de ordem n
da sucessao. Esta funcao é de natureza mais matematica que as anteriores; dada uma
sucessao u, o seu dominio é o conjunto N dos niimeros naturais e o seu contradominio é
o conjunto de todos os valores possiveis de u,,.

Em Anélise Matematica, estamos interessados em particular em fungoes que transformam

nimeros reais em numeros reais. Tipicamente, estas funcoes correspondem a regras de trans-
formagao envolvendo operagoes matematicas, como seja: “somar 2”7, “multiplicar por 5”7 ou
“calcular o logaritmo”. Nestas funcoes, o seu dominio é o conjunto dos ntimeros para os quais
a operacao descrita faz sentido — nao podemos dividir por zero ou tirar a raiz quadrada dum
nimero negativo, por exemplo — e o contradominio é o conjunto dos seus resultados possiveis.
Tipicamente, estas funcoes sao abstraccoes de fungoes associadas a problemas concretos que
queremos estudar; no contexto da Andlise Matematica, ignoramos o problema e centramo-nos
apenas na fungao.

Exemplo.

1. A funcao “somar um” é uma funcao que esta definida para todos os nimeros reais e que

tem como resultados possiveis todos os niimeros reais: por um lado é possivel somar um
a qualquer numero real; por outro, os resultados que se podem obter também sao todos
0s numeros reais.

Imagine-se a seguinte situacao: uma pessoa estd num semaforo a contar os automoéveis
vermelhos que passam nesse semaforo. Esta fungao é a regra de transformacao que é apli-
cada de cada vez que passa um automével vermelho (soma-se um ao total de automéveis
que ja tinham passado). Embora este exemplo possa parecer artificial, corresponde de
facto a uma situacao que ocorre vezes sem conta em situacoes reais de sistemas contro-
lados por computador.

A funcao “multiplicar por 3” é outra funcao que esta definida para todos os niimeros reais
e que também tem como resultados possiveis todos os nimeros reais. O seu dominio e
contradominio sao ambos o conjunto R de todos os niimeros reais.
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Imagine-se a seguinte situagao: um produto é vendido numa mercearia a €3 por quilo.
Esta funcao é a regra de transformagcao que é aplicada para determinar o prego (em euros)
a pagar por um produto (em quilos).

3. A funcao “multiplicar um numero por si proprio” estd definida para todos os nimeros
reais, mas devolve como resultado apenas numeros positivos ou zero. Assim, o seu
dominio é o conjunto R dos niimeros reais, mas o seu contradominio é o conjunto dos
reais maiores ou iguais a zero.

Esta fungao corresponde a regra que permite calcular a drea dum quadrado conhecendo
o comprimento do seu lado.

2.2 Representacao de funcoes

Uma vez que as fungoes de nimeros reais podem ganhar uma complexidade muito elevada, é
conveniente ter uma notagao préopria para as representar. Em primeiro lugar, é habitual dar
nomes as funcgoes, geralmente as letras mintsculas f, g ou h; para representar o valor que a
funcao associa a um objecto, escrevemos o nome da funcao seguido do objecto entre paréntesis.

Pensemos na funcao “somar 1”7 e chamemos-lhe f. Se escolhermos um nimero qualquer, o
calculo do valor da funcao é feito escrevendo “+1” a frente desse numero:

f)y=1+1  fB)=3+1 f @) = §+1,

e assim por diante. Escolhendo um simbolo arbitrario x para representar um ntumero (qual-
quer), é natural dizer que se tem

fx)=%+1.

Tipicamente, utiliza-se para esta finalidade uma letra do final do alfabeto: x, y ou z. Assim,
poderiamos definir esta funcao pela férmula f(x) = = + 1. E porém fundamental perceber que
nesta formula a letra x é apenas um simbolo para representar o niimero que é fornecido como
argumento da fungdo. A maneira mais correcta de ler a expressao f(z) = x + 1 serd ler “x”
como “‘um numero”: “a funcao f aplicada a um nimero devolve esse niimero mais um”. E
completamente equivalente escrever

f@) =+l [ =g+l [ =2+l fl)=etl  f()=-+1.

A 1ltima versao é alids usual nalguns contextos de aplicacao da Anélise Matematica.

A vantagem desta notagao é que calcular valores da fungao se resume a substituir o simbolo
usado para o argumento pelo seu valor. Por exemplo: se f(z) =x + 1, entao f(2) =2+1=3
(substituimos x por 2); f(9) = 9+1 = 10 (substituimos x por 9). Pode até ser relevante calcular
valores de expressoes mais estranhas, como a ou x + y; o processo ¢ o mesmo: substituir o
simbolo (neste caso z) pelo valor em causa. Tem-se assim que f(a) = a+1e f(x+y) = x+y+1.

Exemplo.
1. A fungao “multiplicar por 3” pode ser definida como ¢(-) =3 X -, ou g(x) = 3x.

2. A funcao “multiplicar um ntumero por si préprio” pode ser definida como g(-) = - X -, ou
g(z) =z x x, ou ainda g(y) = y>.
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3. Consideremos a fungao h por h(z) = bx? — % Esta funcao esta definida para qualquer
nimero diferente de 0 (se substituirmos z por 0 obtemos a expressao %, que nao faz
sentido); o seu dominio é entdo o conjunto dos reais diferentes de 0.

Para calcular o valor de h num ponto, temos apenas de substituir x pelo valor correspon-
dente. Para calcular h(1), substituimos = por 1 e obtemos h(1) = 5(1)* — 2 = 3; para
calcular h(—2) substituimos z por 2 e obtemos h(—2) = 5(—2)* — 2% = 21.

Exercicio 1. Seja f a fungdo definida pela expressdo f(y) = (y + 1)(y + 3). Quais das
seguintes afirmacoes estao correctas?

(a) f(2) =15 (c) f(3) =18 (e) f(z) = (z+1)(2+3)
(b) f(=1)=0 (d) f(0) = f(-4) () fly) =y*+4y+3

Outra forma de representar fungoes é tabelando os seus valores. Na vida do dia-a-dia, en-
contramos muitos exemplos desta representacao de fungoes. Um exemplo é a tabela de precos
dum café: esta especifica completamente a funcao que associa a cada produto o seu preco.
Outro exemplo é um catdlogo de automoéveis, que indica para cada automével as suas carac-
teristicas — que nao sao mais do que valores de fungoes. Os registos meteorologicos existentes
sao outros exemplos de tabelas que representam funcgoes, neste caso fungoes cuja expressao
é desconhecida e que portanto sé podem ser determinadas experimentalmente: temperatura
maxima e minima, precipitagao, etc.

A utilidade do uso de tabelas prende-se essencialmente com a facilidade em obter os valores
da funcao. Antes da invencao das méaquinas de calcular, eram de uso corrente livros contendo
valores tabelados de varias fungoes usadas constantemente na Engenharia cujo cédlculo nao
era pratico (notavelmente os logaritmos, mas também diversas fungdes trigonométricas). Uma
tabela de logaritmos podia ocupar integralmente um livro de trezentas péginas.

Hoje em dia ja ninguém usa tabelas de logaritmos ou funcoes trigonométricas devido a
generalizagao da calculadora e do computador. Contudo, o funcionamento destes assenta no
mesmo principio: a retencao em memoria de gigantescas tabelas contendo valores suficientes
daquelas fungoes para permitir obter directamente os seus valores em muitos pontos, e reduzir
os calculos necessdrios para obter os valores noutros pontos.

Quando o dominio da funcao cresce, porém, comeca a ser incomportavel para um ser
humano gerar (e arquivar!) tabelas contendo os seus valores. Para além disso, muitas vezes
o que se pretende é ter uma ideia qualitativa do comportamento da funcao: onde é que ela
aumenta, onde é que diminui, como é que se comporta quando o seu argumento toma valores
muito elevados. .. Um dos objectivos da Anadlise é responder de forma precisa a estas questoes;
mas na pratica muitos problemas podem ser resolvidos aproximadamente de forma mais que
satisfatoria apenas recorrendo a outro tipo de representacao de fungoes: os graficos. Mesmo
para um estudo tedrico e mais formal, o grafico é um poderoso auxiliar da intuicao que deve
sempre ser aproveitado.

Para desenhar o grafico duma func¢ao, vamos fixar um sistema de coordenadas no plano
tragando duas rectas perpendiculares (eizos), uma horizontal e outra vertical. O eixo horizontal
vai corresponder aos objectos da funcgao, o eixo vertical as imagens. Os valores sao medidos
a partir da intersecgao dos eixos (a origem do referencial), sendo positivos para a direita ou
para cima e negativos para a esquerda ou para baixo.
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Por convengao, usamos a letra x para representar os argumentos da fungao e a letra y para
os resultados. O gréfico da fungao é o conjunto de pontos (x, y) satisfazendo y = f(z); ou seja,
escolhendo um valor para o argumento (medido no eixo horizontal), calculamos a sua imagem e
medimos esse valor no eixo vertical. Finalmente, assinalamos o ponto correspondente (definido
como a intersecgao das rectas perpendiculares aos eixos que passam pelos valores medidos).

Vejamos alguns exemplos. Considerando a funcao definida por f(x) = = + 1, temos que
f(0) =1, f(1) = 2, f(—=1) = 0 e f(2) = 3, entre outros. Tabelando estes valores (e mais
alguns), obtemos a seguinte tabela.

z |-3 -2 -1 01 23
f@)-2 -1 0 1 2 3 4

Vamos agora marcar estes pontos num referencial, conforme ilustrado na Figura 2.1 (a), e
uni-los por uma curva, como se vé na Figura 2.1 (b). A linha que une os pontos é o grafico da
funcao.

Koy L]
e ]
R L]
1@
X
t t L g } } >
_$ -g -1 1 2 3
e

Figura 2.1: Gréfico da fungao definida por f(x) =z + 1.

Este método é o método usado pelas calculadoras graficas e pela maioria dos programas de
computador que tragam graficos. E um método simples e que funciona bem para fungoes pouco
complexas; porém, para expressoes mais complicadas pode gerar resultados errados. Veremos
mais adiante exemplos desse tipo e estudaremos técnicas mais poderosas para lidar com essas
situacoes.

Vejamos mais alguns exemplos de gréaficos de fungoes.

Exemplo.

1. Seja g a fungao definida pela expressao g(x) = x? — 2. Esta funcio estd definida para
todos os niimeros reais. Vamos comegar por tabelar alguns dos seus valores.

x |-3 -2 -1 0 1
glz) | 7 2 -1 -2 -1

2 3
27
Esta tabela parece indicar que o valor da funcao num ponto x ¢é igual ao seu valor no
ponto simétrico —x. Podemos verificar que tal se passa: se calcularmos o valor de g(—x)
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(que se obtém, recorde-se, substituindo na definigdo de g o simbolo z pela expressao —x)
obtemos

g(=z) = (-2)* —2=2"—2=g().

Uma funcao com esta propriedade diz-se uma fun¢ao par. Em termos geométricos, o
que isto significa é que o grafico de g tem um eixo de simetria: os pontos do gréfico
correspondentes a x e —zr tém a mesma imagem, ou seja, sao dois pontos a mesma
distancia do eixo vertical (um para cada lado) e & mesma altura. Assim, o eixo vertical
é um eixo de simetria da fungao.

Para tracar o grafico, também é 1til saber em que ponto é que este intersecta o eixo
horizontal, ou seja, em que pontos é que se tem g(x) = 0. Resolvendo a equagao corre-
spondente, obtemos

g2) = 0= 1 —2=0<= 2> =2 = = +V2,

donde os pontos (\/5, O) e (—\/5, 0) pertencem ao grafico de g. Recorde-se que v/2 ~ 1.41,
o que para esbocar um grafico é uma aproximacao suficiente.

Marcando os pontos num referencial e unindo-os por uma curva, obtemos o grafico se-
guinte.

gﬁy XZ'Z/
2 *
H 6__
@ 2 .
} —o— ——t——+> >
302 3| i 2 3
_2T

. Seja agora f a fungao definida pela expressao f(z) = z® — 3z. Comecamos novamente

por tabelar alguns valores desta funcao.

x | -3 -2 -10 1 2 3
fl@)]-18 =2 2 0 —2 2 18

De acordo com a tabela, esta funcao tem uma propriedade um pouco diferente da anterior:
o seu valor num ponto x é simétrico do seu valor no ponto simétrico —z. Vamos novamente
verificar que tal se passa em geral:

fl=2)=(—2)® =3(—z) = =2 + 30 = — (2" — 32) = — f(z).

Uma funcao com esta propriedade diz-se uma fun¢ao impar. Em termos geométricos,
isto significa que o grafico de f é simétrico, mas agora em relagao a origem: os pontos
do gréfico correspondentes a z e —x estao a mesma distancia do eixo vertical (um para
cada lado) e & mesma distancia do eixo vertical (um para cada lado).
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O valor desta funcao em 0 é 0, mas o seu grafico tem mais intersec¢gbes com o eixo
horizontal. Resolvendo a equagao f(x) = 0, obtemos

f#)=0<=2’-32=0<= 2 (2" —-3) =0
<:>x:00ux2:3<:>x:00ux::|:\/§,

donde os pontos (\/5, 0) e (—\/g, O) também pertencem ao grafico de f. Recorde-se que

V3~ 1.7,

Marcando os pontos num referencial e unindo-os por uma curva, obtemos o grafico se-

guinte.
A A
1277 1277
8+ 8+
4+ 4+
‘ ' x Y X
@ f L 4 f *+—1+> f >
A S N N d 2 3 -3 1
44+
-8+

3. Vamos agora ver uma fun¢ao mais complexa: a funcao f que esta definida pela expressao
flz) =2x+ % Esta funcao esta definida para x # 0, uma vez que nao podemos calcular
o valor %. Podemos também observar que

donde a funcao é impar. Assim, basta-nos esbocar o grafico para x positivo e completa-lo
de forma simétrica para x negativo.

Temos também que
1
fr)=0<=22+-—=0=22"4+1=0
x

o que é impossivel; entao o grafico desta fun¢ao nao tem pontos sobre o eixo horizontal.

Vamos tabelar alguns valores de f para argumentos positivos. Observe-se que a medida
que o argumento se aproxima de 0, o valor da fungao cresce sem limite, pois a parcela %
vai tomando valores cada vez maiores; convém por isso incluir na tabela alguns valores
proximos de 0, para podermos perceber melhor o comportamento da funcao.

x‘i%%lZi’)
T T T e

Vejamos entao o grafico de f, nao esquecendo que para x < 0 ele é simétrico em relagao
a origem.

Apontamentos de Analise Matematica I



50 CAPITULO 2. FUNCOES REAIS DE VARIAVEL REAL

Ay AV fx)=2x+1/x
-. ___________________ . .......................
4L 4t
e N
of | o]
X X
! : : } | - : : : | : B
3 2 - 1 2 3 3 2 - 1 2 3
24 24
44+ 1

O tracado deste grafico ja nao é tao simples como os anteriores. Por um lado, seria
util saber por exemplo as coordenadas do ponto em que f atinge o seu valor minimo;
por outro, a fungao parece aproximar-se duma recta vertical quando x se aproxima de 0
e de uma recta obliqua quando x aumenta ou diminui. Veremos mais adiante como
estudar formalmente estas propriedades e obter representacoes graficas mais precisas
desta funcao.

4. Para terminar, seja h a fungdo definida pela expressao h(xr) = 2_412 Esta funcao esta

definida para z # 2, ja que para x = 2 temos novamente problemas em efectuar a divisao
na expressao de h(z).

Avaliando h(—z), obtemos h(—z) = =22, que ndo corresponde nem a h(z) nem a h(—z);

assim, esta fun¢ao nao é par nem impar. Na realidade, o seu grafico possui simetrias,
mas nao sao facilmente determinaveis.

Tal como atras, vamos tabelar valores de h tendo o cuidado de escolher bastantes valores
préximos de 2: perto deste ponto os valores de h(z) crescem muito rapidamente, pelo que
convém conhecer mais pontos para ter uma melhor ideia do comportamento do grafico.

z |2 -1 0 1

3
hz)| 0 —3 -1 =3 5

3

A

12
8_
4_
_‘ __________
S S J
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Exercicio 2. Seguindo o método usado nos exemplos acima, esboce os graficos das seguintes
funcoes.

(a) f(z) =3z +2 (b) flz)=Q2e+1)(z—-1)  (c) f(z)=2

Um dos objectivos desta disciplina é ser capaz de tracar com rigor graficos de fungoes
recorrendo as técnicas da Analise Matematica. Para muitos casos simples, contudo, o tragado
do grafico pode ser feito simplesmente recorrendo a conhecimentos prévios sobre o tipo de
fungdo com que estamos a lidar. Ao longo desta secgao, vamos discutir algumas familias de
fungoes comuns e como esbocar rapidamente o seu grafico.

Funcoes constantes. Suponhamos que f é uma funcao tal que f(z) toma sempre o mesmo
valor. Chamando a a esse valor, temos que os pontos do grafico de f estao todos a mesma
altura — a altura correspondendo ao ponto a sobre o eixo dos y. Entao o grafico de f é uma
recta horizontal, que estd acima do eixo horizontal se a > 0, abaixo desse eixo se a < 0 e
coincidente com o eixo se a = 0 (Figura 2.2).

Ay Ay Ay

al fx=a>0

| Xe
| Ko

a f(x)=a<0

(a) (b) (c)

Figura 2.2: Gréfico da fun¢ao f(z) =a com a >0 (a), com a <0 (b) e a =0 (c).

Funcoes afim. Uma classe muito importante de fungoes é a daquelas em que o valor varia em
proporc¢ao directa com o argumento, eventualmente acrescida de uma parcela constante. Este
tipo de fungoes ocorre muitas vezes na vida real. Por exemplo: os impostos sao tipicamente
calculados como uma percentagem fixa dum valor base (dando origem a uma rela¢do do estilo
I = kxV,onde I é o valor do imposto a pagar, V' o valor base e k a taxa de imposto),
eventualmente reduzido duma parcela fixa (e agora a relagao é do estilo [ = kxV — A, onde A
é a parcela a abater). Também referimos o exemplo dos precos dos produtos vendidos a granel,
que sdo obtidos multiplicando o argumento (peso do produto) pelo prego por unidade. Na
Fisica, muitas relacoes basicas sao desta forma, como por exemplo a primeira lei de Newton
para o movimento: F' = m X a, em que F corresponde a forca exercida sobre um corpo, m a
massa desse corpo e a a aceleracao que lhe é incutida.
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Genericamente, estamos a tratar de fungdes com uma expressao do tipo f(x) = Az + B,
onde os parametros A e B sao constantes. Estas fungoes sao conhecidas como fun¢des afim ou
funcoes lineares; uma das grandes vantagens de trabalhar com funcgoes lineares é a simplicidade
dos calculos — que leva a que haja outros contextos em que € 1til aprorimar fungoes por fungoes
afim.

Em termos gréficos, estas fungoes sao muito simples. Dados dois pontos xy e x1, temos que
a diferenga

f(z1) — f(xg) = (Ax1 + B) — (Azg + B) = A (21 — x0)

¢é directamente proporcional a diferenca x; — xg; isto significa que quando andamos k unidades
no argumento da fungao, o valor desta varia sempre de Ak unidades. O gréafico é entao uma
linha recta.

Para tracar uma recta, basta encontrar dois pontos por onde ela passe. Fazendo x = 0,
obtemos f(0) = B, donde (0, B) é um ponto da recta. Fazendo f(z) = 0, obtemos z = —Z,
donde (—%,0) ¢ outro. Obtemos assim uma forma expedita de tracar graficos de funcoes
lineares: basta marcar aqueles dois pontos sobre os eixos e tracar a recta. A tnica excepgao
ocorre se B =0 (em que ambos os pontos sao a origem); mas ai qualquer outro valor de z nos
permite obter um ponto — por exemplo, (1, A).

A Figura 2.3 ilustra alguns exemplos de graficos de fungoes tragados desta forma.

fx)=(43)x+2  gx)=

Yy

Figura 2.3: Gréaficos de fungoes afim.

Exercicio 3. Esboce os graficos das seguintes fungoes.

(a) flz) =2—2 (b) f(z)=2x+1 (c) g(z) = =2z (d) g(x) = =5 +2

Funcoes quadraticas. A outra classe importante de fungoes para conhecer nesta fase sao
as quadréticas: funcoes cuja expressao é um polinémio de segundo grau. Os graficos destas
funcoes sao curvas, conhecidas como pardbolas, que sao importantes em diversas aplicagoes
(nomeadamente em telecomunicagoes) devido as suas propriedades geométricas.
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As parabolas sao curvas que tém sempre um eixo de simetria, embora nao sejam neces-
sariamente gréficos de fungoes pares. J& vimos atrds um exemplo (a funcao definida por
g(z) = 22 — 2); de um modo geral, as parébolas sao sempre curvas com a mesma forma do
que aquela fungdo. Os parametros que variam de fungao para fungao sdo: a orientagao (se a
abertura da pardabola estd virada para cima ou para baixo); a posigao relativamente aos eixos
(mais para a esquerda ou mais para a direita, mais para cima ou mais para baixo); e a abertura
da parabola. A Figura 2.4 mostra varios exemplos de parabolas.

Figura 2.4: Exemplos de pardbolas.

Para desenhar o grifico duma funcao quadrética f(z) = Ax? + Bz + C, basta em geral
analisar trés parametros.

(a) Sinal: a orientacdo da pardbola apenas depende do sinal do coeficiente A do termo de
segundo grau. De facto, de forma analoga ao que ja vimos no capitulo anterior, quando o
valor de  aumenta o termo z? domina; uma vez que este é sempre positivo, a funcao terd
valores cada vez maiores quando x aumenta se A > 0 e valores cada vez menores se A < 0.
Por simetria, o comportamento quando x diminui é similar.

(b) Zeros: a fungao intersecta o eixo quando f(x) = 0, o que neste caso corresponde a

—B+VB?—-4AC
24 ‘

Estes dois pontos — se a expressao denotar um nimero real — sao dois pontos do grafico.

(c) Vértice: por simetria, o ponto médio das raizes é precisamente o eixo de simetria da
parabola. Ora neste ponto x tem o valor —%. Assim, a recta vertical passando por esse
ponto ¢é o eixo de simetria e o valor de f nesse ponto é o minimo ou maximo absoluto da
funcao.

Nalguns casos, ou porque nao ha raizes ou porque o vértice da funcao estd sobre o eixo
horizontal, é preciso determinar mais alguns pontos; nesse caso, como habitualmente, o mais
simples é avaliar f em dois pontos préximos do eixo.

Vejamos alguns exemplos.

Apontamentos de Analise Matematica I



54 CAPITULO 2. FUNCOES REAIS DE VARIAVEL REAL

Exemplo.

1. Comecemos por estudar a funcio f(z) = 2? + 2z — 3. O coeficiente de 2% é 1, pelo que
o grafico de f é uma parabola com concavidade virada para cima; as raizes de f sao

r=—-1+VvV1+3<—z=1ouzx=-3

e o0 eixo de simetria é z = —% = —1, sendo o minimo da fungao atingido neste ponto:
f(—=1) = —4. Com esta informacao, conseguimos desenhar o grafico de f facilmente.
\y \y

X
e o > :
¢ 14
2. Consideremos agora a funcio f(z) = —2x? 4+ 2x + 4. O coeficiente de x? é —2, pelo que

o grafico de f é agora uma parabola com concavidade virada para baixo. As raizes de f

sao
—1£v1+8
= —2+ T
e o0 eixo de simetria é x = —ﬁ = %; o maximo de f é f (%) = %. Com esta informacao,

conseguimos novamente desenhar o grafico de f sem dificuldades.

Ay Ay
92 e or2 ifx)=-2x+2x+4

T =—1loux=2

3. Vamos agora desenhar o gréifico a fungao f(x) = 2% — 2z + 1. Trata-se novamente duma
parabola virada para cima; porém, o seu eixo de simetria é xr = —% = 1, e se calcularmos

o valor de f(1) obtemos f(1) = 0. Para conseguir desenhar a pardbola precisamos de
mais informacao sobre a sua abertura; calculando os valores de f em 0 e em 2, obtemos
f(0) =1 = f(2); e com esta informagao ja conseguimos desenhar o grafico da funcao.
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v

4. Finalmente, vejamos o que se passa com a fungao f(x) = —z%+ 2x — 3. O coeficiente de
22 é —1, pelo que o grafico de f é uma pardbola com concavidade virada para baixo; e o
eixo de simetria de f é x = —ﬁ = 1; ora f(1) = —2, e sendo este o maximo absoluto
da fungao concluimos que esta pardbola nao intersecta o eixo horizontal. De facto, se

aplicassemos a féormula resolvente para obter as raizes de f, encontrariamos

 —1+y1-3

v 1

que nao denota nenhum nimero real. Tal como atras, para estimar a abertura da parabola
vamos tomar dois pontos préximos do eixo de simetria. Calculando f(0) e f(2), obtemos

f(0) = =3 = f(2); e podemos novamente desenhar o grafico de f sem mais.
Ay: Ay
+ X -
L1z
21 .
3¢ | e

Exercicio 4. Esboce os graficos das seguintes fungoes.

(a) f(z)=—22%+38 (d) h(x) =32* —2x (g) g(x) =2? =22 —1
(b) ga) = —a? (€) fx) =202 —1 () f(r) = a2 — 1
(c) h(z) =322 +2z —1 (f) g(x) =2*+3 (i) h(z) =2*— 10z + 25
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Funcao moédulo. Uma funcdo um pouco diferente destas é a funcao moédulo ou valor ab-
soluto. O valor absoluto dum nimero real corresponde a sua distancia a origem; dito doutra
forma, o modulo dum niimero obtém-se esquecendo o sinal desse niimero.

Formalmente, podemos definir o médulo dum niimero x da seguinte forma.

T sex >0
|z =
—xr sex <0
Vemos portanto que esta fungao se comporta como uma func¢ao afim em qualquer dos casos;
o seu grafico é entao composto por duas semi-rectas: uma a esquerda da origem, outra a direita.

Ay
34+
f(x)=Ix|
24+
1+
X
2 - 1 2
4
Exercicio 5. Como sera o gréafico da fungado f(z) = [2z|?7 E o de g(x) = |z — 1|7

Funcgao poténcia. O estudo de polinémios de grau superior a 2 ja requer o recurso as técnicas
que estudaremos adiante. Porém, o caso das funcoes x™ é simples de compreender e 1til.

Quando temos uma fungao definida por f(z) = 2™, com n um inteiro positivo superior a 2,
o grafico assemelha-se a uma pardbola, mas mais plana entre —1 e 1 e mais vertical fora desse
intervalo. No caso de n ser par, temos uma funcao par; no caso de n ser impar, temos uma
funcao fmpar — e portanto em vez de termos uma curva virada para cima ou virada para
baixo, temos os dois comportamentos de cada lado da origem (ver Figura 2.5).

Funcgoes reciprocas. Outro tipo de curva que surge com muita frequéncia em aplicacoes a
Fisica e a Engenharia é a hipérbole. Esta curva é mais uma vez um grafico duma funcao: a

funcdo f(z) = 1.

O comportamento desta fungao ¢é relativamente simples de compreender. Em primeiro lugar,
ela esta definida para x # 0. Também é simples ver que se trata duma fungao fmpar. Pensando
em valores posivitos do seu argumento, quando z = 1 a funcao também vale 1. Para valores
menores do argumento, ela cresce muito rapidamente, aumentando ilimitadamente quando x
se aproxima de 0. Quando o valor do argumento aumenta além de 1, a funcao toma valores
cada vez mais proximos de 0.

Tabelando alguns valores desta funcao, podemos verificar este comportamento e esbogar o

seu grafico, que se encontra na Figura 2.6.

c |3 331234
x4 3 2 1 5 5 1
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Figura 2.5: Graficos de (a) f(z) = 23, (b) f(z) = 2%, (¢) f(x) = 2° e (d) f(z) = x°. Observe-se

que as curvas se assemelham a pardbolas, sucessivamente mais fechadas.

Quando consideramos fungoes em que o expoente de x é mais elevado, como f(z) = $—12 ou
g(x) = x—li,,, acontece um fenémeno semelhante ao caso anterior: a curva aproxima-se do eixo
horizontal e afasta-se do eixo vertical, sofrendo uma inflexdo mais brusca perto do ponto (1,1).
Tal como atras, a fungao é par ou impar de acordo com o expoente de x. A Figura 2.7 mostra

mais alguns exemplos.

Fungoes definidas por ramos. Em muitas situacoes, as fungoes nao sao definidas por uma
Unica expressao em todo o seu dominio. Vimos ja um exemplo duma funcgao deste estilo —
a funcao modulo, cuja regra de calculo é diferente consoante o seu argumento é positivo ou

Figura 2.6: Gréfico da funcao f(z) = 1.
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A YA | fx)=1x Ay|f(x)=1/x*

Mix)=1ne T T
4 44+ 44
21 24 2+

T X T X T X

-4| T -2| T | T 2| T L -4l -2 T | T 2[ T ;’ -4I 1 -é 1 T é 1 4| _—
24 24 24
44 1 44

Figura 2.7: Gréficos de f(z) = & (a), f(z) = 25 (b) e f(z) = & (c).

negativo. Estas fungoes dizem-se funcoes definidas por ramos.

Um exemplo bastante simples duma funcao definida por ramos ¢é a fun¢ao de calculo do IRS:
consoante o valor do rendimento dum contribuinte, é-lhe atribuido um escalao; a percentagem
de imposto a pagar (ou seja, a regra que determina o valor da fungdo) depende desse escaldo.

Outro exemplo também bastante comum é o preco de servicos como fotocépias, cujo preco
unitario diminui com a quantidade. Mais uma vez, é preciso olhar primeiro para o valor do
argumento para saber como calcular a funcao.

Tipicamente, as funcoes definidas por ramos apresentam-se com uma chaveta agrupando as
diferentes expressoes para cada ramo, juntamente com a indicagao dos valores do argumento
para que sao validas. Exemplos de funcoes deste tipo sao as funcoes f, g e h abaixo definidas.

3 r < —1

x+1 x>0 -2 <1
x) = x) = - hz)=<22—-1 —-1<x<?2
/() {2x—1 z <0 9(x) {a:—2 z>1 (z) o =T
4—x x>2

Para tracar o grafico de funcoes definidas por ramos, apenas é preciso desenhar o grafico da
funcao que define cada ramo no intervalo respectivo. Nos pontos limite, é tradicao assinalar
com uma bola (e) o ramo que contém o limite e com um circulo aberto (o) o ramo que nao
contém o limite. A Figura 2.8 apresenta os graficos das trés fungoes acima definidas.

Nesta altura, a construcao destes graficos deve ser ja uma tarefa relativamente mecanica.

Exercicio 6. Esboce os graficos das seguintes funcgoes definidas por ramos.

(a) f() r <3 (©) glx) r+2 <1 r—2 0<z<2

a T) = c T) =

3 1>3 g Lo oas1 () hz)={0 2 <z <4
r—4 x>4

r+3 x>2 2 —=2x x>1

<b>f<m>={f”2 v <d>g<x>={'°””' vl
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Figura 2.8: Exemplo de trés fungoes definidas por ramos.

Translagoes. Para terminar, vamos ver duas operagoes sobre funcoes que tém um significado
grafico muito simples.

Consideremos duas fungoes f e g tais que g(x) = f(z) + k, para todo o valor de z, sendo k
um real fixo. Graficamente, significa isto que todos os pontos do grafico de g estao k£ unidades
acima (ou abaixo, se k for negativo) do ponto correspondente do grafico de f. Entao, o gréfico
de g pode ser obtido deslocando verticalmente o grafico de f.

Por exemplo: para obter o grifico da funcio g(x) = x® + 2, vamos partir do grafico de
f(x) = x®, que ja construimos atras, e deslocd-lo duas unidades para cima (Figura 2.9 (a));
para construir o gréfico de g(z) = % — 3, deslocamos o gréfico de f(x) = % trés unidades para
baixo (Figura 2.9 (b)); e para obter o grafico de g(z) = |z| — 1 vamos deslocar o grafico de
f(z) = |z| uma unidade para baixo (Figura 2.9 (c)).

34+
(=1
2+
1+
X
2 - 1 27
LS

Figura 2.9: Gréficos de funcoes obtidas por translacao na vertical.

A segunda transformacao é também uma translacao, mas na direccao horizontal, e ocorre
quando duas fungoes f e g satisfazem a relacdo g(x) = f(z + k). Neste caso, se (z,y) for um
ponto do grafico de f, entdo o gréfico de g tem um ponto (z — k,y): o valor de g em (z — k)
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corresponde precisamente ao valor de f em (x — k) + k = . Uma vez que isto se passa para
todos os pontos do grafico, conclui-se que o grafico de g corresponde ao grafico de f deslocado
k unidades para a esquerda (ou para a direita, se k for negativo).

Vejamos alguns exemplos. Se tomarmos g(z) = (x + 2)3, temos que g(z) = f(x + 2) para
f(x) = 23; entdo o gréafico de g obtém-se por translacao do grafico de f duas unidades para a
esquerda (Figura 2.10 (a)). Para g(z) = L5, temos a relagdo g(z) = f(z —3) com f(z) =1,
pelo que vamos deslocar o grafico daquela fungao trés unidades para a direita (Figura 2.10 (b)).
Finalmente, o grafico de g(x) = |x—1| obtém-se deslocando o gréfico de f(z) = |z| uma unidade
para a direita (Figura 2.10 (c)).

| Ao

Figura 2.10: Gréficos de funcoes obtidas por translacao na horizontal.

Estas operagoes podem ser uteis para construir graficos de fungoes mesmo em situagoes
em que poderiamos utilizar outras técnicas. Por exemplo, os graficos construidos acima de
g(z) =2? —2 e f(x) = 2% — 2z + 1 poderiam ambos ter sido desenhados como translagoes do
grifico de h(z) = z%: de facto, tem-se g(z) = h(z) —2 e f(x) = (x + 1) = h(x + 1). Deixa-se
ao cuidado do leitor verificar que os graficos anteriormente obtidos sao de facto os mesmos que
se encontrariam por este processo.

Também ha fungoes que combinam as duas formas de translacao. Por exemplo, o gréfico

de g(z) =3+ #2 pode-se obter a partir do gréfico de f(z) = % deslocando este duas unidades
para a esquerda (obtendo-se h(z) = #2) e depois trés para cima. Com um pouco de pratica,

o numero de fungoes cujos graficos se conseguem desenhar rapidamente aumenta bastante.

Exercicio 7. Esboce os graficos das seguintes fungoes.

(8) flz) =2% -2 (c) g(a) =1+1 (¢) hz) =2+ %
(b) f(z) = [z —1]+2 (d) g(x) = (x+1)* =2 () h(z) = || =2
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2.3 Introducao ao estudo de funcoes

Nesta seccao vamos introduzir os conceitos essenciais do estudo de fungoes. Mais adiante
discutiremos as ferramentas da Analise Matemédtica que nos permitem estudar estas e outras
propriedades de forma sistematica; porém, muitas delas possuem um significado fisico que
¢ muito claramente interpretavel em termos de graficos. Assim, vamos ver como podemos
determiné-las, ainda que informalmente e por vezes sem o mais completo rigor, a partir da
andlise de graficos de funcoes.

Onde for possivel, apresentaremos desde ja os métodos mais formais para resolver os mesmos
problemas.

2.3.1 Dominio e contradominio

Vamos agora debrugar-nos um pouco mais sobre a questao da determinagao de dominios e
contradominios de fungoes. Recordemos as definicoes destes conceitos.

Definicao. Seja f : R — R uma fungao real de varidvel real. O dominio de f é o conjunto Dy
dos valores de = para os quais é possivel calcular o valor de f(x).

O contradominio de f, ou imagem de f, é o conjunto f(R) de todos os valores de f(x).
Uma funcao diz-se sobrejectiva se o seu contradominio for o conjunto R.

A notagao f : R — R significa que f é uma func¢ao que recebe como argumento um ntimero
real e devolve como resultado outro niimero real. Em geral, a notacao f : A — B indica que f
recebe argumentos de A e devolve resultados em B; assim, por exemplo, uma sucessao u pode
ser vista como uma func¢ao u : N — R.

As determinagoes do dominio e contradominio duma funcgao fazem-se de forma bastante
diferente. O dominio é normalmente determinado por via analitica; o contradominio é deter-
minado por via grafica.

Comecemos pelo contradominio. O grafico de f é composto pelos pontos (z, f(x)), ou seja,
por pontos cuja abcissa (primeira coordenada) é um elemento do dominio de f e cuja ordenada
(segunda coordenada) é um elemento do contradominio de f. Entao o contradominio de f é
precisamente o conjunto dos valores de y para os quais ha um ponto no grafico de f. Por
outras palavras, se “espalmarmos” o grafico de f na vertical, o seu contradominio é a parte do
eixo dos yy que fica coberto pelo grafico “espalmado”.

A Figura 2.11 mostra os graficos de algumas fungoes que ja vimos anteriormente.

O grafico da fungao f(x) = 2z — 1 é uma recta obliqua. Isto significa que para cada valor
de y é possivel determinar um ponto (z,y) no grafico de f. Entao o contradominio de f é o
conjunto R de todos os nimeros reais; em particular, f é sobrejectiva.

O segundo gréfico ja ¢ um pouco diferente. Trata-se da funcao f(x) = —2z% + 2z + 4,
que corresponde a uma parabola virada para baixo. O gréfico desta funcao passa por todos os
valores de y menores que g (o méximo da fungao) mas nao atinge nenhum valor superior a este;
o contradominio de f é entao o conjunto dos nimeros reais menores ou iguais a %, denotado
por ]—oo, %}, e f nao é sobrejectiva.

O terceiro grafico corresponde a funcao f(z) = 2z + 1/x. Neste caso, vemos que os valores
da fungao comegam por crescer até cerca de —3, mas depois a funcgao atinge um maximo e o
seu grafico torna-se uma curva descendente; quando o argumento é positivo, a funcao comeca
por decrescer até um pouco abaixo de 3, atingindo um minimo e voltando a subir. Para os
valores de y proximos de 0, nao ha nenhum ponto no gréafico de f.

Apontamentos de Analise Matematica I



62

CAPITULO 2. FUNCOES REAIS DE VARIAVEL REAL

f(x)

AV fx)=2x+1/x

_________

| e

Figura 2.11: Determinacao do contradominio duma funcao a partir do seu grafico.

Neste caso nao conseguimos escrever explicitamente o contradominio de f, pois nao conhe-
cemos exactamente os valores em que a funcao tem extremos; mais adiante veremos como os
podemos determinar exactamente. Podemos, contudo, afirmar que f nao é sobrejectiva.

Exercicio 8. A partir dos graficos das seguintes fungoes, construidos anteriormente, indique
os seus contradominios. Quais destas fungoes sao sobrejectivas?

(a) f(z) =2z +1)(z—1)

(b) g(z) =

() h(z) = |2] -2

r+2 <1
% r>1

Antes de prosseguir, convém rever alguma notacao para conjuntos de nimeros reais. Ja
vimos anteriormente que o simbolo R denota o conjunto dos niimeros reais; por vezes também
se usam os simbolos Rt e R~ para denotar os conjuntos dos reais positivos e negativos, res-

pectivamente.

Uma notacao mais geral é a notacao de intervalo. Um intervalo corresponde a um conjunto
de reais entre dois limites. Existem nove tipos de intervalos, correspondendo as diferentes

Intervalo | Significado Descrigao
la, 0] a<z<b Valores entre a e b (inclusivé)
[a, b a <z <b | Valores entre a (inclusivé) e b (exclusivé)
la, b] a < x <b | Valores entre a (exclusivé) e b (inclusivé)
la, o] a<z<b Valores entre a e b (exclusivé)
la, +00] a<lzx Valores maiores ou iguais a a
Ja, +00] a<z<b Valores estritamente maiores que a
]—00, b] x<b Valores menores ou iguais a b
|—00, b] x<b Valores estritamente menores que b
]—00, +00[ R Todos os nimeros reais

Tabela 2.1: Tipos de intervalos de niimeros reais.
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combinagoes possiveis: incluindo ou nao o extremo inferior ou superior, limitado ou ilimitado
inferior ou superiormente, resumidos na Tabela 2.1.

Também ¢é habitual chamar aos intervalos que incluem o extremo fechados (a esquerda ou a
direita) e aos que nao o incluem abertos (a esquerda ou a direita). Os intervalos [a, b], [a, +00]
e |—o0, b] sdo chamados simplesmente intervalos fechados, enquanto os intervalos |a, b[, |a, +00|
e |—o0, b] sdo chamados intervalos abertos. Esta terminologia tem uma razao topolégica que
abordaremos mais adiante.

Para trabalhar com dominios e contradominios de fungoes, é frequentemente preciso realizar
operacoes com intervalos. As operacoes mais habituais entre conjuntos sao:

- uniao: AU B contém todos os elementos de A e todos os elementos de B;
- interseccao: AN B contém todos os elementos que estao simultaneamente em A e em B;
- diferenca: A\ B contém os elementos que estao em A mas nao em B.

E habitual recorrer (mais uma vez) a uma representagao grafica para trabalhar com estas
operacoes. Aqui, os niimeros reais sao representados por uma recta. Os intervalos assinalam-
se sobre essa recta; a interseccao de intervalos corresponde a zona abrangida por ambos os
intervalos em simultaneo, a uniao a zona abrangida por qualquer deles e a diferenca a zona
abrangida por um mas nao pelo outro. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo.

1. Para calcular [—1,2]U]1, 3], comegamos por assinalar os dois intervalos sobre a recta real.
Tal como atrés, usamos uma bola (e) para indicar que o extremo pertence ao intervalo e
um circulo aberto (o) para indicar que nao pertence.

A uniao dos dois intervalos corresponde a toda a regiao sombreada, ou seja, ao inter-
valo [—1, 3].

X
1 1 -
T T >

4 5 6

2. Para calcular [—1,2] N1, 3], assinalamos como atras os dois intervalos sobre a recta real.
A uniao dos dois intervalos corresponde a regiao assinalada com o sombreado mais escuro,
ou seja, ao intervalo |1, 2].

X
-
-

!
T T

4 5 6

3. Para calcular [—1,2]\]1, 3], assinalamos novamente os dois intervalos sobre a recta real.
A diferenca entre os dois intervalos corresponde a regiao no sombreado mais claro corre-
spondente apenas ao intervalo [—1,2], ou seja, ao intervalo [—1, 1].

Apontamentos de Analise Matematica I



64 CAPITULO 2. FUNCOES REAIS DE VARIAVEL REAL

X
>

4 5 6

E importante saber realizar estas operacoes porque na determinacao de dominios de fungoes
surgem quase sempre intersecgoes e, por vezes, unioes e diferencas de intervalos. Neste ponto,
os problemas que surgem sao relativamente simples; porém, a medida que formos introduzindo
funcoes mais complexas no nosso repertorio, o problema do célculo de dominios pode comecar
também a ser mais complicado.

Exercicio 9. Determine o conjunto designado pelas seguintes expressoes.

(a) [_272]U[_473[ (C) ]_171[\[07 1] (e) ]_S’Q]Q}_lvl[
(b) 1-3,2]N]1, 5] (d) ]-1,1[u0,2] (f) 0,5\ [2,3]
Consideremos a func¢ao f definida por f(z) = % Como ja sabemos, para que f esteja

definida é necessario que = # 3. Em termos de conjuntos, podemos escrever

Dy =R\ {3} ou Dy = |—00,3[U]3, +o0] .

Suponhamos agora que tinhamos uma fungao ¢ definida por g(x) = 122_ ;- Novamente, o
dominio de g é o conjunto de pontos em que x? — 4 # 0. Temos

44 0= P A= r#£E2,

donde
D, = R\ {-2,2} ou D, = |—o0, —2[U]-2,2[ U ]2, +o0] .

Finalmente, uma palavra de cautela: o dominio duma funcao pode estar restringido por
outras condigoes que nao a sua expressao. Imaginemos que nos encontravamos perante a
seguinte definicao da funcao h.

2?4+2 0<zr<l1
h(z) =
2—2x 1<x<3

A funcao h estd definida para valores no intervalo [0, 1] pela expressao h(z) = 2 + 2 e para
valores no intervalo [1, 3] pela expressao h(x) = 2 — 2z. Para valores fora daqueles intervalos,
nao se pode calcular h(z) pela simples razao de que nao foi dada nenhuma expressao para
aquela funcao. Neste caso, tem-se

Dy, =[0,1[U[1,3] = [0,3].
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Exercicio 10. Determine o dominio das seguintes funcoes.

(a) f(z) =2z -2 (c) g(z) = )
(b) f(@) = 25 (d) g(z) = iy S r>2

Graficamente, o dominio duma funcao corresponde ao conjunto dos pontos no eixo ho-
rizontal que tém algum ponto do grafico da fungao acima ou abaixo deles. Em geral, esta
informacao é determinada previamente, antes da construcao do gréafico; porém, em situagoes
em que a fungao é estudada a partir do seu grafico, esta forma de determinar o seu dominio é
bastante 1til.

2.3.2 Monotonia, extremos e assimptotas

Desde sempre, uma das principais motivagoes para estudar problemas que geram fungoes foi
resolver problemas de maximos e minimos: descobrir o valor do argumento que torna o valor
duma funcao tao elevado ou tao reduzido quanto possivel. O estudo deste tipo de problemas
foi um dos factores que esteve na origem do desenvolvimento do Calculo Diferencial, que seréd
o tema do Capitulo 3.

Nesta seccao vamos introduzir a terminologia relevante e mostrar como estes conceitos tém
um significado grafico muito preciso, que nos permite resolver estes problemas para todas as
funcoes que ja encontramos até agora.

Definicao. Uma funcao f : R — R diz-se mondtona crescente num intervalo se o seu valor
aumenta ao longo desse intervalo e mondtona decrescente se o seu valor diminui ao longo desse
intervalo.

Formalmente, f é mondtona crescente em [a, b] se f(z) > f(y) sempre que z e y forem dois
elementos de [a, b] com z > y; f é mondtona decrescente em [a, b] se f(z) < f(y) sempre que
e y forem dois elementos de [a, b] com z > y.

Uma fungao afim f(x) = Az + B é mondtona crescente em R se A > 0 e monétona decres-
cente no mesmo intervalo se A < 0. J4 a fungao f(x) = z* é mon6tona decrescente em |—o0, 0]
e mondtona crescente em [0, +oo[. O ponto 0, em que a fun¢do muda de comportamento, é
um extremo locall.

Definigao. Sejam f : R — R uma func¢ao e ¢ um niimero real. Se existem ntimeros reais b e
¢ tais que f é monétona crescente em [b, a] e mondtona decrescente em [a, ¢, entdao o ponto a
diz-se um mdzimo local de f; se existem nimeros reais b e c tais que f ¢ mondtona decrescente
em [b, a] e monétona crescente em |a, |, entdao o ponto a diz-se um minimo local de f.

Um ponto a que é méaximo ou minimo local de f diz-se um extremo relativo de f.

Outra defini¢ao equivalente é a seguinte: a ¢ um méximo (ou minimo) local se existe um
intervalo |b, ¢[ contendo o ponto a tal que f(x) < f(a) (ou f(x) > f(a)) para x € |b, c[.

Definicao. O numero real a diz-se o mazimo absoluto de f se f(x) < f(a) para todo o valor x
no dominio de f; a diz-se o minimo absoluto de f se f(x) > f(a) para todo o valor x no
dominio de f.

Um méximo ou minimo absoluto de f diz-se um extremo absoluto de f.
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Na prética, o termo mdzimo (ou minimo) aplica-se quer ao ponto a, quer ao valor de f(a).
E preciso ter atengao ao contexto para clarificar a qual destes valores (em geral diferentes) é
que o termo se refere.

Graficamente, estas propriedades sao muito simples de observar. Uma fun¢ao é mondtona
crescente (decrescente) num intervalo se o seu grafico é uma curva ascendente (descendente)
nesse intervalo; e atinge um maximo (minimo) local num ponto que é o mais (menos) elevado
do grafico numa regiao a sua volta.

Vejamos como é que estes conceitos se aplicam as classes de fungoes que estudamos atras.

1. As fungdes constantes tém apenas um valor; assim, esse valor é simultaneamente maximo
e minimo absoluto da funcao, e todos os niimeros reais sao extremos absolutos de qualquer
funcao constante.

2. Uma fungao afim f(z) = Az + B é monétona em todo o seu dominio, uma vez que o
seu grafico é uma recta sempre com o mesmo declive. Se A > 0, a funcgao é crescente; se
A < 0, a fungao é decrescente.

3. O comportamento das fungoes quadraticas ja é diferente. Sendo f(z) = Az? + Bx + C,

vimos que o grafico de f tem um eixo de simetria em x = —%. Se A > 0, entao este
grafico é uma parabola virada para cima; entao a funcao é decrescente em }—oo, —2%}
e crescente em [—%, —1—00[, sendo o ponto x = —% sobre o eixo de simetria o minimo

absoluto da fungao (ver Figura 2.12, (a)). Se A < 0, ent@o a parabola esta virada para
baixo, pelo que a funcao é crescente em }—oo, —%} e decrescente em [—%, 400 [, e o
ponto x = —2% é agora o maximo absoluto da funcao (Figura 2.12, (b)).

Ay Ay
T 9/2_-/ f(X)='2X2+2X+4

1 [f(x)=x*+2x-3 1

Figura 2.12: As duas orientagoes possiveis do grafico duma funcao quadratica. No caso A > 0,
o ponto sobre o eixo de simetria é um minimo; no caso A < 0, esse ponto é um maximo.

4. Em termos de monotonia, a fungao modulo tem um comportamento semelhante a uma
funcao quadratica. Uma vez que |z| > 0, o seu minimo absoluto é atingido precisamente
quando x = 0, sendo a funcao mondétona decrescente a esquerda desse ponto e mondétona
crescente a direita.

5. As fungoes com expressao x™ caem novamente em duas categorias. Se n é impar, a fungao
é monotona crescente em todo o seu dominio, nao tendo portanto extremos relativos. Se
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n é par, entao o grafico da funcao tem um eixo de simetria em x = 0 e, tal como no
caso das parabolas, o ponto sobre este eixo é o minimo absoluto da funcao. Neste caso,
a fungao é mondtona decrescente em |—oo, 0] e mondtona crescente em [0, +00].

6. A situacao relativa as fungoes com expressao # é bastante diferente.

A
Pli=1x2
ol
T X
-A T -2| | T 2[ T L
24
44

Figura 2.13: Os dois comportamentos possiveis das fungoes xln

Comecemos por considerar a fungao f(x) = < (Figura 2.13 (a)). Esta fungao ¢ decrescente
nos intervalos |—o00, 0[ e |0, +00l; porém, seria errado afirmar que é decrescente em todo
o seu dominio: considerando os pontos —1 e 1, temos que —1 < 1 mas f(—1) = —1, que
¢ menor que f(1) = 1.

Além disso, esta fungao nao tem extremos relativos. Consideremos o que se passa no ramo
em que o argumento é positivo. A funcao é decrescente e positiva, mas assume valores
arbitrariamente grandes (basta escolhermos argumentos suficientemente proximos de 0)
e valores arbitrariamente proximos de 0 (basta escolhermos argumentos suficientemente
grandes), sem contudo chegar a atingir este valor. Da mesma forma, quando o argumento
de f é negativo a funcao assume todos os valores negativos, mas nao tem extremos.

No caso da fungao definida por f(z) = % (Figura 2.13 (b)), a situa¢do ¢ semelhante,
embora ligeiramente diferente. Em termos de monotonia, estamos agora perante uma
fungdo monétona crescente em |—oo, 0] e monétona decrescente em |0, +o00l; tal como a
anterior, esta funcao nao tem extremos relativos.

Todas as funcoes com expressao fn exibem um destes dois comportamentos, consoante

n seja impar (caso de 1) ou par (caso de =).

7. Quando nos encontramos perante fungoes definidas por ramos, surge uma nova situagao:
a funcao pode atingir um extremo relativo no limite do ramo, sendo preciso efectuar essa
verificagao. Consideremos novamente os graficos das trés funcoes por ramos estudadas
anteriormente.

A funcao representada na Figura 2.14 (a) é monétona crescente em R, ndo tendo portanto
qualquer extremo relativo. J& a fungao da Figura 2.14 (b) é mondtona decrescente para
x < 0 e monotona crescente para x > 0, apresentando um minimo absoluto em z = 0
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y Ay Ay

4 —_——  +

2 24 2+
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Figura 2.14: Funcoes definidas por ramos. Estas fungdes podem ter extremos relativos nos
pontos de mudanca de ramo.

com valor —2. Em ambos os casos, o comportamento da fungao é idéntico a esquerda e a
direita do ponto de mudanca de ramo, pelo que estes pontos nao sao extremos relativos.

No caso da funcao da Figura 2.14 (c), a situacdo é diferente. No intervalo |—oo, —1[ a
funcao é constante, sendo todos os seus pontos maximos e minimos relativos; uma vez
que a funcdo nunca atinge valores superiores a 3, estes extremos sao mesmo extremos
absolutos.

No intervalo [—1,0] a funcao é decrescente. Contudo, o ponto —1 nao é um extremo
relativo, pois o valor que a fungédo toma nesse ponto (0) é inferior ao valor que toma em
pontos menores (3). Ja o ponto 0 é um minimo relativo, sendo a func¢ao depois crescente
em [0, 2].

Finalmente, o intervalo [2,+o00| é novamente um intervalo de monotonia decrescente.
Aqui ja temos um extremo relativo no ponto 2: nesse ponto a funcao atinge o valor 3,
que é superior aos valores a esquerda e a direita. Neste caso, encontramos um extremo
relativo num ponto de mudanca de ramo.

Os graficos das fungdes como f(x) = % apresentam uma particularidade interessante: a

funcao tem intervalos de monotonia que nao terminam com um extremo relativo. Visualmente,
observa-se que nestes intervalos a fungao se aproxima duma recta — uma recta vertical, quando
x se aproxima de 0, e uma recta horizontal, & medida que z aumenta ou diminui sem limite.

Quando o grafico duma funcao se aproxima duma recta, diz-se que essa recta é uma
assimptota do grafico. Mais adiante veremos como determinar assimptotas de uma forma
sistemédtica, incluindo assimptotas obliquas (que nao ocorrem nestes tipos de fungoes); neste
momento, é importante perceber o seu significado geométrico e ser capaz de as identificar
graficamente.

2.3.3 Analise de graficos de funcoes

Vamos agora por em pratica tudo aquilo que vimos nas seccoes anteriores analisando algumas
fungoes apenas a partir dos seus graficos.
Consideremos os seguintes exemplos de graficos de fungoes.
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A fungao f, cujo gréfico estd representado em (a), estd definida para todos os nimeros
reais. Até r = —2, a fungao é uma funcao afim decrescente; entre —2 e 3, a fungao decresce até
atingir o valor —3 (no ponto x = 1) e volta a subir, atingindo o valor 2. A partir do ponto 3,
a funcao é constante.

Assim, temos que
Dy =Re f(R) =[-3,+o0].

A fungao é monétona decrescente em |—o0, 1] e mondtona crescente em [1, 3], atingindo o seu
minimo absoluto em x = 1.

A funcdo g, cujo gréfico estd representado em (b), também estd definida para todos os
nimeros reais, sendo o seu dominio portanto R. A funcao é constante com valor 4 até r = —4,
decrescendo depois até x = —2; al o valor da funcao salta para —5, subindo depois cada vez
mais lentamente até se aproximar do valor 5.

Novamente D, = R. Quanto ao contradominio, observe-se que a funcao tem um minimo
absoluto de valor —5; por outro lado, embora se aproxime do valor 5, nunca o atinge — a recta
y = 5 é uma assimptota horizontal (a direita) do gréfico de g. Entao g(R) = [-5,5]. A fungao
¢ ainda mondtona decrescente no intervalo [—4, —2[ e monétona crescente em [—2, 00|, tendo
um minimo absoluto com valor —5 em z = —2 e um méaximo relativo com valor 4 para todos
os valores de x até —4.

Finalmente, a fungao h, cujo gréfico se apresenta em (c), é composta por trés ramos que
no seu conjunto cobrem todos os numeros reais. No primeiro ramo, a fungao cresce muito
lentamente desde 1 (valor que nunca chega a atingir) até z = 0, onde toma o valor 2. Entre 0
e 1 (sem incluir os extremos), é constante de valor 3; finalmente, a partir de z = 1, a funcao é
uma funcao afim decrescente.

Tem-se

Dy, =R e h(R) =]—00,—1]U]1,2]U{3}.

De facto, os valores menores que —1 sao imagem do trogo final da fungao; o segundo intervalo
corresponde ao troco x < 0, onde a funcao toma os valores todos entre 1 e 2 sem contudo
atingir 1 (mas tomando o valor 2). O valor 3 é o valor de h no trogo em que é constante.

Esta fun¢ao é monétona crescente em |—o0, 0] e monétona decrescente em [1, +00], tendo
maximos relativos em todos os pontos do intervalo ]0,1[. A recta y = 1 é uma assimptota
horizontal (& esquerda) do gréfico de f.
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Exercicio 11. Estude as fungoes cujos gréficos se apresentam na figura seguinte.

y=f(x)

2.4 Funcao exponencial e funcoes trigonométricas

Embora a Analise Matematica se debruce sobre o estudo de todas as fungoes reais de variavel
real, ha um conjunto de funcoes que tendem a ocorrer com bastante mais frequéncia do que
outras, quer por questoes ligadas as aplicagoes (s@o fung¢oes que modelam comportamentos do
mundo real), quer por questoes de complexidade (sao fungoes simples para efectuar calculos, e
portanto usadas para aproximagdes), quer por questoes mais tedricas mas com impacto pratico
(surgem como resolu¢ao de problemas concretos).

Nas seccoes anteriores falamos de funcgoes afim, quadraticas e poténcias; todas estas funcoes
sao casos particulares de polindmios ou funcoes polinomiais. Um polinémio é uma fungao cuja
expressao pode ser escrita apenas usando poténcias e multiplicacao por constantes; com as
ferramentas de que dispomos neste momento nao nos é possivel tratar polinémios em geral, pelo
que nos cingimos aos casos discutidos atras. Estas fungoes sao contudo de grande importancia,
ja que sao as mais simples de toda a classe das fungoes reais em termos computacionais e,
por esse motivo, sao extremamente utilizadas na pratica em contextos requerendo calculos
aproximados. Os polinémios tém ainda a vantagem de serem fungoes definidas para qualquer
nimero real.

Outro tipo de funcao que encontramos foram as funcoes reciprocas, ou poténcias de ex-
poente negativo: fungoes com expressoes como %, 3%2 e similares, que podem também ser
escritas na forma z~!, 272, e assim por diante. Estas func¢oes nao sao polindmios (em particu-
lar, ndo estao definidas para todos os nimeros reais), mas sdo um caso particular de fungoes
racionais: fungoes que podem ser definidas como quociente (ou divisao) de dois polinémios.

42 2_ ¢

Outros exemplos de funcdes racionais que ji encontrdmos sao f(z) = 755, f(z) = =

flx) = % Estas funcoes surgem com grande frequéncia na modelacao de problemas con-
cretos, e tendo um comportamento substancialmente diferentes dos polindémios exigem um
tratamento proprio.

Nesta seccao vamos discutir dois novos tipos de fungoes: as fungoes exponenciais e as

funcoes trigonométricas. Estas funcoes sao mais uma vez bastante diferentes de todas as que ja
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encontramos; e sao de particular interesse quer por motivos tedricos, quer por motivos praticos.
As suas propriedades analiticas levam a que sejam solugoes de muitos problemas concretos,
pelo que exponenciais, senos e cosenos sejam funcoes recorrentes em areas tao diversas como a
Fisica, a Estatistica, a Economia e a Biologia. A funcao exponencial tem um papel importante
nos modelos matematicos da Economia, enquanto as fungoes trigonométricas estao na base das
séries de Fourier, que sao uma ferramenta fundamental em Electrotecnia e Telecomunicacoes.

2.4.1 Funcao exponencial

Uma das operacoes aritméticas definida sobre niimeros reais é a poténcia: a’. Até agora,

consideramos a funcao que se obtém a partir desta operagao mantendo o expoente constante
e fazendo variar a base: 2%, 23, 2° sao exemplos de funcoes deste tipo.

Outra forma de obter uma funcao definida com base na operacao de potenciacao é manter
a base constante, mas permitir que o expoente varie. Obtém-se assim func¢oes como 2%, 3*
ou 10*.

Estas fungoes exibem todas um comportamento muito semelhante, substancialmente dife-
rente de todas as que encontramos até agora. Por motivos que se tornarao claros mais adiantes,
a funcao exponencial por exceléncia é a que tem por base o niimero e, conhecido como niimero
de Neper, que encontramos ja no contexto das sucessoes; de facto, esta é a exponencial “mais
simples” (num sentido muito concreto que é universalmente aceite) a qual todas as outras se
reduzem como teremos oportunidade de ver mais adiante.

A funcao exponencial é uma funcao que esta definida para todos os nimeros reais: uma
vez que o numero e é positivo e podemos tomar poténcias de qualquer expoente com base e.
Das regras operatérias das poténcias, sabemos em particular que e? = 1, e! = e, ¥ = e%e¥ e
et = eiz Decorre daqui que € > 0 para todos os niimeros reais x, tendo-se e* > 1 para x > 0
e e® < 1 para x < 0. Da relacao e*¥ = e%¢¥ decorre ainda que a funcao é mondtona crescente
em todo o seu dominio: se y > 0 entdo x +y > x e €Y = e%e¥ > e” porque eV > 1.

O gréafico da fungao exponencial é entao uma curva com assimptota horizontal + = 0 a
esquerda e que cresce muito rapidamente para valores positivos de x (mais rapidamente, na
realidade, do que qualquer poténcia ™. O seu contradominio é portanto o intervalo |0, +o0|
dos reais positivos e a fungao nao tem extremos relativos. A Figura 2.15 mostra o grafico desta
funcao.

| Ko

Figura 2.15: O grafico da fungao exponencial.
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Todas as fungoes exponenciais da forma a®, com a > 1, tém graficos semelhantes. O
crescimento é tanto maior quanto maior for a; para tragar o gréfico, a melhor referéncia é
sempre o valor da fungao no ponto 1 (que é precisamente a).

Quando a < 1, o comportamento da exponencial inverte-se: agora a recta xz = 0 ¢é
assimptota horizontal a direita e a fungao é monotona decrescente. O gréafico de referéncia
agora é a fungao f(x) = (1)x = e ", que se obtém do anterior por uma reflexao em relacao ao

e
eixo das ordenadas.

Figura 2.16: O grafico da funcao exponencial negativa.

2.4.2 Funcoes trigonométricas

As fungoes trigonométricas podem ser definidas de varias formas, todas elas equivalentes.
Historicamente, surgiram da observacao de propriedades geométricas de triangulos que sao
invariantes relativamente a mudancgas de escala; é essa abordagem que seguiremos nesta apre-
sentacao.

Um dos resultados sobre triangulos conhecido desde a Antiguidade é o seguinte: dois
triangulos com todos os angulos iguais sao semelhantes, ou seja, podem ser transformados
um no outro apenas por via duma mudanca de escala (ampliagdo ou reducao). Uma vez que
a soma dos angulos internos dum triangulo é 180°, basta verificar que dois triangulos tém dois
angulos iguais para concluir que o terceiro também serd necessariamente igual aqueles dois e
que os triangulos serao portanto semelhantes; pensando em triangulos rectangulos, chegamos
a seguinte conclusao: dois triangulos rectangulos com um angulo agudo igual sao semelhantes.

De facto, dois triangulos rectangulos tém automaticamente um angulo recto, pelo que se um
dos outros dois angulos também for igual nos dois triangulos o terceiro sé-lo-a4 automaticamente.
Isto significa que, se as medidas dos lados de um deles forem a, b e ¢, entao as medidas dos
lados do outro serao k x a, k X b e k X ¢, respectivamente, para um ntmero real fixo k (ver
Figura 2.17).

Desta observacao podemos tirar duas conclusoes. Em primeiro lugar, conseguimos carac-
terizar completamente a forma dum triangulo rectangulo a partir da medida dum dos seus
angulos agudos. Em segundo lugar, sabendo esse angulo conhecemos os valores das propor¢oes
entre os lados do triangulo. De facto, se dois triangulos sao semelhantes, as razoes entre os seus
lados sao constantes: escolhendo por exemplo os dois catetos nos triangulos da figura anterior,
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ksa

9 |k

b kea

Figura 2.17: Triangulos semelhantes. Todos estes triangulos tém um angulo recto e um angulo
agudo com a mesma medida 6.

o quociente entre eles ¢ § para o primeiro triangulo, %‘; = ¢ para o segundo

terceiro, e assim sucessivamente.

Podemos entao definir fungoes que associam a cada angulo # o valor do quociente entre de-
terminados lados dum triangulo rectangulo com um angulo agudo de valor 6. Ha seis quocientes
que podemos calcular, descritos na Tabela 2.2.

koa

— a
,m—bparao

As notacoes usadas para estas funcoes nao sao, infelizmente, universais. Neste texto us-
amos a notagao anglo-saxénica, que €é a habitualmente usada em Engenharia, nos teclados das
maquinas de calcular e em linguagens de Programacao. A notacao francesa, também usada
frequentemente em Portugal, usa sen 6, tg 6, cotg 6 e cosec § para sin(f), tan(), cot(d) e csc(h),
respectivamente.

E importante ainda salientar que, em Matematica, estas fungoes estao definidas assumindo
que os angulos sao medidos em radianos. Ha duas razoes para isto. Em primeiro lugar, trabal-
har com angulos em radianos simplifica muitos calculos: um radiano é definido como a medida
do angulo tal que o comprimento do arco de circunferéncia associado é igual ao raio da mesma
circunferéncia (ver Figura 2.18), o que evita muitos factores multiplicativos em conversoes entre
angulos e arcos. Em segundo lugar, tal como sucedia com a exponencial, o radiano é a medida
natural do ponto de vista da Andlise Matemaética, no sentido em que as funcgoes trigonométricas
com o argumento em radianos se comportam duma forma especialmente simples. Assim, daqui
em diante usaremos sempre os radianos como unidades de medida sem mais comentarios.

Da definicao das funcgoes trigonométricas ha um conjunto de relacoes que sao imediatas.

Funcao Razao entre. ..

Seno sin(f) = ¢ o cateto oposto ao angulo e a hipotenusa
Coseno cos(f) = g o cateto adjacente ao angulo e a hipotenusa
Tangente | tan(f) = ¢ | o cateto oposto e o cateto adjacente ao angulo
Cotangente | cot() = g o cateto adjacente e o cateto oposto ao angulo
Secante sec(f) = 7 | a hipotenusa e o cateto adjacente ao angulo

Cosecante | csc(f) = ¢ a hipotenusa e o cateto oposto ao angulo

Tabela 2.2: Definicao das fungoes trigonométricas. As letras a, b e ¢ referem-se ao triangulo
da Figura 2.17.
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Figura 2.18: Definicao de radiano. O angulo assinalado mede precisamente 1; os segmentos no
trago mais grosso tém todos o mesmo comprimento. Uma vez que o perimetro da circunferéncia
é 2mr, conclui-se que uma volta completa corresponde a um angulo de 27 radianos.

Em particular, temos que

1 1 1

cot(6) = tan(0) sec(f) = cos(6) cse(f) = sin(6) ’

motivo pelo qual estas fungoes sao pouco usadas na pratica; a fungao cotangente surge por
vezes nalguns contextos, mas as fungoes secante e cosecante praticamente desapareceram.
Também podemos definir a tangente a custa do seno e do coseno, como

sin(0)
cos(6)

tan(d) = % -

olc|ale

Nao obstante, a tangente é uma funcao extremamente 1til por si sé; esta relacao é contudo 1til
na pratica para derivar propriedades da tangente a custa de propriedades de senos e cosenos.
Do Teorema de Pitdgoras, sabemos que

2 b2
a2+b2202<:>a—2+—2:1<:>sin2(9)—|—cos2(9):1,
¢

relacao que é conhecida como Formula Fundamental da Trigonometria. A partir desta dedu-
zem-se muitas outras; por exemplo, dividindo ambos os membros por cos?(f) obtemos

1

2 —
tan®(f) + 1 = o2(0)

Exercicio 12. Use a féormula fundamental da trigonometria e as relacoes entre as fungoes
trigonométricas para derivar as seguintes relagoes.

sin? (0 . cos(60
(a) cot?(0) +1 = —sin21(0) (c) 1 —cos(f) = 1+Coi(g) (e) _sinl(e) —sin(f) = tan((e))

(b) sin(h) = /1 — cos(d) (d) cot(0) — cos*(6) = <258 (f) 1—sin(0) = g’giﬁfg)
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Da mesma forma, podemos determinar os valores de todas as fungoes associadas a um
angulo apenas a partir duma delas. O mais simples é faze-lo a partir do seno ou coseno; da
relacdo sin?(6) + cos?(f) = 1 obtemos o valor da outra funcgdo, e a partir daf o de todas as
restantes. A partir da tangente, recorre-se a relagao tan®(6) +1 = WI(Q) para determinar o
coseno e prossegue-se da mesma forma.

Exercicio 13.

(a) Sabendo que sin(f) = 2, calcule os valores de cos(6), tan(6), cot(f), sec(d) e csc().

(b) Sabendo que cos(f) = 3, calcule os valores de sin(6), tan(f), cot(d), sec(f) e csc(8).

(¢) Sabendo que tan(f) = %, calcule os valores de sin(f), cos(f), cot(d), sec(f) e csc(8).

Outras relacoes entre fungoes trigonométricas saem da sua defini¢ao a custa de triangulos.
No triangulo acima, um dos angulos agudos tem medida 6, donde o outro angulo agudo tem
medida § — 6 (a soma dos trés angulos é 7 e o angulo recto mede 7). Entao o quociente ¢
designa nao apenas sin(6), mas também cos (% — 9): ¢ a razao entre o cateto oposto a esse

angulo e a hipotenusa do triangulo.

Exercicio 14. Verifique que as seguintes identidades sao validas.

(a) cos(d) =sin (% — ) (b) tan(f) = cot (£ —0) (c) sec(d) = csc (3 —0)

5=

Antes de prosseguirmos, vamos generalizar as fungoes trigonométricas a valores reais ar-
bitrarios de # e ver como podemos determinar de forma sistematica os seus valores. Para tal,
consideremos nao um triangulo, mas um circulo unitario centrado na origem dum referencial e a
recta x = 1, tangente vertical a esse circulo no ponto (1,0), conforme ilustrado na Figura 2.19.

Ay

Tlowe

g)uis

Figura 2.19: O circulo trigonométrico. A circunferéncia desenhada tem raio 1, a recta a
tracejado é a recta x = 1. A figura ilustra as diferentes funcoes trigonométricas de 6.

Suponhamos que temos uma semi-recta partindo da origem que faz um angulo # com o
eixo horizontal. Unindo perpendicularmente o ponto (x,y) de intersecgao desta recta com o

Apontamentos de Analise Matematica I



76 CAPITULO 2. FUNCOES REAIS DE VARIAVEL REAL

circulo ao eixo horizontal, obtemos um triangulo rectangulo com lados z, y e 1. Entao temos
que sin(f) = ¥ = y e cos()) = § = z, ou seja, as coordenadas do ponto de interseccao sao
(cos(#),sin(0)).

Se prolongarmos esta semi-recta até intersectar a recta vertical, obtemos outro triangulo
rectangulo em que o cateto adjacente ao angulo mede 1. Calculando a tangente de 6 através
deste triangulo, concluimos que o ponto de interseccao das duas rectas tem coordenadas
(1, tan(0)).

Podemos usar estes factos para definir seno, coseno e tangente de qualquer nimero real 6,
a partir da semi-recta que parte da origem a um angulo # com o eixo horizontal. Note-se que
um angulo de 27 corresponde a uma volta completa, pelo que conhecendo os valores destas
fungdes no intervalo [0, 27| podemos determinar os seus valores em qualquer ponto. As fungoes
trigonométricas sao também conhecidas como fung¢oes circulares devido a esta sua interpretagao
geométrica.

O circulo trigonométrico também é 1til para determinar relagoes entre funcoes trigonomé-
tricas de argumentos diferentes. Vejamos alguns exemplos.

Ay i Ay | Ay

- Sin(0) ;

) : i

=3 : :

A\ 2 ) T.o s ;

2\ 8 A ™8 A

D S\ = S\
0 X 0 ot X @ 0 ot X
- - -
—~ _~ _—

cos(B)

(a) (b) (c)
Figura 2.20: Medicoes de angulos.

Exemplo.

1. Na Figura 2.20 (a) estd representada a semi-recta partindo da origem a um angulo de 7

com a horizontal. Uma vez que 7 = 7 — 7, o triangulo que resulta da intersec¢ao com
o circulo tem os dois angulos agudos iguais e, por conseguinte, os dois catetos iguais.

Entao sin§ = cos %, donde em particular tanf = 1. Da Férmula Fundamental da

Trigonometria, obtemos

>:1:\sm(g):i£

2

sao ambos positivos, concluimos que

sin® (%) + cos? <%> =1 = 2sin? (%
1

Uma vez que o valor do seno e do coseno de
S T \/5

SlIlZ = COSZ = 5 -

2. A Figura 2.20 (b) ilustra a relagao entre o angulo 6 e o angulo 6 + 7. A segunda semi-
recta faz um angulo 6 com a vertical, pelo que os dois triangulos assinalados na figura sao
iguais; entdo temos que sin (6 + Z) = cos(d) e cos (6 + Z) = — sin(#) — os comprimentos
vem da igualdade dos triangulos e os sinais da observagao da figura. Conclui-se também
que tan (f + ) = — cot(f) e cot (6 + Z) = — tan(6).
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3. Finalmente, a Figura 2.20 (c) mostra a rela¢do entre o angulo 6 e o angulo m — 6. Nova-
mente, temos dois tridngulos iguais (assinalados na figura), de onde se obtém imediata-
mente as relagoes sin(f) = sin(w — 6) e cos(#) = — cos(m — ).

Este raciocinio deve ser exercitado, uma vez que precisaremos frequentemente de recorrer a
este tipo de transformacoes. Apresentamos ainda as férmulas dos senos e cosenos para a soma
e duplicacao de angulos, deixando a sua justificacao a cargo do leitor.

sin(f + ) = sin(@) cos~y + siny cos(0) cos(f 4+ v) = cos(0) cosy — sin(f) sin~y
sin(20) = 2sin(0) cos(6) cos(20) = cos®(6) — sin?(6)
Uma vez que estas fungoes estao definidas para qualquer niimero real, vamos passar a ve-las

como funcoes reais de variavel real; assim, usaremos qualquer letra que seja conveniente para
designar o argumento de fungoes trigonométricas.

Exercicio 15. Sabendo que tan (%) = 1, indique o valor de:

(8) sing (c) sin (=5) (e) sin 5 (¢) tan (—T)

() cos§ (@) cos (=) () cos’s () tan
Exercicio 16. Sabendo que sin § = %, indique o valor de:

(a) cos g (d) cos% (2) cos%’r (j) cos (—%) (m) cos (—%)
(b) tan & (e) tan% (h) tan 2% (k) tan (—%)

(c) sinZ (f) sinZr (i) sin (—%) (1) sin (—%) (n) tan (—Z)

Exercicio 17. Simplifique as seguintes expressoes.

(@) % (d) sin(—z) + 4cos (z — %) + 3sin(4r + z)
(b) tan(~2a) + tan(r — 2a) (o) L)
(¢) sin(m + «) cos (g — a) (f) sisril(ftt) B Cii(sgtt)

Vamos entao discutir brevemente o comportamento das fungoes trigonométricas e os seus
graficos.

Comecemos pelas fungoes seno e coseno. Uma, vez que ambas correspondem a coordenadas
de pontos sobre uma circunferéncia unitaria, os seus valores estao compreendidos entre —1
e 1 — algo que poderfamos ter observado da relacao sin?(z) + cos?(z) = 1. Uma vez que
sin(2m + x) = sin(z) e cos(2m + x) = cos(z), os grificos de ambas mantém-se iguais quando
sofrem uma translacao horizontal de 27 unidades. Por este motivo, estas fungoes dizem-se
periodicas de periodo 2.
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Comecando no ponto 0, a fungao seno toma o valor 0. A medida que o valor de x aumenta,
o valor de sin(x) vai aumentando, rapidamente de inicio e mais lentamente & medida que z se
aproxima de 7 (estamos a percorrer o circulo no sentido contrario ao dos ponteiros do relégio).
Nesse ponto, a funcao atinge o valor 1, come¢ando a diminuir lentamente, de inicio, e depois
mais rapidamente, passando por 0 quando x = 7 e diminuindo cada vez mais lentamente até
atingir o valor —1, no ponto x = %’T Finalmente, volta a crescer cada vez mais rapidamente
até atingir novamente o valor 0 no ponto 27. Esta oscilagao repete-se indefinidamente.

Para tracar o grafico da funcao coseno, basta observar a partir do circulo trigonométrico
que se tem cos(z) = sin (x + %) Assim, o gréafico do coseno é idéntico ao do seno, sofrendo
apenas uma translagao de 7 unidades para a esquerda.

A Figura 2.21 apresenta os graficos destas duas fungoes.

Figura 2.21: Graficos das funcoes seno e coseno. Note-se que os graficos se mantém inalterados
se os deslocarmos 27 unidades para a direita ou para a esquerda. O grafico do coseno obtém-se
por translacao do gréfico do seno 7 unidades para a esquerda.

No que toca a fungao tangente, comecemos por observar que temos tan(x + 7) = tan(x).
Podemos concluir isto de duas maneiras: ou algebricamente, da relagao

sin(zx +7)  —sin(z)  sin(z)

cos(z +m) —cos(z) cos(z) tan(z).
ou por analise do circulo trigonométrico, ji que as semi-rectas correspondentes aos angulos 6
e (6 + ) sdo continuagao uma da outra e portanto intersectam a recta da tangente no mesmo
ponto.

Assim, esta funcao também é periddica de periodo w. Contudo, a tangente nao esta definida
em nenhum valor da forma 7 + km: nestes pontos, a semi-recta correspondente ¢ vertical e
portanto paralela a recta da tangente. Algebricamente, trata-se de pontos em que a funcao
coseno toma o valor 0, nao estando portanto definida a operacao que permite calcular valores
da tangente.

Partindo novamente de 0, onde a tangente toma o valor 0, e aumentando o argumento, esta
funcao é crescente: a medida que aumentamos o angulo da semi-recta com o eixo horizontal,
a sua interseccao com a recta da tangente vai subindo cada vez mais rapidamente, atingindo
™

valores tao elevados quanto se queira a medida que o angulo se aproxima de 5. Esta fungao
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tem portanto uma assimptota vertical em x = 7. Se observarmos que tan(—z) = —tan(z),

concluimos que se trata duma funcao impar; dispomos entao de informacao suficiente para
desenhar o seu gréfico, que se apresenta na Figura 2.22.

Ay f(x§)=tan(x)

2+

Y >

i i
-Ti/2 T2

Figura 2.22: Grafico da fungao tangente.

Exercicio 18. Esboce o grafico da funcao cotangente.

2.5 Operacoes com funcoes

Da mesma forma que podemos somar, multiplicar, ou realizar outras operacoes com nimeros
reais por forma a obter novos numeros reais, ha um conjunto de operagoes que podemos
realizar com fungoes que nos permitem obter novas funcoes. Estas operacoes incluem nao
apenas operagoes que sao derivadas directamente das operagoes aritméticas (sobre os nimeros
reais), mas também duas operacoes que sé fazem sentido sobre fungbes: a composigdo e a
inversao.

2.5.1 Operagoes aritméticas

Qualquer operacao que esteja definida sobre niimeros reais pode ser definida sobre funcoes
simplesmente por aplicacao ponto a ponto. Por exemplo: dados dois nimeros reais a e b,
podemos calcular a sua soma; generalizando, dadas duas funcoes f e g, podemos calcular a
sua soma (como fungoes) f + g. Esta funcdo é uma fungao que, quando aplicada a um nimero
real, devolve a soma dos valores de f e g nesse ponto: (f + g)(z) = f(x) + g(z).

Da mesma forma podemos definir todas as operacoes sobre funcgoes.

- Soma: (f + g)(z) = f(2) + g(x)
- Diferenga: (f —g)(z) = f(z) — g(z)
- Produto: (fg)(x) = f(z)g(x)

- Quociente: (f/g)(x) = 22
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Em termos de dominio, estas funcoes estao definidas sempre que as expressoes do lado
direito de cada igualdade estiverem definidas; com excepcao do quociente, isto sucede desde
que as expressoes f(z) e g(z) estejam definidas, ou seja,

Dyrg=Djg=Dgyg=DyND,.

No caso do quociente, a situagao é um pouco diferente. Para podermos calcular (f/g)(x),
nao basta podermos determinar os valores de f(x) e g(z): é necessario poder efectuar a sua
divisao. Assim,

Df/g:Dmeg\{if’g(l’):O}-

Na préatica, a determinacao destes dominios nao oferece mais dificuldade do que anterior-
mente: ja atras encontramos varias funcoes que eram obtidas a partir de outras por meio de
operacoes algébricas, mas conhecendo a sua expressao determinamos o seu dominio directa-
mente. Estas relagbes sao tteis, contudo, por duas razoes: em primeiro lugar, oferecem-nos
uma forma sistemdtica de determinar o dominio duma funcao a partir das fungoes usadas para
a definir; em segundo lugar, mostram que o dominio de e.g. f + g esta relacionado com os
dominios de f e de g, independentemente das fungoes concretas f e g.

Em termos de graficos, nao hé, em geral, uma relagao ébvia entre os gréaficos de f e g e
o grafico de f+g¢, f —g, fg ou f/g. H4 no entanto uma excepgdo importante: o caso em
que uma das fungoes (digamos ¢g) é constante, g(z) = k. Vimos ja que neste caso os gréficos
das fungoes definidas por f(x) 4+ k e f(x) — k correspondem a translagoes do gréfico de f; os

f(2)

graficos de k x f(z) e 4~ correspondem a dilatacoes ou contracgoes do grafico de f. Uma vez

que % = % X f(x), vamos considerar apenas o caso do produto.

Comecemos por considerar o caso em que k > 0. Para cada ponto (z, f(x)) do grafico de f,
temos um ponto correspondente (z,k x f(x)) no grafico de kf; ora graficamente, podemos
obter o grafico de kf simplesmente mudando a escala no eixo vertical, por forma a que o ponto
y = 1 passe a ser y = k. Se quisermos recuperar a escala original, é s6 transformar depois o
grafico obtido (Figura 2.23).

No caso em que £ < 0 ha uma pequena diferenca, que pode ser entendida facilmente
considerando primeiro & = —1. Neste caso, a fun¢do obtida tem expressao —f(z); ou seja,
cada ponto do seu grafico tem ordenada simétrica do ponto correspondente do grafico de f.
Entao o grafico desta fungao obtém-se fazendo uma simetria em relacao ao eixo horizontal
(Figura 2.24).

No caso geral, para obter o grafico de kf com k < 0 s6 temos de combinar ambas as
operagoes: dilatacao/contraccao e simetria. A Figura 2.25 ilustra esta situagao.

Claro esta que em muitos destes exemplos poderiamos ter construido directamente o grafico
de kf a partir dos conhecimentos anteriores; porém, em muitos dos casos esta técnica permite
obter este grafico com bastante menos trabalho.

Exercicio 19. Desenhe o grafico das seguintes funcgoes.

(&) f(@) =2 (€) glr) = =52 41 {3—1 £ <0
(b) flz)=—3 (d) g(z) =3z -1 2cos(z) x>0
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Ay Ay Ay
3+ 6+ 3+
f(x)=|x f(x)=2|x
(x)=Ix| (x)=2[x| 00=21x
2+ 4+ 2+
1+ 2+ 1+
X X X
2 1 2 2 1 2 2 1 2
-1+ 2+ -1+

Figura 2.23: Multiplica¢do duma fungao por uma constante k > 0. A partir do grafico de f (a),
mudamos a escala do gréfico (b) sem alterar a forma da curva; finalmente recuperamos a escala
original (c).
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y >

Figura 2.24: Obtencao do gréafico de —f a partir do grafico de f.

Ay f(x)=-%sin(x) Ay
1+ +1
X
dr - 2k - o
L1+ 14
(a) (c)
A A
12—-y 12——y
8+ 8+
g(x)=-2(x3-3x)
44 4t
X
L7 EANE I
44+ 44
-8+ -8+

Figura 2.25: Multiplicagao duma fungao por uma constante £ < 0. Agora, partindo do grafico
de f (a), mudamos a escala do gréfico e aplicamos uma simetria relativamente ao eixo hori-
zontal (b); finalmente recuperamos a escala original (c).
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2.5.2 Composicao

Uma operagao extremamente importante é a composicao de funcoes. Dadas duas funcgoes f
e g, a sua composicao ¢ a funcao que tem como regra de transformacao aplicar primeiro a
funcao f e depois proceder segundo g a partir do resultado obtido.

Nas maquinas de calcular tradicionais, a composicao de fungoes faz parte da forma como
se utilizam: para calcular valores de expressoes que nao correspondem a uma tecla, é preciso
realizar dois ou mais passos. Por exemplo, para calcular sin (\/5), é preciso primeiro calcular
V2 e depois aplicar a funcdo seno ao resultado. Mas esta operacio ¢ vélida para quaisquer
funcoes f e g, desde que g receba argumentos do mesmo tipo do resultado de f.

Defini¢ao. A composi¢io da fungao f com a fungao g é a fungao go f (lido g apds f), definida
por (go f)(x) = g(f(x)).

Graficamente, o processo de calculo pode ser representado da forma seguinte.

Recuperando um dos exemplos iniciais deste capitulo, podemos encarar a operacao de
determinar o preco duma quantidade de fruta vendida a granel como uma funcao composta.
Num primeiro passo (fungao f) usamos uma balanga para determinar o peso da fruta; no
segundo passo (fungao g) aplicamos a regra que dé o preco associado a um dado valor.

f g

e N

fruta peso preco

\v/

gof

As balancas de supermercado actuais acoplam um médulo de célculo a balanca, calculando
directamente o preco a partir da fruta; assim, estas balancas calculam a composicao g o f das
duas funcoes.

Vejamos agora um exemplo envolvendo nimeros reais. Sejam f e g as fungoes definidas
por f(z) =3z e g(x) = z%. Entao

(9o (@) = g(f(z)) = 9(3z) = (3z)* = 927,

ou, esquematicamente,

Repare-se que no calculo da composicao a tnica coisa que precisamos de fazer foi avaliar
fungdes em pontos parametrizados (por x).
Podemos também calcular f o g; nesse caso, obtemos

fog(x) = flg(x)) = f(2?) = 322,
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ou, esquematicamente,

o que mostra que a composicao de fungdes nao é, em geral, comutativa.
Vejamos mais alguns exemplos.

Exemplo.
1. Tomando f(z) =2x e g(x) = x + 1, o célculo da sua composigao é o seguinte.

f g

NN

T 2r 2 + 1

gof
Assim, (go f)(z) =2z + 1.
2. Se f(z) = (x+1)? e g(x) = 3z + 2, obtemos

f g
/\ 2/"—-“\
T (x+1) 3z+1)2+2
gof

donde (go f)(z) =3(x+1)*+ 2 = 32 + 62 + 5.

3. Para f(z) =sin(z) e g(x) = 2x, obtemos

/
/\ /9\
x sin(x) 2sin(x)
gof

e portanto (g o f)(z) = 2sin(x).

4. Invertendo os papéis de f e g no exemplo anterior, obtemos

e portanto (f o g)(z) = sin(2z).

5. Com f(z) = 2% e g(x) = sin(z + 1), temos

donde (g o f)(z) = sin (23 + 1).
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6. Sejam agora f(z) = e* e g(xr) = 2> + z. A composigao destas duas fungoes obtém-se
como atras.

Logo, (go f)(z) = (¢*)’ + e* = e + ¢*.

Novamente, em muitos dos casos acima obtemos uma func¢ao que podemos ver como uma
fungao “simples”: 2z + 1 e 322 + 62 + 5 sdo expressoes de polindmios, por exemplo, e 2sin(x) é
o produto do seno pela constante 2. Porém, em muitos outros casos nao héa forma de descrever
a fungao senao como uma composigao; ¢ o caso de sin(2x), sin (3 + 1) ou €?* + e* (embora
esta tltima possa ser vista como uma soma em que a primeira parcela é a composicao de e*
com 2zx).

Nestas situacoes, é fundamental perceber que se trata duma funcao composta. Muitas das
técnicas da Analise Matematica tratam a composicao de fungoes de forma especial, pelo que
a unica forma de analisar fungoes com expressoes como sin (z° + 1) ou €** + e* é recorrendo
a estas técnicas. Em particular, neste momento nao temos forma de obter o grafico destas
funcoes a nao ser tabelando valores das func¢oes — o que é extremamente impreciso —, donde
seremos forcados a recorrer as técnicas mais gerais para poder estudar o comportamento destas
funcgoes.

Assim, é desde j4 fundamental conseguir olhar para uma expressao como sin(2zx) e es-
crevé-la como uma composicao. A técnica é simples: é preciso pensar nos passos intermédios
necessarios para calcular o seu valor (neste caso, seria necessario comecar por calcular 2z).
Notacionalmente, ajuda denotar esse valor intermédio por y e escrever a segunda funcao como
funcao de y.

Exemplo.

1. Considere-se a funcdo h definida por h(z) = e***'. Para calcular o valor de h(z), é
preciso comecar por calcular y = 22 + 1 para de seguida aplicar a funcao exponencial.

f g

N

gof

Entao h = go f, com f(z) =22+ 1e g(y) = €.

2. Seja agora h definida por h(x) = sin(2z 4+ 1). Para calcular o valor de h(x), é preciso
comegar por calcular y = 2x + 1.

f g
T
x 2r 41 sin(2z + 1)
gof

Entdo h = go f, com f(z) =2z + 1 e g(y) = sin(y).

Apontamentos de Analise Matematica I



86 CAPITULO 2. FUNCOES REAIS DE VARIAVEL REAL

3. Para a funcao h definida por h(z) = (22 4 4)*, o cdlculo requer que se determine primeiro
y = 2> +4.
f g

NN

x 22 44 (22 +4)*

w

gof

Entdo h = go f, com f(z) = 2>+ 4 e g(y) = y*.

4. Vejamos agora um exemplo um pouco mais complexo. Seja h a funcao definida por
h(z) = sin ((e* + 1)2). Para calcular o valor de h(z), é preciso efectuar trés passos e
nao dois: primeiro, calcular y = e* + 1; de seguida calcular o seu quadrado, obtendo
z = (e" +1)° = ¢?; e finalmente calcular h(z) = sin(z). Temos portanto

f1 P f3
NN T
x e’ +1 (e* +1) sin ((e” + 1)2)
fazofaof1

donde h = f3o foo fi, com fi(z) =€ + 1, fo(y) = y° e f3(2) = sin(z).

Na pratica, é raro ter de recorrer a mais do que duas composicoes. Situacoes como a do
ultimo exemplo sao muito complexas e ocorrem pouco frequentemente em situagoes concretas.

Exercicio 20. Escreva cada uma das seguintes fungoes como uma composicao.

(a) h(z) = cos(z + 3) (c) h(z) = sin (e?) (e) h(z) = e
(b) h(x) = >t (d) h(x) = sin?(z) (f) h(z) = tan |22 — 2|

Tal como sucedia para as operacoes aritméticas, podemos encontrar uma férmula geral
para o dominio da composicao de duas funcoes. Embora em muitos casos concretos nao seja
necessario recorrer a ela, ja que da propria expressao da funcao se deduzem as condicoes que
os seus argumentos tém de satisfazer, ha situagdes em que pode ser interessante dispor desta
férmula.

Para poder calcular o valor de go f num ponto x, é necessario poder realizar duas operagoes:
calcular o valor de y = f(x) (ou seja, x € Dy) e calcular o valor de g(y) (ou seja, y € D).
Entao, temos que

Dgoy = {z € Dy | f(x) € Dy}

Por exemplo, consideremos a fungao h(zx) = ﬁ, que pode ser vista como a composicao de

f(z) =x—3com g(y) = i O dominio de f é Dy = R; o dominio de g é D, = R\ {0}. Entao,
o dominio de h =go f é

Dy =Dyoy = {2 € Dy | f2) € D} = {r € R o~ 3#0} =R\ {3}.
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2.5.3 Funcao inversa

A dltima operacao sobre funcgoes é a inversao. Esta operacao é fundamental, ja que nos
vai permitir alargar substancialmente o nosso repertério de fungoes até a classe das funcoes
habitualmente usadas em Analise Matematica.

A inversao de funcgoes tem origem no interesse que existe em conseguir resolver equacoes da
forma y = f(z) de forma sistematica. Quando a solucao desta equagdo existe e é tnica, para
cada valor de y, podemos considerar a seguinte regra de transformacao: dado y, determinar a
solugdo da equacao f(r) = y. Esta regra de transformagao define uma funcao f~!, chamada
funcao inversa de f, que por construcao tem a propriedade f(f~'(z)) = x, para qualquer
reD f-

Definigao. Uma fungao real f : R — R diz-se injectiva se a equacdo f(r) = y tem no maximo
uma solugao para cada valor de y. De forma equivalente, f é injectiva se f(z) # f(y) sempre
que T # y.

Uma fungio real f : R — R diz-se invertivel se existe uma funcao f~! tal que f (f~1(z)) =z
para qualquer x € Dy.

Estes dois conceitos nao sao sempre equivalentes; porém, na Andlise Matematica e com
as convencoes que introduzimos anteriormente, uma funcao é injectiva precisamente quando
é invertivel. De facto, se f é injectiva, entao podemos definir a funcao inversa de f como
explicamos atras, pelo que f é invertivel; reciprocamente, se f for invertivel e encontrarmos
dois valores z e y tais que f(x) = f(y), entao x = f(f~'(z)) = f(f'(y)) = y, donde f é
injectiva.

Proposicao. Uma fungao real f : R — R ¢ injectiva se e s6 se for invertivel.

Embora a injectividade e a invertibilidade sejam conceitos essencialmente analiticos, o facto
é que ambos tém um significado geométrico muito evidente. Relativamente a injectividade,
estamos a afirmar que nao hé dois pontos do grafico de f com abcissas diferentes e ordenadas
iguais; isto corresponde a dizer que a interseccao do grafico de f com qualquer recta horizontal
tem no maximo um ponto.

Em termos de inversao, também ¢ muito simples construir o grafico de f~! a partir do
grafico de f. O grafico de f é constituido por todos os pontos da forma (z, f(x)) com z no
dominio de f. Ora o valor de f~! no ponto f(z) é precisamente z (é o valor que é transformado
por f em f(x)), pelo que o ponto (f(z),x) é um ponto do gréfico de f~*,

Graficamente, trocar as coordenadas dum ponto corresponde a fazer uma reflexao em
relacdo a recta y = = (ver Figura 2.26 (a)). Assim, a partir do gréfico de f podemos cons-
truir o grafico de f~! efectuando uma reflexao em relacao aquela recta, conforme ilustram as
Figuras 2.26 (b) e (c).

Analiticamente, determinar a fungao inversa de f implica conseguir resolver (duma forma
sistemédtica) a equacao y = f(z) em ordem a z. Nalguns casos isto é possivel; por exemplo, se

f(z) = 32 + 2, entdo temos de resolver y = 3z + 2, que tem como solucdo (tnica) x = 2.

3
A fungao inversa de f é entao f~!(y) = yT_Q, ou f~'(z) = %2, Podemos verificar este facto
graficamente (Figura 2.27 (a)).

Da mesma forma, se tomarmos g(z) = x® + 2, entdo resolvendo a equagao y = z° + 2
obtemos z = /y — 2; entao g~ ' (x) = /x — 2. Aqui encontramos uma fun¢ao cujo gréafico nao
conseguiamos construir até agora, mas que com os conhecimentos desta sec¢ao se torna simples
de desenhar (Figura 2.27 (b)).
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Ay
dYooa
¢ 1 &
~~,\2__ B.
|:|| a 1
.. D % X
_4: I‘-él 1 LI 2| T 4I.’ _41- T _é T 1 T
Ewp RN
E -24D . ¢ -2+
‘ E € Q' 4
\\\\\'.5-4-- 4 44+
y=X y=x

Figura 2.26: Construgao do gréfico da funcao inversa. Em (a), vemos como pontos individuais
sao reflectidos em relagdo a recta y = z quando se lhes trocam as coordenadas; em (b) e (c),
a mesma construcao ¢ aplicada ao grafico duma funcao.

Finalmente, para h(x) = ﬁ temos de resolver a equacao y = ﬁ, que gera

1 1 1 1
y:—<:>€/§:—1<:)—:x—1<:)—+1:x
l‘_

(@ —1) VY VY

e portanto h™!(x) = é/%z + 1. Atendendo a que o grafico de h é obtido do de 9%3 por translacao,
conseguimos construir facilmente o grafico de h™!, conforme ilustrado na Figura 2.27 (c).

4{79(@ 4{ y h(x)
g'(x) 2+

4 2|/ 2 4 4 2

;\
x

\

y=X y=X

Figura 2.27: Graficos das funcoes f~!, g7' e h™t. A sombreado mostram-se os gréaficos das
funcoes f, g e h, que podem ser construidos com as técnicas das seccoes anteriores.

Exercicio 21. A partir dos graficos das seguintes funcoes, construidos em exercicios anteri-
ores, encontre o grafico das suas funcoes inversas. Quais sao as expressoes destas fungoes?

(a) fla) =2 (b) gla) = (z+1)° -2 (¢) h(z) =22 +1
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Inverter uma funcao troca simplesmente os papéis de objecto e imagem da fungao. Assim,
tém-se claramente as relagoes Dy = f~}(R) e D1 = f(R). Atendendo ao significado grafico
da inversdo, também ¢é claro que ( f‘l)f1 = f, ou seja, a funcao inversa de f~! é a prépria
fungdo f; isto implica, em particular, que f~'(f(z)) = x, para qualquer valor x no dominio
de f71.

Exercicio 22. Verifique que as relagdes Dy = f~!(R) e D;-1 = f(R) se verificam em todos
os exemplos e exercicios anteriores.

A restricao de a funcao a inverter ser injectiva é por vezes demasiado forte. Na realidade,
podemos inverter funcoes nao injectivas desde que as restrinjamos a um dominio em que o
sejam; por exemplo, podemos inverter a funcao f definida por f(z) = 22 desde que o fagcamos
apenas no intervalo [0, +oo[, em que a equagdo y = z? tem uma tnica solugao. Todos os
resultados anteriores se continuam a aplicar nestes casos, em particular a construcao do grafico
da fungao inversa.

Exemplo.

1. Consideremos a fungao f definida por f(zr) = 2z* — 2. Esta fungao nao é injectiva;
porém, se exigirmos que x > 0, obtemos uma funcao injectiva com inversa definida
por f~1(z) = V/r +2. Esta funcio tem dominio [—2,+o00o[ (o contradominio de f) e
contradominio [0, +oo[ (o dominio de f). A construciao do grafico de f~! estd ilustrada
na Figura 2.28 (a).

2. Consideremos a fungao g definida por g(z) = |z — 1| + 2. Esta fun¢do também nao é
injectiva; porém, se exigirmos que x > 1, obtemos uma funcao injectiva com expressao
x + 1 (j& que neste intervalo temos |z — 1| = x — 1). A sua inversa ¢ a funcao definida
por g '(z) = x — 1 no dominio [2, +o00[ (o contradominio de g), cujo grafico se apresenta
na Figura 2.28 (b).

3. Consideremos ainda a funcio h definida por h(z) = 2% — 2z — 3. O gréfico desta fungao

é uma parabola com eixo de simetria x = :—g = 1; entao, se a restringirmos ao intervalo

—0Q, obtemos uma uncao mJectlva com 1nversa que podemos calcular.
1] ob fungao injecti i d lcul
y=a1>-2r-3=21"-20+(-3—-y)=0=2=14++/1-(-3—y)

Daqui concluimos que h=!(z) = 1 — v/ + 4, uma vez que o contradominio de h™* é o
dominio de h. O gréfico de h™! pode ser consultado na Figura 2.28 (c).

Recorrendo ao conceito de fungao inversa, podemos definir e estudar muitas outras funcoes.

Raizes e poténcias de expoente fracciondrio. As equacoes da forma z" = y tém uma
solucao quando n é impar e duas solugoes quando n é par e y > 0. E habitual chamar & tnica
solucao, quando n é impar, e a solucao positiva, quando n é par e y > 0, a raiz de indice n de
y, denotada por {/y. E usual escrever simplesmente |/y em vez de ¥/y; também se utiliza a
notagao y%, por razoes que explicaremos ja de seguida.

Jé utilizamos raizes nalguns exercicios e exemplos anteriores. Nesta seccao vamos fazer um
estudo mais sistematico destas fungoes.

Vamos comegar com as raizes de indice impar. Uma vez que " é uma fungao sobrejectiva,
a sua inversa /r estd definida para todos os nimeros reais; o gréfico de {/x é obtido por
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Ay f(x) Ay g(x) hix) Ay

y=X y=X y=X

Figura 2.28: Graficos das funcoes f~!, g7' e h™'. A sombreado mostram-se os gréficos das
funcoes f, g e h, que podem novamente ser construidos com as técnicas das secgoes anteriores.

reflexao do grafico de " em relagao a recta y = x, pelo que podemos desenhar estes graficos
facilmente, conforme ilustrado na Figura 2.29.

Da anélise das figuras, torna-se claro que estas fungoes também sao sobrejectivas (z" estd
definido para todos os nimeros reais) e que sao fungoes crescentes em todo o seu dominio.

No caso das raizes de indice par, a situacao é semelhante, mas com uma pequena com-
plexidade adicional introduzida pela questao do dominio da funcao. Vimos ja em exemplos
anteriores que se quisermos inverter a fungio f(x) = x? temos de restringir o dominio desta a
[0, +00[ ou a |—00, 0]; 0 mesmo se passa com qualquer outra poténcia de expoente par. Assim,
é convengao restringir sempre ao ramo positivo da poténcia e definir /z, com n par, como
retornando um valor positivo de x. Para referir a raiz negativa da equacao y = z", usamos
naturalmente a expressao — {/y.

A Figura 2.30 mostra os graficos de /= para alguns valores pares de n. Estas fungoes sao

a mesma fungdes crescentes do seu argumento, mas agora definidas apenas em [0, +o00[ e com
contradominio [0, 4+o00].

Ay Ay
2+ f(x) =% 27
f(x)=Rpx
1+ 14
X X
3 2 - 1 2 3 3 2 - 1 2 3
14+ ‘/.1-_
24 24

Figura 2.29: Graficos de raizes de ordem impar.
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yx

Figura 2.30: Graficos de raizes de ordem par.

Quer no caso de n par, quer no caso de n fmpar, temos que /2" = x e (/z)" = z sempre
que aquelas expressoes estejam definidas, uma vez que /x é a fungio inversa de 2" e atendendo
as propriedades f (f~!(z)) e f~'(f(x)) = x. Por esta razao, atendendo a que a exponenciagao
satisfaz a propriedade (x“)b = 1%, ¢ frequente escrever {/r = 2. De facto, tem-se

1\ , 1 1 n 1
<xn> =Var=z=a'=27"e (a") = (V) =z =2 =2,
. ~ . . e q p /1: ’
Generalizando esta notagao, podemos ainda definir z« = 2P = (¢z)". Em Anélise, é
muito habitual trabalhar com este tipo de expressoes escritas sob a forma de poténcia uma

vez que, conforme teremos oportunidade de apreciar, muitas das regras que se aplicam ao
tratamento de poténcias sao também validas para raizes.

Exercicio 23. Esboce os graficos das seguintes funcoes.

(a) f(x)=va—2 (0) gle) =2+ (&) hiz) = -z
(b) f(z) = Va—T—1 (d) gla) = 2//7 2 () h(x) =1 -z T3

Exercicio 24. Use a relagao y = 2" <= x = {/y para determinar os valores das seguintes
expressoes.

(2) VI (c) —V4 () VI () V-8 (i) V0 (k) /1
(b) VO (d) /1 () —v=1 () {/3 G) /=T (1) /0

Exercicio 25. Para cada uma das seguintes funcoes f, esboce o seu grafico e o da sua inversa.
Encontre a expressio de f~! resolvendo a equagao y = f(z) em ordem a y.

(@) f@)=a2—4 (b)) fl@)=—a?+1 (o) fla)=(a+1)*~2 (d) f(e)=vaFI1-2
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Logaritmos. Vimos na Seccao 2.4.1 que a funcao exponencial é uma funcao definida em R,
com contradominio |0, +oc], e estritamente crescente em todo o seu dominio, logo injectiva.
Ao tnico numero natural z tal que e* = y, para y > 0, chamamos logaritmo natural de vy,
denotado log(y). Em geral, para um nimero qualquer a > 0, ao iinico nimero z tal que a* = v,
para y > 0, chamamos logaritmo de base a de y, denotado por log,(y).

Os logaritmos desempenharam um papel fundamental na Engenharia e na Matemaética em
geral até ao advento dos computadores, devido as suas propriedades operatorias. Embora se
possam utilizar logaritmos de qualquer base, ha trés bases privilegiadas: a base e, praticamente
a Unica usada em Matematica devido a simplicidade dos logaritmos naturais quando compara-
dos com os outros; a base 10, tradicionalmente usada em Engenharia devido a simplificar os
calculos com notacao cientifica, mas hoje em dia a cair em desuso; e a base 2, cada vez mais
usada na Informética devido a ser a base natural para trabalhar em algoritmia.

Tal como nas fungoes trigonométricas, ha duas notagoes contraditorias para os logaritmos.
Em Matemaética, usa-se a notacao acima definida: log(y) denota o logaritmo natural de y e
log,(y) o logaritmo de base a, para qualquer outro valor de a > 0. Em Fisica e Engenharia, é
tradicao usar log(y) para o logaritmo de base 10 e o simbolo In(y) para o logaritmo natural,
usando-se a notagao log,(y) para as restantes bases. Em Informatica, usa-se log(y) para o
logaritmo de base 2, In(y) para o logaritmo natural e log,(y) para os restantes casos (incluindo
o caso a = 10).

E importante ter estas convencdes em atencio para nao se cometer erros ao mudar duma
disciplina para a outra. Nestes apontamentos, seguiremos sempre as convencoes usadas habi-
tualmente em Matematica, por serem as que se encontram em praticamente todos os livros de
texto. Da mesma forma, quando falarmos na funcao logaritmo estamos a referir-nos implici-
tamente ao logaritmo natural, sendo em qualquer outro caso sempre explicitada a base.

Graficamente, a funcao logaritmo obtém-se a partir da exponencial por reflexao em relacao
a recta y = x, conforme apresentado na Figura 2.31.

f(x)=log(x)

Figura 2.31: Gréfico da func¢ao logaritmo.

Da observacao do grafico podemos concluir que o logaritmo também é uma fungao crescente
em todo o seu dominio, que esta definida para x > 0 e que o seu contradominio é R. Tem-se
ainda log(1) = 0, log(e) = 1 e o eixo dos yy é uma assimptota do seu gréfico.

As propriedades operatérias dos logaritmos serao fundamentais mais adiante, pelo que esta
¢é a altura adequada para as discutir. Todas elas sao consequéncia das regras operatorias das
poténcias e do facto de logaritmo e exponencial serem fungoes inversas.

Em primeiro lugar, os logaritmos permitem-nos resolver equagoes — tal como qualquer
funcao inversa. Por exemplo, se quisermos determinar o valor de x tal que e* —2 = 1, isolamos
a exponencial por forma a aplicar logaritmos de ambos os lados.

e’ —2=1<= " =3 <= x = log(3)
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De forma semelhante, podemos resolver equagoes envolvendo logaritmos recorrendo a ex-

ponenciais.
31 b
10g(2:c2—3):5<:>2x2—3:es<:>x:i —;e
Exercicio 26. Resolva as seguintes equacoes.
(a) e**l =2 (c) e +2e"—1=0 (e) log(3z) +2= -1
(b) et =1 (d) log(x) =2 (f) log(2z +1) = ¢€?

Das regras operatorias das poténcias, temos as relacoes
eV = eV e ™ = (7)Y .

Daqui, deduzem-se regras duais para os logaritmos.

Comecemos pela primeira. De e*™¥ = e®e¥ temos que x + y = log (e"e¥). Fazendo e”

e e¥ = b, temos que = = log(a) e y = log(b), donde

log(a) + log(b) = log(a x b) .

= a

Da segunda regra, partimos de e = (e”)? para concluir que zy = log ((¢*)Y). Fazendo

e’ = a, temos que z = log(a), e aquela igualdade reduz-se a

log (a*) = ylog(a)

Uma das consequéncias desta relacao é poder mudar a base de logaritmos com uma divisao.

Para quaisquer bases a e b, tem-se que

log,(z) = log, (alog“(x)) = log, () log,(a)

donde log, (2)
og,(x

log,(z) = .

() log,(a)

Em particular, tomando b = e, esta formula permite-nos calcular logaritmos de qualquer

nimero em qualquer base apenas recorrendo a logaritmos naturais.

Exercicio 27. Simplifique as seguintes expressoes.

(a) log(2) +log(3) (c) log (2%) —log (2%) (e) log(xy) — log(x)
(b) log(4) — log(2) (d) log,(5) logs(3) (f) 3log(x) — log (x?)

Sao estas propriedades que tornam os logaritmos tao tuteis para o cdlculo: permitem trans-
formar produtos em somas e poténcias em produtos. Durante cerca de dois séculos, todos os
calculos complexos em Engenharia foram feitos recorrendo a logaritmos. Qualquer nimero real
positivo pode ser escrito na forma a x 10°, onde o ntimero a, chamado a mantissa, estd no
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intervalo [1,10[ e b (o ezpoente) é um numero inteiro. Esta notagdo é conhecida como notagao
cientifica.

O célculo de logaritmos de valores em notagao cientifica é simples: de acordo com as
propriedades acima, tem-se que log (a X 10b) = log(a)+blog(10). Trabalhando com logaritmos
de base 10 esta expressdo ¢ ainda mais simples: logy, (a x 10°) = logo(a) + b, com logy,(a)
um valor no intervalo [0, 1].

A partir daqui, multiplicar dois niimeros resume-se a somar os seus logaritmos e voltar a
converter a notacao cientifica (aplicando exponenciais); e o calculo de poténcias transforma-se
a calculo de produtos, que pode ser novamente transformado em somas. Com o auxilio de
tabelas de logaritmos, cujas dimensoes chegaram a ser significativas, e um pouco de pratica,
era possivel realizar a mao calculos duma complexidade muito elevada.

O advento das calculadoras e dos computadores tornou estas técnicas relativamente ob-
soletas. Contudo, o conhecimento das regras operatérias dos logaritmos continua a ser uma
ferramenta essencial em muitos dominios de aplicacao da Matemaética.

Exercicio 28. Recorra a tabela de logaritmos de base 10 incluida abaixo para efectuar as
seguintes operacoes. Confirme os seus resultados efectuando directamente os calculos.

(a) (3.027 x 1077) x (2.25 x 10?) (c) (2.25 x 107)* x (1.194 x 10?)

(b) (3.027 x 103) x (1.194 x 10%) (d) (3.027 x 1072) x (2.25 x 102)°

v |1.194 225 3.027 3.443 3.614 6.045 6.808
logyo(x) | 0.077 0.352 0.481 0.537 0.558 0.781 0.833

Funcgoes trigonométricas inversas. Para terminar esta seccao, vamos discutir as funcgoes
inversas das funcgoes trigonométricas. Aqui é preciso fazer um compromisso relativamente ao
dominio: todas estas funcoes sao periddicas, pelo que nao s6 nao sao injectivas, como para
cada valor de y hd mesmo uma infinidade de valores de z satisfazendo f(z) = y (desde que y
esteja no contradominio de f).

Tendo em conta a origem das funcoes trigonométricas em propriedades geométricas dos
triangulos rectangulos, é natural centrarmos a nossa atengao no que se passa no intervalo [0, %] ,
em que todas as funcoes estao definidas e sao injectivas. Para obtermos o seu contradominio
completo, basta estendermos este intervalo por forma a apanhar os seus valores negativos;
assim, o dominio principal do seno, tangente e cosecante é o intervalo [—%, %} (aberto no caso
da tangente) e o dominio principal do coseno, cotangente e secante é o intervalo [0, 7] (aberto
no caso da cotangente).

Nestes intervalos, ilustrados na Figura 2.32; estas fungoes sao injectivas. Assim, é nestes
intervalos que as vamos inverter.

As funcgoes trigonométicas inversas designam-se por “arco de ...”, devido a relagao entre
angulos medidos em radianos e comprimentos de arcos de circunferéncia. Assim, por exemplo,
a funcao inversa do seno chama-se “arco de seno”, denotada por arcsin; a expressao arcsin(x)
lé-se habitualmente como “arco cujo seno é z”.

A Figura 2.33 mostra os gréaficos das fungoes trigonométricas inversas mais usadas: arco de
seno e arco de tangente. O arco de coseno e arco de cotangente podem definir-se simplesmente
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Ay y Poif()=tan(x) Ay
f(x)=sin(x) b
14 >, 1 _ 2+
P R f(x)=cos(x)
‘\“ E ‘\‘ "l "l 1 1
“\ “| X "'
1 : : e .'
- W m ™ 41T
“‘ 2 2 ‘\‘ ,'2
o 4t
(a)
Ay \ i y
| o0
21 \f(x)=cot(x) ". 4
s
1+ 2
P
X s
m |
. . 2:
-1+ “|§ -2+
V8T
24 ". 44
‘-. o5t

()

Figura 2.32: Dominios principais das fungdes trigonométricas seno (a), coseno (b), tangente (c),
cotangente (d), secante (e) e cosecante (f).

pelas relages arccos(x) = 7 — arcsin(z) e arccot(x) = § — arctan(xr), enquanto que os arcos
de secante e cosecante s6 raramente sao referidos.

Destes graficos podemos observar que as fungoes arco de seno e arco de tangente sao ambas
crescentes em todo o seu dominio. A primeira estd definida em [—1,1] e tem como con-
tradominio o intervalo [—%, %}, a segunda esta definida em R e tem como contradominio o
intervalo }—g, Z [, tendo duas assimptotas horizontais de equagoes y = —3 e y = 7.

Exercicio 29. Determine o valor das seguintes constantes.

(a) arcsin(0) (d) arccos(—1) (g) arcsin (\/75) (j) arctan (v/3)
(b) arccos(0) (e) arcsin (3) (h) arctan(—1) (k) arccot(1)
(c) arcsin(1) (f) arccos <—\/7§> (i) arccot(0) (1) arctan (—v/3)
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Ay Ay
w | fjzaresinGy w2l f(x)=arctan(x)
2
X X
A 1 3 2 1 2 3
______________________ L . L.
2

Figura 2.33: Graficos das fungoes arco de seno (a) e arco de tangente (b).

Exercicio 30. Esboce os graficos das funcoes arco de coseno, arco de cotangente e arco de
secante.

Exercicio 31. Use funcgoes trigonométricas inversas para encontrar uma solugao de cada
uma das seguintes equacoes.

(a) sin(z) = 5 (c) cos (z +

N =

)=—3 (e) tan(z +1)—2=0

(b) tan(x) = (d) tan(2z) =3 (f) 3sin(rz) —2=—/2

win

Daqui em diante, vamos trabalhar com o conjunto de fungoes que inclui os polinémios,
exponenciais e fungoes trigonométricas, bem como todas as fungoes construidas a partir desta
pelas operacoes algébricas, de composicao e fungao inversa. Estas fun¢oes chamam-se fungoes
transcendentes elementares.

2.6 Limites e continuidade

Para podermos desenvolver o nosso estudo de fungoes, precisamos de introduzir mais um con-
ceito: o conceito de limite duma funcao num ponto. E esta nocao que vai estar depois na base
de muitas das técnicas que vamos desenvolver para estudar o comportamento de fungoes duma
forma sistematica.

2.6.1 Nocoes basicas de topologia

Antes de definirmos este conceito, precisamos dumas nocoes de topologia. A Topologia é uma
area da Matematica que estuda conceitos de relacao espacial entre pontos e conjuntos; para o
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nosso estudo, precisamos apenas de algumas nogoes elementares sobre o conjunto dos ntimeros
reais.

Definigao. Seja A um conjunto de niimeros reais.
- Um ponto x diz-se interior a A se existe um intervalo aberto |a, b[ tal que = € Ja, b C A.

- Um ponto z diz-se exterior a A se existe um intervalo aberto |a, b tal que x € |a,b[ e
|a, b[ nao intersecta A.

- Um ponto z diz-se fronteiro a A se qualquer intervalo aberto |a, b contendo x intersecta A.

- Um ponto z diz-se ponto de acumula¢ao de A se qualquer intervalo aberto ]a, b[ contendo x
intersecta A em pontos diferentes de x.

O conjunto dos pontos interiores de A diz-se o interior de A; o conjunto dos pontos exteri-
ores de A diz-se o exterior de A; o conjunto dos pontos fronteiros de A diz-se a fronteira de A,
representada por 0A; e o conjunto dos pontos de acumulacao de A diz-se o conjunto derivado
de A, representado por A'. A unido do interior de A com a sua fronteira chama-se fecho de A,
denotado por A. Um conjunto A diz-se aberto se sé contém pontos interiores e fechado se é
igual ao seu fecho. Chama-se ainda complementar de A ao conjunto A° que contém todos os
pontos que nao pertencem a A; tém-se as relacoes AN A= e AU A° =R,

Graficamente, os conceitos de interior, exterior e fronteira denotam exactamente o que
aquelas palavas significam: os pontos interiores estao dentro do conjunto A, no sentido em que
nao s6 pertencem a A como os pontos a sua volta também; os pontos exteriores a A estao fora
de A, mais uma vez no sentido em que os pontos a sua volta também nao pertencem a A; e
os pontos fronteiros separam os pontos interiores de A dos pontos exteriores de A. Os pontos
fronteiros dividem-se em duas categorias: os pontos isolados, que pertencem a A mas nao estao
proximos de mais nenhum ponto desse conjunto, e os pontos de acumulacao. Observe-se que
todos pontos interiores a A sao necessariamente pontos de acumulacao de A.

A Figura 2.34 apresenta alguns exemplos destes conceitos relativos ao conjunto A =
[—4,—2] U {0} U]1,3]. Os pontos —5, —1, 3 e 6 estdao fora do conjunto, bem como a viz-
inhanca (assinalada) que os contém. Os pontos —%, —g e 2 estao dentro do conjunto, bem
como os intervalos marcados que os contém. J& para os pontos —4, 0, 1 e 3, o intervalo assinal-
ado intersecta A e o complementar de A, sendo claro que o mesmo se passa por muito pequeno
que o intervalo se torne; estes pontos sao pontos de fronteira. No caso dos pontos —4, 1 e 3,
cada intervalo contém uma infinidade de pontos em A e fora de A: estes pontos sao pontos
de acumulacao do conjunto A; no caso do ponto 0, o unico ponto de A contido no intervalo

g &40 09O
OO OO e OO

P

-
>

: : ]
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Figura 2.34: Pontos interiores, exteriores, fronteiros e de acumulacao do conjunto A.
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assinalado (e em qualquer outro mais pequeno) é o préprio ponto 0, pelo que este ponto é um
ponto isolado. Os pontos —g, —% e 2 também sao pontos de acumulagao do conjunto.

Uma vez que vamos estar essencialmente interessados em intervalos (j4 que estaremos a
trabalhar com dominios de fungdes), é 1til ter a ideia de como é que estes conceitos se traduzem
em termos de intervalos. Para um intervalo I da forma [a,b], |a,b], [a,b] ou ]a,b[, com a < b,

temos que:
- o interior de [ é ]a, b|;
- o fecho e o derivado de I sao [a, b];
- a fronteira de I é {a, b}.

Estas propriedades justificam a terminologia de intervalo aberto e intervalo fechado: os
intervalos abertos sdo os que coincidem com o seu interior, ou seja, os da forma |a,b[; e os
intervalos fechados sdo os que coincidem com o seu fecho, ou seja, os da forma [a, b].

Para intervalos ilimitados a caracterizacao ¢ semelhante. Para I = ]—o0,b[ ou I = |—00, ),
temos que:

- o interior de I é |—oo0,b];
- o fecho e o derivado de I sao |—o0, b];
- a fronteira de I é {b};

e analogamente para I = Ja, +00] ou I = [a,+00[. Novamente, estas propriedades sao coerentes
com a terminologia de intervalo aberto ou fechado que temos vindo a usar.

Vejamos alguns exemplos. Os pontos 0, 1 e 2 sdo interiores ao intervalo [—2, 3], enquanto os
pontos —3 e 4 sdo pontos exteriores a este intervalo. A fronteira de [—2, 3] é o conjunto {—2, 3}.
As mesmas relagoes continuam a verificar-se se considerarmos em vez deste o intervalo |—2, 3[.

J& para o intervalo [1, +o0[ sé temos um ponto fronteiro, o ponto 1. Todos os pontos acima
deste valor sdo pontos interiores (como por exemplo 2, 7 ou \/5), enquanto todos os valores
inferiores a 1 sdo pontos exteriores a este intervalo (como por exemplo 0, % ou —4).

Exercicio 32. Indique o interior, exterior, fronteira e derivado dos seguintes conjuntos.

(a) [1,2] (b) ]=2,1] (¢) =00, =2[ (d) 3,400  (e) [-1, 400 (f) R

Para um conjunto que seja uma uniao de intervalos, sé ha que ter cuidado com os pontos
fronteiros e de acumulagao. Por exemplo, se A = |1,3| U3, 4], entdo o ponto 3, que é fronteiro
a ambos os intervalos |1, 3] e |3, 4], é interior a A e nao fronteiro. J& para A =|1,3[U]3,4], o
ponto 3 é mesmo um ponto fronteiro deste conjunto.

Exercicio 33. Determine o interior, exterior, fronteira e derivado dos seguintes conjuntos.
(a) 11,5[U]-1,3] (c) {0,1} U]L, 2] (e) R\ {-1,1}
(b) [0,1[U]1,2] (d) ]2, +oc[U{0}U]=2,-1] () 0
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O conceito de ponto de acumulacao é fundamental para a definicao de limite. Uma das
caracterizagoes alternativas (e tteis) de ponto de acumulacao é a seguinte.

Proposicao. Um ponto = é ponto de acumulagao dum conjunto A se e sé se existe uma
sucessao de termos em A\ {x} cujo limite é z.

Por exemplo: o ponto 0 é ponto de acumulagao de |0, 1] porque a sucessao u,, = % é uma

sucessao de termos em |0, 1] cujo limite é 0. J& o ponto —1 nao é ponto de acumulagao desse
conjunto porque nenhuma sucessao de termos positivos pode ter limite —1.

Exercicio 34. Seja A =]—3,—2]U]1, 3[. Para cada um dos seguintes pontos de acumulagao
de A, encontre uma sucessao de termos em A cujo limite seja esse ponto.

(a) =3 (b) -3 (c) —2 (d) 1 (e) 2 (f) 3
Exercicio 35. Seja A =]—2,0]U {2} U]3,4[. Para quais dos seguintes pontos é que existe

uma sucessao de termos em A cujo limite seja esse ponto?

2.6.2 Limite duma funcao num ponto

Os nuimeros reais sao por natureza uma abstraccao matematica. Na vida real, é impossivel
medir exactamente uma distancia ou um intervalo de tempo; assim, muitas vezes é mais impor-
tante saber como ¢ que uma funcao se comporta prorimo dum ponto a do que propriamente
nesse ponto. Em particular, é extraordinariamente 1til saber como é que os valores da fungao
variam quando o argumento se aproxima nesse ponto.

A formalizacao desta ideia leva ao conceito de limite duma funcao num ponto. Ha varias
defini¢oes possiveis de limite, que para o caso da Andlise Matematica sao coincidentes. Apre-
sentaremos aqui uma definigdo baseada em sucessoes (limite a Heine), que tem a vantagem de
ser bastante concreta e facil de usar na pratica.

Definicao. Sejam f : R — R uma func¢ao e a um ponto de acumulagao do dominio de f. O
nimero real b é o limite (a Heine) de f em a, denotado lim, ., f(x) = b, se para qualquer
sucessao u tal que limu, = a se tiver lim f (u,) = b.

O requisito de a ser um ponto de acumulacao do dominio de f prende-se com a ideia de o
limite reflectir o comportamento da funcao quando o argumento estd “proximo” de a; se a for
um ponto exterior ao dominio de f, nao ha qualquer informagao sobre o comportamento de f
em pontos proximos de a, porque f nao esta definida para esses valores. Se a for um ponto
isolado, também nao faz sentido falar no limite de f em a.

Podemos desde ja estender esta definicao ao caso em que a = oo ou b = o0 com o
significado 6bvio; a Unica ressalva a fazer é definir quando é que oo é ponto de acumulagao
do dominio de f. Dizemos que —oo é um ponto de acumulagao de um conjunto se esse conjunto
nao for minorado; e dizemos que +oo é ponto de acumulagao do dominio de um conjunto se
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esse conjunto nao for majorado. Em termos de limites de sucessoes, estamos a ser coerentes

com o que dissemos atrds: +o0o (ou —oo) é ponto de acumula¢ao dum conjunto se existir uma

sucessao de termos nesse conjunto que é um infinitamente grande positivo (ou negativo).
Vejamos alguns exemplos.

Exemplo.

1. Tomemos a fungao f definida por f(x) = = + 1 e calculemos o seu limite no ponto 2.
Se u é uma sucessao com limite 2, entao

lim f (u,) = lim (u, + 1) =limu, + 1 =2+1=3,
donde lim, oz +1 = 3.

2. Tomemos a fungao f definida por f(x) = x? e calculemos o seu limite quando = — +o00.
Se u é um infinitamente grande positivo, entao f (u,) = u? também ¢é um infinitamente
grande positivo; logo lim,_, 4o 2% = +00.

(z—1)?

3. Consideremos a fungao g definida por g(r) = ==~ e vamos calcular o seu limite no

ponto 1. Observe-se que neste ponto a funcao nao esta definida.

Se u é uma sucessao com limite 1 e cujos termos sao diferentes de 1, entao

n - 1 2
lim g (1) = im =Y i (4, — 1) = limuy — 1= 1—1=0,
Up —
donde lim,_,; (“’;’_11)2 =0.
4. Consideremos agora a funcao h definida por h(z) = % e vejamos 0 que se passa no
ponto 0. Sejam u,, = % e v, = —% duas sucessoes com limite 0. Temos que

lim h (1) = lim 22) = Jim ™~ Jim 1 = 1

Uy, Uy,
lim A (0,) = lim 2220 = i =% — lim—1 = —1
Un Un

tendo em conta que v, é uma sucessao de termos negativos. Uma vez que ha duas
sucessoes u e v que tendem para 0 tais que h (u,) e h (v,) tém limites diferentes, podemos
concluir que a funcao h nao tem limite no ponto 0.

5. Finalmente, seja h definida por h(z) = ex* e calculemos lim,_ h(z). Sendo u um
infinitésimo, temos que

% 1
lim h (u,) = lime"s = eot = ™™ = 400,

observando que u2 é um infinitésimo positivo.

. . ~ . 1 .
Consideremos uma variante da fungao anterior: h(x) = e=. Se calcularmos o limite de h
em 0, concluimos que este nao esta definido. De facto, se u for um infinitésimo positivo, temos

que
1

. . —_— L +w
lim A (u,) = limewn = eof =e

:—‘—OO’
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enquanto que se u for um infinitésimo negativo temos

lim A (uy,) — limein = e¢o- = e = (.

Estas situagoes sao muito comuns, e dao origem ao conceito de limite lateral: o limite da
funcao f quando nos aproximamos de a vindos duma direccao.

Definigao. Sejam f : R — R uma func¢ao e a um ponto de acumulagao do dominio de f. O
nimero real b é o limite a direita de f em a, denotado lim, ,,+ f(x) = b, se para qualquer
sucessao decrescente u tal que limu,, = a se tiver lim f (u,) = b.

O numero real b é o limite a esquerda de f em a, denotado lim,_,,— f(x) = b, se para
qualquer sucessao crescente u tal que limu,, = a se tiver lim f (u,) = b.

Exemplo. Consideremos novamente a funcao h definida por h(z) = 2. Se u for um in-

xX
finitésimo positivo qualquer, entao |u,| = u,, donde

u u
limA (u,) = limM =lim— =lim1 =1
U, Up,
e portanto
T
lim u =1.
z—0t T
Se v for um infinitésimo negativo, entao |v,| = —v,, donde
v —v
lim A (v,) = limM =lim — =lim—1= -1,
,U'n/ Un
e portanto
x
lim u =—1.
z—=0— T

Claro que se lim,_,, f(z) existir, entao esse limite coincide com os limites de f a direita e
a esquerda desse ponto; o reciproco também é verdade.

Proposicao. O limite de f em a existe se e s6 se existirem e forem iguais os limites laterais
de f nesse ponto.

Exemplo.

1. Seja f definida por f(z) = xQ—l_l Se u for uma sucessao que tende para 1, entao u? — 1 é
um infinitésimo positivo; logo

lim f (u,) = lim 1:—:+oo.

: 1
LOgO hmm_ﬂ 21 +00.

2. Seja agora g definida por f(z) = z;is e estudemos o limite desta funcao no ponto x = —2.

Se u for uma sucessao que tende para —2 por valores superiores, entao u? + 8 ¢ um
infinitésimo positivo; logo

-3 -3
= — =—00.
ub+8 0t

lim g (u,) = lim
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Porém, se u for uma sucessao que tende para —2 por valores inferiores, entao u> + 8 é
um infinitésimo negativo; neste caso, tem-se

lim g (u,,) = lim 9 —_3—+oo
gl =My s ~ 00~ T
Concluimos assim que lim,_, o+ I;—j’S = —o00 e que lim,_, o % = +o00. Esta fungao
tem limites laterais diferentes no ponto —2, logo lim,_,_» I;—_‘:’S nao existe.
Exercicio 36. Calcule o valor dos seguintes limites.
. T+5 : _ . or+1 22 —2x+3
a) lim (b) lim log(3z —2) c¢) lim i e
()x—>3x—3 e=3" ()$—>I$2_1 d xlig:l?) x2—9

2.6.3 Continuidade e calculo de limites

O primeiro exemplo da secgao anterior ilustra uma caracteristica comum a muitas fungoes: o
limite num ponto em que a fungao esta definida é igual ao seu valor nesse ponto. Nem todas
as fungoes tém esta propriedade — veremos ja de seguida alguns exemplos — mas muitas das
que conhecemos satisfazem-na. Estas fungoes sao ditas continuas.

Definigao. Uma funcao f : R — R diz-se continua no ponto a se lim, ., f(x) = f(a).

Todas as funcoes transcendentes elementares sao continuas no interior do seu dominio.
Isto é consequéncia das propriedades dos limites; por exemplo, para ver que a soma de duas
fungoes f e g continuas num ponto a é continua em a, escolhe-se uma sucessao arbitraria u tal
que lim u,, = a e verifica-se que

Hm(f + g) (un) = Um (f (un) + g (un)) = f(a) + g(a) = (f + g)(a) .

O tratamento das restantes operacoes algébricas é semelhante.

Para a composicao, observe-se que se f é continua em a, g é continua em f(a) e u é uma
sucessao que tende para a, entao a sucessao de termo geral f (u,) é uma sucessao que tende
para f(a), donde g (f (uy)) tende para g(f(a)) = (go f)(a).

E possivel demonstrar de forma semelhante que as fungoes trigonométricas sao continuas e
que a inversa duma func¢ao continua é continua.

Tal como para os limites, podemos considerar o conceito de continuidade lateral.

Definigao. Uma fungao f : R — R diz-se continua a direita do ponto a se lim, .+ f(z) = f(a)
e continua & esquerda do ponto a se lim, ,,- f(z) = f(a).

E facil ver que f é continua em a precisamente quando é continua a direita e a esquerda
de a.

A continuidade simplifica muito o cédlculo de limites, ja que nos permite passar limites
através das operagoes algébricas. Por exemplo, o primeiro limite que calculamos acima poderia
ter sido deduzido como

lim(z+1)=limz+liml=2+1=3,
r—2 T—2 r—2
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ou mais simplesmente invocando a continuidade dos polinémios: f(x) = = + 1 é uma fungao
continua em 2, logo lim, 5 f(z) = f(2) = 3.

Quando o ponto em que se calcula o limite nao é um ponto do dominio da fungao, continuam-
se a aplicar todas as regras anteriores (ja que estas s6 dependem de propriedades de limites de
sucessoes). Em particular, temos o seguinte resultado.

Proposicao. Sejam f e g funcoes reais de variavel real e a um ponto de acumulacao de f e g.
Entao verificam-se as seguintes relagoes sempre que a expressao da direita denotar um niimero
real.

r—a

lim (f(z)g(x

T—ra

lim (f(z) £ g(x)) = lim f(z) & lim g()
)) = lim f(z) x lim g()
lim f(x) _ lim, ,, f(x)

r—a g(:L‘) limz_m g(q;)
lim f(z)?® = lim f(z)*imesao@)
z—a z—a

A estas igualdades convém ainda acrescentar a relacao lim, ,, g(f(z)) = g (lim,_, f(x)),
valida sempre que g for uma funcao continua no ponto designado por aquele limite.

Se permitirmos limites infinitos, estas regras continuam validas (mais uma vez, porque ja
o eram para sucessoes); temos apenas de ter cuidado com os simbolos que denotam indeter-
minagoes: 0o — 00, %, 2, 0x 00, 0%, oc® e 1°°. Estas situacoes resolvem-se de forma semelhante
a usada para as levantar quando envolviam sucessoes; contudo, quando consideramos todas as
funcoes transcendentes elementares, surgem alguns casos novos que convém discutir.

Indeterminagoes de tipo co —oo. Estas indeterminacoes resolvem-se normalmente pondo
factores em evidéncia na expressao do limite a determinar.

Exemplo.

1. Para calcular lim, (:c2 —2x + i), pomos x em evidéncia:

1 1
lim (332—2;1:+—): lim x(x—2+—2):+oo><(+oo—2+0):+oo.
T—r+00 X x

T—r—+00

. 1 1 1 N PR
2. Para calcular lim,_, (x_Q + (x_2)2>, pomos — em evidéncia;

li ! ! = li —1 1 ! = (£ 1+ +£o00) =
) x—2+(x—2)2 Tar o2\ z-2 = (Foo)(1 +00) = +oo,

onde +o00o indica um limite de +00 a direita e de —oo a esquerda de 2.

3. Para calcular lim,_,q (log(x) + %), observemos em primeiro lugar que este limite é um

limite a direita, ja que a funcao cujo limite estamos a calcular nao esta definida para
valores negativos de z. Aqui, vamos definir uma nova variavel ¢ = % e reescrever este

limite em funcao de ¢. Temos que

1 1
t t——4o00

z—07F x =400

tendo em conta que ja sabemos que o crescimento da funcao logaritmo ¢é inferior ao de
qualquer polinémio.
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Este ultimo exemplo ilustra dois pontos importantes. Primeiro, é por vezes tutil mudar
a variavel do limite para reduzir a um limite ja conhecido. Segundo, conhecendo as ordens
de crescimento das vérias fungoes, pode-se muitas vezes justificar directamente qual o valor o
limite sem necessitar de efectuar calculos sofisticados.

Exercicio 37. Calcule o valor dos seguintes limites.

lim e* " b) lim (e® — 2zl , 3 .
(a) lim e (b) lim (e —2wlog(x)) (c) lim (x —+ ez_5>
Indeterminacoes de tipo %. H& varias situacoes que podem dar origem a este tipo de

indeterminacao. Regra geral, a técnica depende do tipo de expressao.

Para quocientes de polinémios, aplica-se factorizacao, utilizando o resultado que diz que
um polinémio que se anula num ponto a é factorizavel por (r — a). Um algoritmo geral de
divisao de polinémios esta descrito na Seccao 4.4.1.

Exemplo.

1. O célculo de lim,_,; % gera uma indeterminacao de tipo %, ja que ambos os polino-
mios naquele quociente se anulam em x = 1. Entao, podemos dividi-los ambos por esse
valor, obtendo z? — 1 = (z 4+ 1)(x — 1) e 2 + 22 — 3 = (z — 1)(x + 3). Temos que

2 _
limx—lzlim(x+l)M:1imx+l_2

132+ 20 — 3 el (—T)(x+3) 1z +3 4

1
5

2. A mesma técnica funciona com expressoes polinomiais envolvendo outras fungoes. Por
cos(z)+3 cos?(x)—2 cos?(x)
cos3(z)—3 cos(x)
cao de tipo 8, podemos dividir ambos os termos da fracgao por cos(z).

exemplo, para calcular lim, , = que é novamente uma indetermina-
Y P} )

cos(x) 4 3cos?*(x) — 2cos®(z) lim cosfr) (1 + 3cos(x) — 2 cos?(x))

li =
xl—{% cos?(z) — 3 cos(x) =% costr] (cos?(x) — 3)
i L 3cos(z) —2cos?(z) 1 1
= lim =—=-3
P cos?(z) —3 -3 3

3. Um terceiro exemplo, agora envolvendo exponenciais, é

2 —e" ) 2—e" 1 1 1

lim — = lim = lim = =—.
z—log2 4 — 2 x—>log2/(/2/€a’y)/(2 + ez) z—log2 2 + e% 2 + elog2 4

Exercicio 38. Calcule o valor dos seguintes limites.

x? — 3z x* — 16 x?—x—2 . z?-a
3 - 3 - 3 - d 1 22426
Wimg—s  OlMegmy e O
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Outro tipo de indeterminacgoes envolve relagoes trigonométricas e resolve-se reduzindo a um
limite particular: o limite limy_, sin(®) -~ Ppara analisar o valor deste limite, vamos voltar a olhar
079 ’
para o circulo trigonométrico.

Ay /
&
=}

NE
>
0 =\ x
cos(8) -

Comecemos pelo limite a direita, ou seja, quando # > 0. Tendo em conta que o arco
assinalado na figura tem comprimento precisamente 6, ja que se trata dum circulo unitario e
¢ a medida do angulo correspondente, é imediata a relagao sin(d) < 6. Por outro lado, a drea
do sector circular assinalado é g (atendendo a que o raio do circulo é 1) e a area do triangulo
maior é %; entdo também se tem 6 < tan(f).

Obtemos entao a relacao

sin(f) < 6 < tan(0) .

Dividindo todos os membros desta desiguldade por sin(#), que é um valor positivo, obtemos

| < 0 <tan(9): I
sin(6)  sin(f)  cos(d)’

sendo u,, um infinitésimo positivo, concluimos que

U 1
1< ———< .

sin (u,)  cos (uy,)
Ora lim ﬁu") = ﬁ(o) = 1; pelo Teorema da sucessao enquadrada, ter-se-4 necessariamente
lim =% = 1, donde lim 2202 — 1, Log0

sin(un) ) Un
sin(x
lim (z) =1.
z—07F T

Por outro lado, uma vez que o seno e a tangente sao funcoes impares, para 6 < 0 tem-se
tan(6) < 6 < sin(0) ;
dividindo por sin(f), que agora é um valor negativo, obtemos novamente

6 tan(f) 1
b= sin(6) = sin(@)  cos(6)’

donde podemos repetir o raciocinio anterior para concluir que

lim 20 _
x—0— X
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Uma vez que a fungao % tem limites laterais iguais no ponto 0, concluimos que esta funcao

tem limite no ponto 0 e que este limite vale 1.
Observe-se que os resultados que vimos sobre limites de subsucessoes garantem que para

qualquer funcao f se tem lim(;)—o % = 1. Assim, temos por exemplo
lim sin(3x) _q sin(2x + 4) _q sin(log(z)) 1 ote.
20 3T a2 2x+4 =1 log(x)

Vejamos como podemos usar esta relagao para calcular muitos outros limites importantes.

Exemplo.

tan(z)

—— ¢ agora imediato usando as propriedades dos limites:

1. O célculo de lim,_,q

: : 1
lim tan(z) — lim sin(x) _ lim sin(x) _1
=0 T =0 xcos(z) a0 x cos(z)
1
1—cos(z)

2. Para calcular lim, ,o — 5, vamos multiplicar ambos os membros da fraccao por 1 +
cos(z) por forma a conseguir reescrevé-la em termos de senos.

11— 11— 1 1 — cos? 1
lim cos(x)  lim (1 —cos(z)(1 + cos(x))  lim cos?(x)
20 x? 20 x2(1 + cos(z)) 20 x? 1 + cos(z)
.92 . 2
— ( 1im 22 (z) lim _ = 1 lim _sm(:c) = 1
=0 g2 z—0 1 + cos(z) 2\z50 =z 2

~
1

M\H<

3. Também podemos levantar indeterminagoes semelhantes a esta noutros pontos que nao 0
por mudanca de variavel. Por exemplo,

lim sin(2x) — lim sin(2t + 27) — lim sin(2t)
=T L — T t—0 t t—0 t
2sin(2t in(2t
:mmﬂil:meM))zz
t—0 2t t—0 2t
—_——

1

onde tomamos t = x — 7 para reduzir o problema a um célculo dum limite no ponto 0.

Exercicio 39. Calcule o valor dos seguintes limites.

. sin(27) . 2t —dr+4 , sin(2x)
] e it S
(2) r50 3z (b) il—% sin?(z — 2) (©) :lcl—% log (x cos(x)

O outro tipo de indeterminagoes deste tipo envolve exponenciais e resolve-se reduzindo a

~ . . . €T __ . . . . .
expressao ao limite lim, o “— L Para determinar o valor deste limite, observe-se em primeiro

lugar que, dos resultados sobre limites de sucessoes, sabemos que

@ : AT T\ n\ n\ x? "
e _(hm<1+n_/:1:> ) —hm<1+5> _llm(1+(1)ﬁ+(2)ﬁ+”'+ﬁ)
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, . 4 n ! , . ~
usando a férmula do binémio de Newton, onde ( L) = k,(+_k), denota o niimero de combinacoes

de n elementos tomados k a k. Subtraindo 1 e dividindo por x, obtemos

et —1 I n\ 1 . n\ « n +x”*1
= lim — — 4+ )
x 1) n 2 ) n? nn

, s s ~ n ~ .
¢ um polinémio de grau k, todas as fraccoes <k> = sao in-

Tendo em conta que Z
finitésimos para k > 2. Assim, quando = tende para 0 obtemos
et —1 n\ 1 n\ x Tl
lim = lim lim -+ — 44
z—=0 I z—0 n 1/ n 2 ) n? n"

i nY\ 1 n\ z"! () — 1 n!_l
—1£HII_>I% 1 E—i— 9 ﬁ—i—--ﬁ- o = lim 1 —1ma_ .

Os mesmos comentarios que fizemos atras aplicam-se: temos que

2 1 z—1 __ 1 tan(z) _ 1
lim £ —1  lIme—"" =1 Im S T —1 e
z—=0 21 z—1 —1 =% tan(m)

Vejamos alguns exemplos em que podemos usar este limite para levantar indeterminagoes.
Exemplo.

2
. T __ . . , .
1. Para calcular lim, o “— L a forma mais simples é fazer aparecer o termo 2% no denomi-

nador. Entao temos que

2 2
e . e —1
lim =limz =0.
x—0 x x—0 $2
—

2. Para calcular lim,_,q
anteriormente.

22_1 2:E_1 2 _
lime—:lim<e—> (—x):lx(—2)x1:—2

2x . . , .
m, vamos proceder da mesma forma e usar o limite notavel visto

z—0 sin(—x)  2—0 2z —1 \sin(—=z)

3. Finalmente, nalguns casos temos de usar mudancas de variavel:

2e* — 2e 2e (et -1 (et =1
lim = lim ( :2ehm¥:2e, comt=ux—1.
z—1 x—1 x—1 x—1 t—0 t
1
Exercicio 40. Calcule o valor dos seguintes limites.
. sin(z—1) . 3z—3_1 . sin(z) _ @ . tan(9x)
(a) lim, ;e =1 (b) lim,; S5—= (¢) limg 0 % (d) lim, o esnG2)
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Indeterminagoes de tipo 2. Estas indeterminagoes resolvem-se recorrendo as técnicas que
ja usavamos para as levantar quando trabalhdvamos com sucessoes. Nalgumas circunstancias,
pode ser ttil reduzi-las a indeterminagoes do tipo % por meio da identidade

1

f@) 7@
9(x) o
Exemplo.
1. Para calcular lim, gif’ﬁﬁ, dividimos o numerador e denominador da fraccao por 2.
by TABTE2 1+3+ % 1
im ———— = lim =_
a—+oo 202 —x — 1 a:—>+002—%—%2 2

4e7% 42e2% _5e®

ST 2T pode ser calculado dividindo ambos os

2. Da mesma forma, o limite lim,_,,
membros por e°*.
4€™ 4 2e%* — He” 4e%* 4 2e73 — 5e 4 oo

lim = lim = = +00
z—too 3+l 4 2e5 — 1 aotoo el 42— e 2

, . tan(Z—1
3. Ja para calcular lim, , %, vamos comegcar por reescrever esta tangente como

uma cotangente (recorrendo a tan (3 —t) = cot(t)).

~ tan (g — l) ) cot (1) ) 1 ) t
lim —=—% = ]lim —% = lim L N = lim =
T——00 x T——00 x z——00 tan (;) t—0— tan(t)

Exercicio 41. Calcule o valor dos seguintes limites.

. 3x5+2x3—$’ . 1 x2—|—1 ) 4612 +2€2$_56x
(a) x1—1>r—POO log 1+ 22 —42° <b) x1—1>I—Poo er 212 +3 (C) xl_1>I_|I_loo e3atl | 9pbr _ ]

Indeterminacoes de tipo 0 x co. Estas indeterminagoes resolvem-se quase sempre redu-
zindo a um dos dois casos anteriores.

Exemplo.

1. Para levantar a indeterminacao em lim, .,  sin (%), vamos reescrever a multiplicacao
por x como divisao por 1

T

. l .

T+ 00 T T—+00 t—0t 1

] |~

2. A mesma técnica permite calcular lim,_,_ . x (26% — 2).

) %er — 2 2¢t — 2
hmx<2ez—2): hm 22572 o 22T o

T—r—00 T—r—00
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2.6. LIMITES E CONTINUIDADE 109

3. Para determinar lim,_, = (x — %)3 tan(z), basta expandir a defini¢cdo da tangente e aplicar
identidades trigonométricas.

3 3 gi 3 g
lim <:1c - E) tan(x) = lim (x - Z) sin(z) = lim <ac - Z) ﬂ
o 2 =z 2/ cos(z) 23 2/ sin (% — $)
2 _x
= lim (x - E) sin(z) .‘T 2 =0
=T 2 —sin (a: — 5)

Exercicio 42. Calcule o valor dos seguintes limites.
(2) lim Ve (b) lim (¢ —1)log(z — 1) (c) limlog(z)log(x —1)

Indeterminacoes de tipo 0°, oo e 1. Estas indeterminacoes levantam-se sempre, tal
como no caso das sucessoes, recorrendo a férmula

?

f(x)g(fv) — 9(2)log(f (@)

que gera uma indeterminacao de tipo 0 X oo no expoente. Essa indeterminacao pode ser
posteriormente levantada recorrendo as técnicas descritas atras.

Exemplo.

1. Para calcular lim, o+ %, que gera uma indeterminacao de tipo 0°, aplicamos a trans-
formacao z* = e*1°¢% obtendo

. . i 1 1 ; _ log(t)
lim 2% = lim e?198@ — plimiotoo 7log(3) _ plimesroo =5 _ 0 _ 1

z—0t z—0t

. 1 , .
2. Para calcular lim, . (3x + 2)+, podemos usar a mesma técnica.

lim (3z + 2)% = lim T =0 =1,

T—-+00 r—r—+00

z+1

. 3x , . . ~ .
3. Para calcular lim,_, (%1) , que é uma indeterminacgao do tipo 1°°, podemos recorrer

ao limite notavel lim, . o (1 + %)x =e

x4+ 1\* 2 4
lim = lim (1+
z—+oo \ & — 1 2400 r—1
2 3 2 :c;l 6
= lim ([1+ 1+
T——+00 r—1 r—1

2 \? 1y
T—+00 x—1 T—+00 xT

NS 7\ >
1 e
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Exercicio 43. Calcule o valor dos seguintes limites.

8w

(a) lim(1 —2)*" ! (b) lim(1+ ) (c) lim o THog=

rz—1 z—0 r——400

2.6.4 Funcoes definidas por ramos e prolongamentos por
continuidade

H& um caso de funcgoes cuja continuidade nao ¢é imediata a partir da sua definicao: as fungoes
definidas por ramos. De facto, quando definimos uma fungao com expressoes diferentes em
diferentes subintervalos, a continuidade das funcoes transcendentes elementares garante que
ela é continua nos pontos interiores de cada um desses subintervalos e que é continua a direita
ou a esquerda dos extremos que estejam incluidos no intervalo. Porém, nada garante que os
pontos de mudanca de ramo nao sejam mesmo pontos de descontinuidade.

Vejamos uma funcao simples que ilustra estas duas situagoes: a funcao f definida por

z+1 r<—1
flry=<Ra2?-2z —-1<z<2
T — 2 T > 2

Da continuidade das fungoes transcendentes elementares (em particular, dos polinémios),
sabemos que f é continua em todos os pontos da recta real com excepcao de —1 e 2. Sabemos
ainda que é continua a direita do ponto —1 (jd que a expressao que a define nesse ponto é igual
a expressao que a define a direita desse ponto) e do ponto 2 (por uma razao analoga).

Para que f seja continua nos pontos —1 e 2, basta entao que seja continua a esquerda em
cada um deles. Vejamos o que se passa.

lim f(z)= lim z+1=-14+1=0# f(-1)=-1

r——1" r——1—
lim f(r) = lim 2> —2r =4—-4=0=f(2) =0
r—2~ T—27

Entao f é continua em todos os pontos do seu dominio excepto no ponto —1.

Exercicio 44. Indique quais os pontos em que as seguintes fungoes sao continuas.

1
—ce <0

log (r77z) >0

arctan (%) z <0
1+el® x>0

(a) g(z) = { (b) h(z) = {

Mais do que determinar se uma funcao é continua, interessa muitas vezes determinar
parametros que a tornam continua. E frequente, por exemplo, ter fungoes que sao lineares
em cada intervalo, e que se pretende que sejam continuas; entao, torna-se necessario deter-
minar o termo independente da expressao que define a funcao em cada intervalo por forma a
atingir este objectivo.

L. Cruz-Filipe e P. Engracia



2.6. LIMITES E CONTINUIDADE 111

Exemplo. No sistema fiscal portugueés, o Imposto sobre o Rendimento das Pessoas Singu-
lares (IRS) ¢ determinado em fungao do rendimento colectdvel apurado em cada ano civil por
aplicagao duma taxa, definida em funcao dum escalao determinado por esse mesmo rendimento.
Porém, as transicoes entre escaloes sao continuas, no sentido em que, num ponto de transigao
entre escaloes, o imposto calculado pela férmula de ambos os escaloes tem o mesmo valor.
Assim, ao valor do imposto a pagar é abatida uma parcela cujo valor é fixo em cada escalao.
Ou seja, o imposto a pagar por um rendimento R no escalao ¢ é dado por I(R) = Rt; — A;,
onde A; designa a parcela a abater nesse escalao.
Em 2010, os escaloes de rendimento e as taxas associadas sao as seguintes.

Escalao Rendimento Taxa
1 até €4793 10.5%
2 €4793 a €7250 13%
3 €7250 a €17.979 | 23.5%
4 €17.979 a €41.349 | 34%
5 €41.349 a €59.926 | 36.5%
6 €59.926 a €64.623 | 40%
7 acima de €64.623 | 42%

Vejamos como determinar as parcelas a abater em cada escalao. No primeiro escalao,
esta parcela vale 0. Queremos que a funcao I seja continua; entao, tem de ser continua no
ponto 4793, pelo que temos que ter limg 4703~ I(R) = limg 4703+ [(R). Ou seja,

lim (Rt; —A;)= lim Rty — Ay <= 4793 x 0.105 = 4793 x 0.13 — A
R—4793~ R—4793+

<— A, =119.825

donde a parcela a abater no segundo escalao é €119.825. (O valor previsto na lei é de €119.82.)
Conhecendo A,, podemos determinar A; da mesma forma. Para que a funcao R seja
continua na transicao para o terceiro escalao, temos de ter

lim (Rty—Ay) = lim Rty — As <= 7250 x 0.13 — 119.825 = 7250 x 0.235 — A3

R—7250— R—7250t
= A3 = 881.075

que é a parcela a abater no terceiro escalao. (O valor previsto por lei é de €881.08.)
Continuando este raciocinio, podemos calcular Ay, As, Ag e A7.

Exercicio 45. Verifique que os valores das parcelas a abater a partir do quarto es-
calao do IRS sao Ay = €2768.87, A; = €3802.595, A¢ = €5900.005 ¢ A; = €7192.465.

Exercicio 46. Determine o valor de k que torna cada uma das seguintes func¢oes continuas
em todo o seu dominio.

(a) f(:c):{x2_k x>1 {e_w x>0

sin(z —1)+2 z<1 (b) g(z) = k—sin(z) x <0
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112 CAPITULO 2. FUNCOES REAIS DE VARIAVEL REAL

Outra situacao importante é a situacao em que pretendemos aumentar o dominio duma
funcao por forma a incluir a um ponto de acumulagao do dominio e de modo a que a fungao
resultante seja continua. Podemos fazer isto se a funcao tiver limite (finito) nesse ponto.

x

Por exemplo: seja f a fungao definida por f(x) = ;__11, que estd definida em R\ {1}. Se
calcularmos o limite de f no ponto 1, obtemos

: ot -1
lim f(z) = lim =lim(x +1) =2.

z—1 z—1 1 —1 z—1

Isto significa que podemos estender continuamente a fungao f ao ponto 1 definindo-a da se-

guinte forma.
z2—1
* z—1 x 7& 1
xTr) =
(@) {2 o

Um exemplo um pouco mais interessante ¢ o da funcdo g definida por g(x) = # em

R\ {0}. Ao contrario da funcao f anterior, a expressao de g nao pode ser simplificada; porém,
sabemos que lim,_,o g(z) = 1, pelo que podemos prolongar g a toda a recta real da seguinte

forma. o)
. B Slnml' I # 0
9" (z) = {1 0

Em contrapartida, a fun¢ao h definida por h(z) = sin (%), também com dominio R \ {0},
nao pode ser prolongada a origem de forma continua: o limite lim,_,o h(x) ndo existe. Para
verificar este facto, basta escolher dois infinitésimos u, e v, tais que limh (u,) # limh (v,).

1

Un

Podemos conseguir isto escolhendo w,, por forma a que sin ( = 0 (para o que basta garantir

que t ¢ um multiplo de 7, o que se obtém fazendo u,, = %) e v, tal que sin <i> =1 (oquese

. 1o ™ m 1
obtém desde que - seja a soma de 5 com um multiplo de 27, por exemplo com v, = W)

Exercicio 47. Verifique se as seguintes fungoes sao prolongaveis por continuidade.

(a) flz) = 523 (b) g(w) = 2eple=t) (c) h(x) = (£2)7

A continuidade tem implicagbes importantes no estudo de funcées. H& dois resultados
fundamentais para fungoes continuas: o Teorema do valor intermédio (ou de Bolzano) e o
Teorema de Weierstrass. Vamos dar alguma atencao ao primeiro, ja que é uma boa aplicacao
da matéria coberta até aqui e tem um interesse pratico importante.

Teorema (Teorema do valor intermédio). Seja f uma fungao continua num intervalo [a,b] e y
um valor entre f(a) e f(b). Entao existe um ponto z tal que a <z <be f(z) =y.

Este teorema justifica a forma de tragar graficos que temos vindo a usar empiricamente
desde o inicio: uma funcao continua nao passa de um valor a outro sem passar por todos os
valores intermédios — o que implica que quaisquer dois pontos do seu grafico estao ligados,
ou seja, o seu grafico é uma linha sem quebras. As unicas excepgoes que vimos até agora
foram as fungoes definidas por ramos, que podiam ter saltos nos pontos de mudanca de ramos
(que acabamos de ver que podem ser de facto descontinuidades) e as fungoes cujo dominio nao
¢é contiguo, cujo grafico necessariamente tem uma quebra nos pontos que nao pertencem ao
dominio da funcgao.
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Numericamente, este teorema (e em particular a sua prova) tem grande interesse porque
permite obter solucoes de equagoes com a precisao que se queira. Vamos ver a constru¢ao num
caso particular: o caso em que y = 0 e f(a) < f(b). Todos os casos podem ser reduzidos a
este: para resolver f(z) = y resolvemos a equagao equivalente f(x) —y = 0; e se f(a) > f(b)
aplicamos o método a fungao —f.

Demonstracao (Método da bissec¢ao). Vamos definir recursivamente duas sucessoes a e b da
seguinte forma:

1. aozaebozb;
2. tomando ¢ = 22t (o ponto médio do intervalo [a,, by)):

(a) se f(c) <0, entdo api1 = c € byp1 = by;

(b) se f(c) >0, entao a,1 = a, € by = c.

Por construcgao, a sucessao a é uma sucessao crescente e a sucessao b é uma sucessao cres-
cente. Ambas as sucessoes sao limitadas (todos os seus temos estao no intervalo inicial [ag, by)),
logo sao convergentes. Uma vez que a cada passo reduzimos o intervalo [a,, b,] a metade, temos
também que |a,, — b,| < b(’z_—n“o; entao lima,, = limb,,.

Sendo z = lim a,, = lim b,,, vamos ver que f(z) = 0. Uma vez que f é continua, temos que
f(z) =lim f (a,) = lim f (b,). Mas f (a,) < 0 para qualquer n, donde lim f (a,) < 1lim0 = 0;
analogamente, lim f (b,) > lim0 = 0. Entao f(z) = 0. O

Vejamos como podemos aplicar este método para encontrar solugoes de equagoes que nao
sao resoluveis analiticamente. Consideremos a equagao sin(x) = log(x). Tracando os graficos
destas duas fungdes, vemos que esta equagao tem uma solugao no intervalo [2, 3] (Figura 2.35).

Ay

g(x)=log(x)

Figura 2.35: Os gréficos de f(z) = sin(z) e g(z) = log(x) intersectam-se num ponto com
abcissa entre 2 e 3.

Para usar o método da bissec¢ao, tomamos h(x) = log(x) — sin(z) e vamos resolver a
equacao h(x) = 0, observando que h(2) < 0 e h(3) > 0. Podemos construir uma tabela como
a seguinte.
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n, by, c h(c) Caso
2 3 2.5 0.317 b
2 2.5 2.25 0.033 b
2 2.25 | 2.125 —0.096 a

2.125| 2.25 | 2.188 —0.032
2.188 | 2.25 [2.219 | —1.1 x 1074
2.219 | 2.25 | 2.235 0.016
2.219 | 2.235 | 2.227 0.008
2.219 | 2.227 | 2.223 0.004
2.219 | 2.223 | 2.221 0.002
2.21912.221 (2.220| 9 x 1073

© 00 IO ULk W~ O
o

ST ZEELEZED

Podemos portanto concluir que a solucao da equagao sin(x) = log(x) se encontra no inter-
valo [2.219, 2.220]. Com os meios computacionais disponiveis actualmente, é muito fécil aplicar
este método para obter solugoes com precisoes de oito ou dez casas decimais quase instanta-
neamente. Note-se que f(x) é zero com trés casas decimais para qualquer valor de x naquele

intervalo.

A Figura 2.36 mostra a sequéncia de pontos determinados.

Ay

ERRlS
Eélo a:s a\;\*/bz

2.2 24 2.6 2.8

2

y >

Figura 2.36: Resolu¢do numérica da equacao sin(z) = log(x).

Exercicio 48. Aplique o método da bisseccao para encontrar solugoes das seguintes equagoes.

(a) e =2—1

(b) x? — 2z = sin(x) (c) 23 —2x =3

O outro resultado terd um interesse tedrico nos capitulos seguintes.

Teorema (Weierstrass). Uma fun¢do continua num intervalo fechado [a,b] tem minimo e

maximo nesse intervalo.

2.6.5 Determinacao de assimptotas de graficos de funcoes

A outra aplicacao do cédlculo de limites ao estudo de fungoes tem a ver com a determinacao de
assimptotas. Vimos anteriormente que uma assimptota do grafico duma funcao é uma recta
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da qual o gréafico se aproxima cada vez mais; usando os conceitos que entretanto introduzimos,
podemos dizer que o grafico da fungao tende para a recta.

Vamos comegar por analisar os dois casos que vimos atras (assimptotas horizontais e ver-
ticais) para depois vermos uma situagdo um pouco mais geral. Nao vamos incidir demasiado
sobre as implicacoes da determinacao das assimptotas na construcao de graficos de fungoes
porque essa questao serd abordada no final do Calculo Diferencial (Seccao 3.4), quando dis-
pusermos de todas as técnicas necessarias para efectuar um estudo completo duma funcao.

Assimptotas horizontais. O grafico duma funcao tem uma assimptota horizontal quando,
a medida que o valor de x aumenta (ou diminui) indefinidamente, o gréfico se aproxima duma
recta horizontal, de equagao y = a. Isto significa que os valores de f(z) se aproximam cada
vez mais do valor a, ou que o limite de f quando x — +00 (ou x — —o0) é precisamente a.

Os exemplos que vimos atras sao precisamente deste estilo: a funcao exponencial tem uma
assimptota horizontal a esquerda de equacao y = 0; e sabemos ja que temos

lim e* =0.
Tr—r—00

Esta fungao nao tem assimptota horizontal a direita, ja que lim e* = +oc.

r—r+00
O outro exemplo de assimptota horizontal que vimos foi o grafico de arctan(z), que tem
assimptotas y = —7 a esquerda e y = 7 a direita. Um pouco de reflexao mostra que de facto
se tem
. T , T
lim arctan(z) = —— e lim arctan(z) = —.
T——00 T—r—+00 2

Mas ha muitas outras fungoes cujos graficos tém assimptotas horizontais. O exemplo tipico
envolve fungoes racionais, mas ha muitas outras.

Exemplo.

1. O grafico da funcao f definida por f(z) = % tem assimptota horizontal y = 3 a direita
e a esquerda, visto que

3r+1 341
lim = lim 5 =3.
z—too x — 2 z—+oo | 2
2. O gréafico da fun¢ao g definida por g(z) = % tem assimptota horizontal y = —%
a direita e a esquerda, pois
- 4o +2 - 4+ 5 4
lim = lim ——%— =—3
z—too —3x2 — 3z + 1 z—too —3 — - + 2 3

3. O gréfico da fungao h definida por h(z) = Smxﬂ tem assimptota horizontal y = 0 a direita

e a esquerda, uma vez que
sin(x)

lim =0.

r—+o00 x

4. O gréfico da fungao g definida por g(z) = = <2e% — 2) tem uma assimptota horizontal

em y = 2, novamente a direita e a esquerda, uma vez que (conforme vimos atras)

lim x<2e%—2> — 92,

r—F00
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Exercicio 49. Determine se as seguintes funcoes tém assimptotas horizontais e, no caso
afirmativo, indique as suas expressoes.

(8) f(x) =22 (b) g(x) = 5288 (o) k(r) = 5ty (d) nlr) = 222

z2+1 22—51+6 z—2)(z+5)

Assimptotas verticais. De forma semelhante, o grafico de f tem uma assimptota vertical
de equacao r = a quando, numa vizinhanca do ponto a, se aproxima da recta vertical com
essa equagao. Isto significa que ou a direita ou a esquerda (ou de ambos os lados) de a a
funcao f toma valores cada vez maiores em modulo, ou seja, que pelo menos um dos limites
laterais lim, ,,+ f(x) é infinito. Se o limite for 400, a fungao aproxima-se da metade superior
da assimptota; se o limite for —oo, a aproximacao é a metade inferior da assimptota.

Note-se que o grafico de f nunca pode ter uma assimptota vertical nos pontos em que f é
continua, uma vez que nesses pontos ela toma o valor dos seus limites laterais (que ndo podem
portanto ser infinitos). Assim, ao procurar assimptotas verticais vamos cingir-nos aos pontos
de acumulacao que nao pertencem ao dominio da funcao.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo.

1. O gréfico da fungao f com expressao f(z) = i tem um assimptota vertical de equacao
x = 0. De facto,

A aproximacao do grafico a assimptota é a metade inferior, a esquerda, e a metade
superior, a direita.
2. Se pensarmos em g(r) = 322 vemos que o grafico desta funcdo sé pode ter uma
z—1
assimptota vertical no ponto x = 1, que é o inico ponto que nao pertence ao seu dominio.

Calculando os limites laterais nesse ponto, temos que

3r+2 5
I = li =2 =400
Jim, 9@) = Jim S = o !

donde esta fungao tem uma assimptota vertical nesse ponto. Novamente, a aproximagao
do grafico a assimptota é a metade inferior, a esquerda, e a metade superior, a direita.

3. Ja a fungao h definida por h(z) = %&3*2 tem dominio |0, 1[U]1, +00[, pelo que pode

ter assimptotas verticais nos pontos 0 (a direita) e 1.

No ponto 0, temos que

—2? -3z +2 2
lim h(z) = lim —~ 0% +2_ 2 g
20+ =0+t log(x) —00

donde a fungao é prolongavel por continuidade aquele ponto e nao tem assimptota ver-
tical.
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Quanto ao ponto 1 temos

—?—3r+2 -2
l. h - 1‘ _—— = — = o0
! (z) ! log(x) 0=~ T

donde esta fungao tem uma assimptota vertical nesse ponto. Agora a aproximagao do
grafico a assimptota a esquerda de 1 é a metade superior, enquanto que a direita é a
metade inferior.

Exercicio 50. Determine se as seguintes funcgoes tém assimptotas verticais e, no caso
afirmativo, indique as suas expressoes.

(a) fla) = %2 (b) glo) = H=EE (o) k(2) = oty () n(r) = 2

Assimptotas obliquas. H& um outro caso que ainda nao consideramos até agora, que ¢é o
caso em que o grafico da fungao se aproxima duma recta obliqua (ver Figura 2.37).

y >

1
w

1
N

1
—
-—
N
w4t

Figura 2.37: Um grafico duma funcao com assimptota obliqua. A medida que o valor de x
tende para +o00, o grafico aproxima-se cada vez mais da recta y = 2x.

Para que o grafico de f tenha uma assimptota obliqua de equagao y = mx + b quando
r — £00, é necessario novamente que

lim f(x) — (mz+0)=0.

r—+o0

Manipulando um pouco esta equagao, obtemos

lim f(z) — (mz+b) =0 xl_l)rfoo(f(:c) —mx)=b

x—+300
lim f(x)—(mx—l—b):0<:>m:lm__>jE /(@) = m = lim @)
T—r+00 lim, 4o @ r—Foo T

donde podemos determinar os coeficientes m e b da assimptota obliqua, caso esta exista.
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Podemos verificar estes valores para a funcao do exemplo acima. Temos que

2r 4 1 1
lim L = lim 24+ —=2
r—to0o x r—+o0 3;’2
¢ 1
lim 2xr4+——2x= lim — =0,
z—+o00 €T T—too I

confirmando que a equacao da assimptota ¢é de facto y = 2x.
Observe-se que no caso particular m = 0 obtemos uma assimptota horizontal.

Exemplo.

~ . ~ 3_
1. Comecemos novamente por uma fungao racional: a funcdo h tal que h(x) = %. Para

determinar se esta funcao tem assimptotas obliquas, vamos comecar por calcular

h(x 323 — 2x 3—3%
i M) gy 32 g — =-3.
r—Foco I z—+oo 9 — g3 r—4o00 == 1
Entao esta funcao pode ter uma assimptota de equacao y = —3x + b a esquerda e outra

a direita, nao necessariamente com o mesmo valor de b. Vamos determinar este valor.

39
lim (h(z) +3z) = lim (3$_$ + 3x)

r—+00 r—+00 9 — ,jL’2
. 37 20+ 27Tz -3 =
= lim = lim =0
T—=4o00 9 — g2 T—=+o00 x% —1
Concluimos portanto que a recta y = —3x é assimptota a esquerda e a direita do grafico
de h.
2. Consideremos a fungao g definida por g(z) = ”?;:f; . Quando x aumenta, temos
2 T
. x . r°+e
lim _g( ) = lim ——— =4
T—+oo I z—+o0 312 + 22

uma vez que a exponencial cresce mais rapidamente do que qualquer polinémio. Entao
o grafico desta funcao nao tem assimptotas obliquas a direita.

Ja quando z diminui, temos

) R e AT b~ S

= lim
T——00 I T——00 3[[’2 + 2z r——00 3 4+ % 3

tendo em conta que a exponencial tende para 0 quando o seu argumento tende para —oc.
Entao esta fungao pode ter uma assimptota obliqua de equagao y = 3 + b a esquerda.
Para determinar o valor de b, vamos calcular

2 T 2 2z
lim (g(x)—£>: lim (x +e x +3>

3xr + 2 B 3r + 2

T——00 3 T——00
T 2x e’ 2
_ s S Nl S

donde a equagao da assimptota é y = % — %.
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3. Pode haver situacoes em que encontramos um valor finito para m sem que contudo haja
uma assimptota obliqua. O exemplo mais simples é o do grafico da funcao logaritmo;
temos

lim log() =0mas lim (log(z) —0z) = lim log(x) =+4o0.
T—+00 €T T—+400 T—+00
Estes exemplos sao todos bastante simples, ja que nao consideramos fungoes definidas por
ramos. Nos exercicios surgem alguns exemplos desse estilo; nesses casos é necessario calcular
separadamente os limites quando x tende para +0o ou para —oo sempre que as expressoes que
definem a funcao em cada um desses casos nao coincidirem.

Exercicio 51. Determine se as seguintes funcgoes tém assimptotas obliquas e, no caso
afirmativo, indique as suas expressoes.

(a) f(x) =23 (b) g(x) = 57225 (o) k(z) = o5y (d) n(z) = St

2.7 Exercicios

52. Verifique cada uma das seguintes relacoes, indicando os valores de x para que faz sentido.

sin(4x)+2sin(2z)

N tan( ) 2 tan(x) (e e

) 1—tan?(z) )
b) sin(2z) = T, ()
(¢) cos(2z) = 2cos?(z) — 1 (g) cos(3z) = cos?(z) — 3sin*(x) cos(z)
(d) cos(2r) =1 — 2sin?(z) (h) tan(x) 4 cot(z) = L

sin(z) cos(z)

= 4 cos?(z)

(
(

sin(3z) = 3sin(x) cos?(z) — sin®(z)

53. Para cada um dos seguintes conjuntos, indique o seu interior, exterior, fronteira e deriva-
do. Quais deles sao abertos e quais sao fechados?

(a) {0} (c) 10, 1] (€) J=00,2] () ]
(b) 10, 1] (d) Ja,a+ 1 a e R (f) ]-00,2] (h) {2 } [ ]

54. Para cada par de fungoes abaixo, indique go f e f o g e calcule os respectivos dominios.

(a) flz)=2"+1 (f) f(z) =logx (k) f(z) = (z+1)°
g(x) =2x+3 g(x)=a2*+x g(x) = log x sin(x)
(b) f(x) =2%+2x (g) f(x)=sin(z) (1) f(z) = 2xe”
g(x) =3z +2 g(x)=2*+u g(z) =2*+1
(©) f(z) =L () flz) =" (m) f(z) = 22
g(x) =2z g(r) =2x g(x)=¢e"
(d) f(z) =3 (i) flz) = vz (n) f(z) = =
g(z)=2*+x g(z)=2*+x g(z) = sin(z)
(e) f(z)=logz (J) f(z) = cos(z (0) flz) =7
g(x) =2z g(x) =¢€" g(x) =2z
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55. Indique o dominio das seguintes funcoes.

(a) f(x) = l\o/i(f;:; + I 4 sin (e7) (b) h(x) = arcsin ()

(c) g(x):\3/3—x+m+\/:c2—2x+3

56. Para cada uma das seguintes func¢oes, indique o seu dominio e contradominio e esboce o

seu grafico.
r 0<2x<3 z? T <2
(a) f(x)Z{3 s> 3 (c) k<x):{x+3 x> 2
_|£| 2241 x <1
(b) g(x) = . (f) glx) =4 —224+4 l<az<3
(0) f(z) =a+|al 5 r23
t—2 0<z<?2 (g) m(z) = Va2 -1
(d) j(z) =<0 2< <4 sin(x
! r—4 x>4 (h) h(z) = $()

57. Indique, justificando, os pontos em que as seguintes funcoes sao continuas.

(a) fz)= {xj?’ vl (&) h(z) = {2310gz 2> 0

T r> -1 arctan (2%) 2 <0
3y—2
i, ¥<0
(b) 9(y) = { 5 (f) p(z) = log|z|
yii Y>>0
I2—x
2 e <l (@) f(2) e’ —1 x>0
€Tr) =
(c) m(y) = ¢ —1 r=1 8 log (arctan (z 4+ %)) 2 <0
ﬁ r>1
sin(z) r <0 kert? r< -2
, zlog2—z)—2 O0<z<l1 adx —-2<x<0
d) j(z) = h) h(z) =< =2
(@ i) =1 SRR ONIEES & e
% x>1 zcos(z) +sin(x) = >0

58. Para cada uma das seguintes funcoes, indique, se possivel, um valor de k£ que as torna
continuas em todo o seu dominio.

(8) g(x) = Tl r A1 (sin(z) x<0

k =1 © g(a) 2?4+k 0<zx<-1
¢ xr) =

g z—1 1<x<?2

62 - == T < —2

(b) f(z) = 7+ 1 O0<axr<—1 ’”53
20 +sin(z—1) = >1 2 z=0
sin(x) >0
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59. Calcule os seguintes limites.

. sin(z + h) — sin(z) . —22% + 10 .. (et =1
(a) }ng(l) (1) Rt 505 — 27 1+ 4 (r) }Clj}é Sin .
(b) lim v z? — 6z + 14 (k) lim tan(4z) (s) Tim 6t — 12
z' ' ) 20 sin(2x) t—2 sin(5t — 10)
(c) lim (sin(z) 4+ 2* —1) 1
e (1) lim @ + tan(z) (t) lim -
@ , 1) x>0 sin(x) a1 (z —1)
d) lim ¢°(1—cos— 2 2
. + h)? —
fee t (m) 111% (et% —log(t + 1)) (u) }ILILI(I) (@ )h z)
1 —
I
) rtoo 78 — 4 (n) lim cos(z) — 1 (v) lim (iz L x3)
(f) lim sin(z + ) e o | ! i |
0 (o) lim /1 + vz (w) Tim 28+ 1) ~loga
(g) lim ZHh = . h=0 h
h=0 h r? — 3w !
) (p) lim (x) lime=3
(h) lirq(x —1)r 2t z——0c0 277 — 1 Ty
T—
22 + 1 Vr+h—x
: : 2z+1 i :
(i) :}g% © (a) z=r+o0 322 + 5z ) flgr(l) h
60. Calcule os seguintes limites.
. sin(z) 249
(a) Jim ™ () Ty YLV 09 limsin (222
= x—9 3z z—0 4x
(b) limlog (3z* — 2) 22 3r 42
T—ve (g) lim ———— hr® —2x +4
e'+5 z=2 2 —2 1) lim ———————
(¢) lim 2211 z—t+oo —272 + 10
tomee 142 <h) z1—1>1-&l-100 \/E m
(@) 1 2z sin(x) . (m) liH(l) cos <§ + x2)
_— z—
201 — cos(x) (i) lim
50 sin(3z) () xggloo Tl Ve (x) 9161—>Hi (1 —r 1- x3>
252°% + 2 3tan®(z) + 5 tan(z) + 1
li — 244 li
(0) o <75x7 Ve ) (p) rl—% 2 — 2 tan?(x)

61. Determine (se existirem) as assimptotas das seguintes fungoes.

(c) m(z)

10
r—2

x2—z—2

2x2+x—3

(@) q(t) = =2

Apontam
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Capitulo 3

Calculo Diferencial

O Calculo Diferencial é uma das areas mais importantes da Andalise Matematica, com aplicacoes
em diversas disciplinas: FEstatistica, Fisica, Engenharia, Economia, Logistica, Investigagao
Operacional e Biologia, para dar apenas alguns exemplos. Este capitulo pretende ser uma
introducao aos conceitos e técnicas fundamentais deste tépico.

O conceito central a todo este estudo é o conceito de derivada, pelo que dispenderemos
algum tempo a apresentar varias nocoes intuitivas do seu significado. Veremos que, embora a
sua definicao requeira alguma capacidade de abstracgao, existem muitas situagoes do dia-a-dia
onde estamos a trabalhar com derivadas — nalguns casos até de forma bem explicita.

Por outro lado, o nosso objectivo fundamental vai continuar a ser o estudo de fungoes; assim,
centrar-nos-emos na aplicacao do Célculo Diferencial a representacao grafica e determinagao de
propriedades de fungoes, sem contudo descurar outros exemplos que serao relevantes noutros
contextos.

3.1 Nocao de derivada

A nocao de derivada esta ligada ao conceito de variacao duma fungao. Comecemos por ver
alguns exemplos de situagoes comuns em que usamos a variagdo duma funcao para resolver
problemas concretos.

Problema. Um comboio Intercidades faz a viagem de Lisboa ao Porto (cerca de 300 km) em
3 horas. Quanto tempo demorard a viagem de Lisboa a Coimbra (cerca de 200 km)?

Resolucgao. A falta de mais informacoes, é natural assumir que a viagem decorre a uma veloci-
dade aproximadamente constante. Uma vez que o percurso completo de 300 km é realizado em
3 horas, a velocidade média é de % = 100 km/h, ou seja, o comboio percorre 100 quilémetros
em cada hora. Para percorrer 200 km necessitara portanto de duas horas.

Problema. Num determinado dia e numa determinada praia, a maré baixa teve lugar as 7h25
e a maré alta as 19h05. Sabendo que nesse intervalo de tempo a extensao de praia se reduziu
de 24 m para 10 m, a que horas é que a praia tinha 20 m de extensao?

Resolugao. Tal como atras, na auséncia de outra informacao vamos assumir que a maré
avancou a um ritmo constante. Uma vez que entre a maré baixa e a maré alta decorreram
11h40m (ou seja, 700 minutos) e que durante esse tempo a dgua avangou 14 m, a velocidade
média é de 1 metro a cada 50 minutos. Se inicialmente a praia tinha 24 m de extensao, esse valor
estava reduzido a 20 m depois de a maré avancar 4 m, ou seja, ao fim de 4 x 50 = 200 minutos.
Portanto, a extensao de praia era de 20 m as 10h45.

123



124 CAPITULO 3. CALCULO DIFERENCIAL

Nos exemplos acima, o nosso raciocinio foi semelhante: conhecendo dois valores da funcao,
aproximamos o seu comportamento no intervalo entre eles por uma fungao linear (ou seja,
assumindo que a sua variacao é constante). Graficamente, isto corresponde a tragar uma recta
entre os dois pontos em que os valores da fungao sao conhecidos; analiticamente, podemos
escrever uma expressao explicita para a funcao (ver Figura 3.1).

Am
30+

Y=

Figura 3.1: Aproximagao linear dos graficos das fungoes envolvidas nos problemas: distancia
percorrida pelo comboio em fungao do tempo (a esquerda) e comprimento da orla de praia ao
longo do dia (a direita).

Note-se que nada garante que esta aproximacao seja uma boa aproximacao. Ha infinitos
comportamentos distintos que uma funcao pode ter conhecidos apenas os seus valores em dois
pontos, conforme exemplificado na Figura 3.2. Mais, no segundo exemplo a funcao em causa
nao ¢é de facto linear. Porém, a recta apresentada corresponde a melhor aproximacao possivel
com os dados conhecidos. Mais adiante (Seccao 3.3) daremos um significado preciso a esta
afirmacao.

Figura 3.2: Varios comportamentos possiveis duma fungao passando por dois pontos dados.

A recta que liga os dois pontos conhecidos tem um declive correspondento a variacao média
da funcao entre os dois pontos. O seu valor é designado por taza de variagcao média da fungao
naquele intervalo.

Definigao. A taza de varia¢io média duma funcdo f num intervalo [a,b] contido no seu
dominio é o valor
f(b) — f(a)

b—a
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Este valor corresponde a variacao média num intervalo unitario. Nos problemas acima,

temos que:

- a taxa de variagdo média da posigdo do comboio é 100 (quilémetros por hora, uma vez
que a fungao indica uma distancia em relagdo a um intervalo de tempo);

- a linha de costa regride 1 metro a cada 50 minutos; tendo em conta que a unidade de
tempo é o minuto, a taxa de variagao da posicio da linha de costa é —= (metros por

50
minuto).

Note-se que em ambos os exemplos o calculo da taxa de variagao média foi feito de forma

intuitiva, mas o resultado obtido corresponde precisamente ao que seria obtido recorrendo a
definicao.

Exercicio 1.

(a)

Um empreiteiro precisa de fazer um orcamento para a colocacao dum soalho numa casa
de 150 m2. Sabendo que a mesma equipa demorou 6 dias a colocar um soalho semelhante
numa casa de 100 m? e 10 dias para uma casa de 200 m?, quanto tempo é que o empreiteiro
pode esperar demorar com este trabalho?

Uma pessoa estd a ler um livro a um ritmo aproximadamente constante, tendo ja lido
duzentas paginas ao longo dum periodo de seis dias. Qual é a melhor estimativa do tempo
que a pessoa demorard a terminar o livro, sabendo que este tem 350 paginas no total?

Como medida de prevencgao de incéndios, recorreu-se a rebanhos de cabras para desbastar a
vegetacao rasteira. Em experiéncias anteriores, verificou-se que um rebanho com 20 cabras
conseguiu limpar numa semana uma area de 2 ha, enquanto que outro maior, com 50 cabras,
conseguiu cobrir um terreno de 6 ha no mesmo periodo de tempo. Qual a dimensao
adequada dum rebanho para limpar uma area de 10 ha numa semana?

Exercicio 2. Quais as fungdes envolvidas no exercicio anterior? Qual a taxa de variagao
média de cada uma delas no intervalo considerado? Represente graficamente as aproximacgoes
envolvidas.

Exercicio 3. Apresentam-se de seguida algumas fungoes das quais sé conhecemos alguns
valores. Calcule a taxa de variacao média de cada uma delas nos intervalos indicados.

(a)
(b)
()

f(0) =0, f(1) = 35, intervalo: [0, 1]
g(—1) =5, g(2) = 17, intervalo: [—1, 2]

h(0) = 2, h(5) = 18, h(20) = 32, intervalos [0, 5], [5,20] e [0, 20]

Exercicio 4. Represente graficamente cada uma das aproximagoes do exercicio anterior.

Apontamentos de Analise Matematica I



126 CAPITULO 3. CALCULO DIFERENCIAL

Consideremos agora a situagao em que conhecemos os valores da fun¢ao f em todo um
intervalo contendo o ponto a. Pode nao ser intuitivo, mas em muitas situagoes praticas continua
a ser 1til aproximar os valores da fungao por uma fungao mais simples (tipicamente uma recta).
A razao para este facto prende-se com a existéncia de erros de cdlculo que, em muitas situacoes,
sao maiores que o erro da aproximagao.

Para recorrer a mesma técnica que usamos atras, precisamos de considerar a taxa de
variagao de f num intervalo tendo a como um dos extremos. Contudo, podemos escolher
o outro extremo arbitrariamente, uma vez que conhecemos todos os valores de f em pontos
proximos de a. Intuitivamente, quanto mais proximo de a for o ponto escolhido, melhor sera
a aproximacao para pontos proximos de a. Graficamente, estamos a aproximar a funcao por
rectas que estao cada vez mais proximas do grafico da funcao (ver Figura 3.3).

y y y y
X X X X
Figura 3.3: Aproximagoes sucessivas duma func¢ao por rectas cada vez mais proximas do seu

grafico na vizinhanca dum ponto. As figuras correspondem a aproximagoes progressivamente
melhores.

O que é que acontece se o segunto ponto se aproximar de a? Em termos graficos, os dois
pontos de intersecgao da recta de aproximagao com o grafico da fungao aproximam-se cada vez
mais, até obtermos uma recta que é tangente ao grafico de f em a — toca-o exactamente num
ponto (o ponto (a, f(a)) sem o atravessar. O declive desta recta é o limite da taxa de variagao
média num intervalo [a,b] quando b — a, a que se chama taza de varia¢ao instantanea de f
em a ou derivada de f em a.

Definicao. Seja f uma funcao definida num intervalo contendo o ponto a. Se existir e for
finito o limite
x)— f(a
T~ f(@)
r—a Tr — Qa

entao a fungao diz-se diferencidvel no ponto a e ao valor f’(a) daquele limite chama-se derivada
de f em a.

Também se utiliza muitas vezes a formulagao (equivalente) que se obtém tomando h = z—a.

fla) — i £ 1) = F@)

h—0 h

A definicao apresentada acima requer que o ponto a seja interior ao dominio de f. Por vezes
é interessante calcular a derivada em pontos fronteiros a esse dominio, considerando apenas o
comportamento da fun¢ao de um dos lados do ponto em questao.

Definigao. Seja f uma funcdo definida num intervalo [a,a + €[. A derivada a direita de f no
ponto a, representada por fj(a) ou f’ (a), é o valor do limite

i 1) = I(a)
z—at r—a

se este limite existir.
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Seja f uma funcao definida num intervalo Ja — €,a]. A derivada a esquerda de f no ponto
a, representada por f!(a) ou f’(a), é o valor do limite

i 1) = (@)

r—a~ r—a
se este limite existir.

Observe-se que esta definicao é aplicavel no caso em que a ¢ interior ao dominio de f, e
em que portanto faz sentido falar de f’(a). O resultado seguinte é consequéncia imediata das
propriedades dos limites.

Proposicao. Seja a um ponto interior ao dominio duma funcao f. Entao f’(a) estd definida
se e s6 se se ambas as derivadas laterais de f em a estiverem definidas e se tiver f’ (a) = f’ (a).

O conceito de derivada é o conceito fundamental do Calculo Diferencial. Da definicao
(analitica) obtemos a sua interpretacao fisica: corresponde a variagao instantanea da funcao f
naquele ponto. Da representacao grafica obtemos a sua interpretacao geométrica: é o declive
da recta tangente ao grafico de f no mesmo ponto. Estas duas interpretacoes sao fundamentais
e tornam muitos dos resultados mais relevantes do Célculo Diferencial bastante intuitivos.

Contrariamente ao que a primeira vista possa parecer, o conceito de derivada faz parte do
nosso quotidiano — e mais uma vez compreender estes exemplos é uma boa forma de ganhar
intuicao para o conceito geral. Vejamos algumas situagoes em que diariamente contactamos
com derivadas.

Exemplo. Vimos num dos exemplos anteriores que a distancia percorrida por unidade de
tempo (velocidade média) correspondia & taxa de variacdo média da fungao distéancia percor-
rida. Considerando intervalos de tempo cada vez menores, obtemos um limite — a velocidade
instantanea — que corresponde dalguma forma a variacao instantanea da distancia percorrida.

A velocidade instantanea é talvez o paradigma da derivada, por ser historicamente uma
das primeiras situagoes em que foi identificado como tal. Tem ainda a vantagem de ser ex-
tremamente intuitivo mas representativo do tipo de resultados que encontraremos no Calculo
Diferencial: se dois carros andarem com velocidades instantaneas diferentes, aquele que tiver
velocidade maior percorre maior distancia; e se a velocidade dum carro for 0 entao o carro esté
parado (a distancia percorrida nao varia).

E ainda de salientar que a velocidade instantanea nao é uma grandeza abstracta — todos
os automéveis veém equipados com um velocimetro, que, de certa forma, nao é mais que um
medidor de derivadas.

Na Fisica é comum chamar velocidade a grandezas que sao derivadas de outras, mesmo que
nao correspondam propriamente a movimentos: velocidade de propagacao duma onda, veloci-
dade de sedimentacao duma solucao, velocidade de desintegragao de elementos radioactivos. . .
No entanto, nao é s6 na Fisica que as derivadas ocorrem.

Exemplo. Nos automoveis mais recentes, ¢ comum encontrar um medidor de consumo. Este
indica o consumo actual de combustivel do veiculo, medido no nimero de litros que gastaria
em cem quilémetros percorridos em iguais circunstancias.

Mais uma vez, o valor apresentado corresponde a uma taxa de variacao instantanea, sendo
o limite da variacao do consumo em intervalos de tempo cada vez mais pequenos.
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Exemplo. Os resumos das bolsas financeiras indicam sempre as variagoes dos titulos e dos
indices relativamente ao dia anterior. Porém, com a informatizacao destas instituicoes, é
possivel determinar essas variagoes a mesma escala de tempo das transacgoes (tipicamente, a
cada 5 segundos). Determinando a taxa de variagdo nesses intervalos, obtém-se uma aproxi-
macao da derivada do valor do titulo ou do indice, que é usada para fazer andlise e previsao
dos movimentos bolsistas.

Antes de comegarmos a calcular derivadas, importa fazer duas observagoes. A primeira é

muito simples: se f for diferenciavel num ponto a, entao o limite lim,_,, F@=fa) oviste e ¢

r—a

finito; uma vez que o denominador daquela fracgao é um infinitésimo, a tinica forma de o limite
convergir é o numerador também ser um infinitésimo, ou seja, de se ter lim,_,, f(z) — f(a) = 0,
donde lim,_,, f(z) = f(a) e portanto f ¢ continua em a. Obtém-se entao o resultado seguinte,
de grande importancia pratica.

Proposicao. Seja f uma fungao definida numa vizinhanga dum ponto a.

- Se f é diferenciavel em a, entao f é continua em a.

- Se f nao é continua em a, entao f nao é diferenciavel em a.

Contudo, sabendo que f é continua em a, nada podemos concluir sobre a sua diferencia-
bilidade nesse ponto, conforme o seguinte exemplo mostra.

Exemplo. Considere-se a funcao médulo, cujo grafico é o seguinte.

Ay y=Ix|

y>

Esta funcao é continua em 0, mas nao é diferencidavel naquele ponto: da andlise da figura
¢ imediato concluir que ndo hd uma unica recta tangente ao gréafico de f no ponto (0,0).
Analiticamente, poderfamos considerar as duas sucessoes

1 1
Up = — €Uy = ——,
n

n
que sao infinitésimos, e observar que
U A e
U, — 0 v, — 0
para qualquer valor de n para concluir que
— 10 — 10
U, — 0 v, — 0
e portanto
el 10)
x—0 I — O
nao existe.
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A outra observacao é consequéncia desta. Para f’(a) estar definido, a funcao f tem de ser
continua em a, donde o limite lim,_,, f(z) = f(a). Por outro lado, lim, ,,z = a. Entao o
limite na definicao de derivada produz sempre uma indeterminacao do tipo % — pelo que é
importante ter presentes as técnicas de levantamento deste tipo de indeterminacao.

Vejamos alguns exemplos concretos.

Exemplo.

1. Um veiculo move-se ao longo duma estrada, sendo a sua posi¢ao (em quilémetros) dada
em funcao do tempo (em horas) por f(t) = 60t + 15t para t € [0, 2].

Para calcular a velocidade do veiculo no instante ¢ = 1, vamos recorrer a definicao de

derivada.
_ 2 _ _
L fO =S 604152 75 15H(t+4) — 75
t—1 t—1 t—1 t—1 t—1 t—1
1 -1 —
= lim 5t(t ) + 75(t 1> = lim 15t + 75 = 90
t—1 t—1 t—1

No segundo passo, recorremos a divisao de ambos os polinémios ocorrentes na fracgao
por t — 1. Concluimos assim que, ao fim de uma hora, o veiculo se move a 90 km/h.

2. Ao longo de dois dias, uma barragem enche-se de agua e depois descarrega, sendo a
quantidade de dgua (em metros ciibicos) no reservatério dada por

2004100t 0<t<24
o~

2600 — 50t 24 <t < 48

em fungao do tempo (em horas).

Em qualquer instante t; do primeiro dia, a barragem esta a receber um caudal dado por

lim f(t) — f(to) lim (200 + 100¢) — (200 + 100t)

t—to  t—1 t—to t—1o
100 (¢t — ¢
= lim —< 0)
t—to t—to
=100

metros ctbicos por hora. Ao longo do segundo dia, o caudal a cada instante é

_ 2 _ —(2 _
i f(t) = flto) _ . (2600 — 50t) — (2600 — 50t)
t—to t— 1ty t—to t— 1o
i —50 (t — to)
o t—to t—1g

= —50
correspondendo a um débito de 50 metros ctibicos por hora.

3. Considere-se agora a funcao definida por f(z) = sin(x). A derivada de f no ponto 0 é 1,

pois
lim M — lim sin(z) — sin(0) — lim
z—0 x—0 z—0 x—0 z—0

sin(x)

=1

recorrendo aos resultados vistos na Seccao 2.6.3.
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4. A temperatura em graus Celsius duma dada placa deixada ao ar para arrefecer é dada
pela expressao T(t) = 20 + 100e™*, onde t é o tempo em minutos decorrido desde o
instante em que se iniciou o arrefecimento.

Em ¢ = 1, a temperatura da placa é T'(1) ~ 56.8 °C. A varia¢do da temperatura nesse
instante é dada pela derivada 7"(1).

T'(1) = lim ) -T@)
t—1 t—1
(20 4 100e™*) — (20 + 100e™1)

= 111m

t—1 t—1
-t -1 1 -(-1) _ 1
im 1005 ¢ g [ 100€
t—1 t—1 t—1 e —(t — 1)
100
o e

Conclui-se que a variacao da temperatura no instante ¢ = 1 é dada por —% ~ 36.8 graus
por minuto.

Num ponto genérico ¢y (positivo), a variagdo da temperatura pode ser calculada (em
fungao de ty) de forma semelhante.

_T(t) =T (to)
(o) = Jim ===
2 100e7t) — (2 100e~to
:hm(()—i- 00e~*) — (20 4 100e~™)
t—to t— t[)
—(t=to) _ 1
= lim ( —100e "=
t—to —(t—to)
= —100e "0

Substituindo ty por ¢ na ultima expressao, obtemos a expressao fungao que representa a
taxa instantanea da variagao da temperatura:

T'(t) = —100e " .

5. Considere-se a curva definida pela expressao y = x?. Para determinar a equacao da
recta tangente a esta curva num ponto arbitrario (g, o), onde yo = x%, comecamos por

calcular a derivada da expressao y = x? num ponto genérico .

2,2
Y (x9) = lim R
r—x0 T — ,I'O
~ lim (x — x0) (x + x0)
T—x0 T — 2o
= mlglg’clo (x + xo)
== 2(130

Assim, a recta tangente ao grafico num ponto arbitrario (xg, yo) tem declive 2. Entao,
a sua equacao é y — yo = 2z (x — z9). Por exemplo, a tangente na origem tem equagao
y = 0; a tangente em (1,1) tem equacao y — 1 = 2(x — 1), ou y = 2x — 1; e a tangente
em (—2,4) é a recta de equagdo y — 4 = —4(z + 2), ou y = —4x — 4 (ver Figura 3.4).
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Figura 3.4: Rectas tangentes & curva y = 2.

Exercicio 5. Calcule as derivadas das seguintes func¢oes nos pontos indicados.
(a) f(x) =2z 4+ 3 no ponto = = 1. (c) u(y)=1—¢Ynos pontos y =1ey=—1.

(b) g(t) =t* -2t nos pontos t =0 et =—2. (d) u(y) =1 — e num ponto genérico y.

Os ultimos exemplos apresentados ilustram um fenémeno importante. Dada uma funcao f,
podemos definir uma nova funcgao nos pontos em que f é diferenciavel.

Definicao. Seja f uma funcao real. A funcao /' definida nos pontos em que f é diferenciavel
cujo valor f’(x) é precisamente a derivada de f no ponto z chama-se func¢ao derivada de f.

Também é frequente usar a notagao % para a funcao derivada de f, por questoes historicas
relacionadas com algumas aplicagoes que serao discutidas mais adiante. Em particular, em
situagdes em que definimos uma fungao como y = f(x) sem explicitar o nome da func¢ao f (por
exemplo, ao escrever y = x2 ou y = sin(3z)), é 1til poder escrever % para designar a derivada
desta funcao.

Assim, no exemplo anterior da placa cuja temperatura era dada por T'(t) = 20 + 100e™,
podemos dizer que a derivada da fun¢ao temperatura é a fungao T"(t) = —100e~* — que nao
é senao outra forma de afirmar que a variacdo instantanea da temperatura num instante ¢
positivo é dada por aquela expressao. No exemplo de determinacao das tangentes ao grafico
de y = 22, podemos escrever j—z = 2z para indicar que o declive daquela tangente num ponto
genérico de abcissa x é 2.

Exercicio 6. Qual é a derivada da fun¢ao u(y) =1 — e¥?

Uma vez que a funcao f’ é novamente uma funcao, podemos calcular a sua derivada.
Esta funcdo chama-se a sequnda derivada de f e designa-se habitualmente por f” ou f).
Repetindo este raciocinio, obtemos o conceito de terceira derivada, quarta derivada, ou derivada
de ordem n, denotadas por f” ou f®, f® e £ As derivadas de ordem superior de f serdo
importantes nalgumas aplicacoes que veremos adiante.
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Definigao. Uma fungao diz-se n vezes diferencidvel num intervalo |a, b| se a sua derivada de
ordem n existir e for uma funcao continua. Uma funcao diz-se infinitamente diferencidvel num
intervalo |a, b se tiver derivadas continuas de todas as ordens.

3.2 Calculo de derivadas de funcoes elementares

A definicao de derivada é 1til em termos conceptuais, uma vez que nos da uma interpretagao
para o seu significado. Porém, em termos praticos, nao é uma definicao algoritmica, no sentido
em que nao ¢ simples calcular derivadas a partir da definicao. Nesta seccao vamos ver como, a
partir dum conjunto relativamente reduzido de resultados fundamentais, podemos determinar
regras de calculo que nos permitirao calcular sem esforgo derivadas de fungoes com expressoes
extremamente complexas.

Conforme ja foi referido, em todos os exemplos desta seccao vamos encontrar indeter-

0

minagoes do tipo §; assim, aplicaremos sem o referir explicitamente as técnicas usuais de

levantamento deste tipo de indeterminacao.

3.2.1 Funcgoes polinomiais

Comecemos por considerar o caso muito simples duma funcao f constante. Observe-se que o
grafico de f é uma recta horizontal, pelo que a tangente a este grafico em qualquer ponto é
novamente uma recta horizontal, portanto com declive 0. Em termos de variacao, a variagao
de f em qualquer intervalo é 0, pelo que se espera que a sua taxa de variagao instantanea seja 0
em qualquer ponto. De facto, designando por k£ o valor da funcao em qualquer ponto, tem-se
fl@)—fleo) .  k—k 0

lim = lim = lim
T—T0 T — X T—=x0 T — X T—=T0 T — X

=0

Igualmente, se o grafico de f for uma recta (ndo necessariamente horizontal), a tangente em
qualquer ponto é a prépria recta. Tal como atrds, podemos verificar este facto analiticamente.
Seja f(x) = mx + b; tem-se entao

m (x — o)

o f@) = f @) L (madd) = (may+b) .
T—T0 T — 2o T—T0 Tr — 2o r—x0 T — 2o

Exercicio 7. Calcule a derivada de f(z) = 2 + 2 através da definigao.

Para os exemplos seguintes, vamos recorrer a observacao feita a seguir a definicao deste

conceito e calcular f'(z) = limy,_,o w

Comecemos por calcular a derivada de 2®. Para tal, comecamos por observar que
(z + h)? = 2° + 32°h + 3zh* + 1,
relagao que pode ser obtida por calculo directo ou por aplicacao do binémio de Newton.

 (w+h)B =2 2+ 302h+ 3ah2 4+ b —
lim = lim

h—0 h—0 h

= lim 322 + 3zh + h? = 322
h—0

Entao (2%) = 322.
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Consideremos agora uma fun¢ao da forma x™, com n inteiro positivo. Para calcular a sua
derivada podemos, tal como atras, recorrer a férmula do binémio de Newton para desenvolver
o polinémio (x 4+ h)". Em alternativa, podemos examinar directamente a expansao deste
polinémio:

- escolhendo o termo x em todas as parcelas, obtém-se x™;

- escolhendo o termo h numa parcela e x em todas as restantes, obtém-se 2" 'h; ha n
formas de fazer esta escolha, pelo que no resultado final aparece um termo nz" !h;

- todos os termos restantes sao obtidos escolhendo pelo menos duas vezes um termo em h,
pelo que podemos escrever a sua soma como h*P(z,h), em que P(z,h) é um polinémio
em z e h.

Temos entao:

_(z+h)—a" @4 na" 'h+ h*P(x,h) — 27
lim ——— = lim

h—0 h h—0 h

= limna"" ' + hP(z, h) = naz"*
h—0

/ _ . , .
donde (z")" = na™"!. Observe-se que o exemplo anterior ¢ um caso particular deste.

Exercicio 8. Indique a derivada das funcoes y = 2% e y = 7.

Exercicio 9. Recorra a definigao de derivada para calcular a derivada de f(z) = 2% + 2z.

Apresentam-se de seguida mais alguns exemplos.
Exemplo.

1. Considere-se y = % O célculo de % ¢ simples:

d_y_hmﬁ_hmw_hm_—%__i
dr w0 h k0 x(z+h)h  hsox(z+ K i

Observe-se que, escrevendo % = x7!, esta derivada continua a ser calculada pela regra

. . . , . _ / _ ~ sz
anteriormente deduzida para polinémios: (z7!)" = —1x72. Contudo, esta relacio s6 é
valida nos pontos em que a funcao é continua — em particular, % nao ¢é diferenciavel em
xz = 0.

2. A partir do desenvolvimento de (x + h)™ atras considerado, é facil calcular também a
derivada de xin

’ _ 1 1 _ 1
1 . (z+h)" x™ . x"+nz"1h+h2P(x,h) ™
= hm —_— = llm

h—0 h h—0 h

- (M+nx"*1h+hép(x,h))

— lim " (z+nz" L h+h2P(z,h))

h—0 7&
- — (nz" '+ hP(z,h))
h—0 2™ (x™ + na"~th + h2P(x, h))

n—1

—nx n
- x2n - wn—i—l
Mais uma vez, podemos escrever esta regra como x " = —nx "L
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3. Vamos agora calcular a derivada de /z. Para levantar esta indeterminacao, vamos
multiplicar o numerador e o denominador da fraccao pelo conjugado do numerador,

Vr+h+ /.
VT e

:hm(x/ﬁ V) (Ve +h+/x)
h=0 h(Vr+h+ )
T . v 4

=0 R (Va4 h + /1)

(V&) = lim

h—0

1
m _—
h=0 /T + h + /T
1
2\/x
. : 1 : A 1)/
Ainda aqui, temos \/r = z2 e aplica-se a regra da poténcia: (z2) =
que, tal como nos exemplos anteriores, esta regra so é valida no interior do dominio da
funcao — ou seja, para z > 0.

=

. Note-se

¥

T

N[ —=

Pode de facto mostrar-se (mas nao o faremos neste ponto) que a regra de derivagao da

N . N . a\/ a—1
poténcia se aplica para uma poténcia de qualquer expoente diferente de 0: (z%) = ax
para qualquer nimero real o. Assim, é de todo o interesse representar fungoes algébricas de x
sempre sob a forma de poténcia.

Vejamos alguns exemplos.

O resultado também se aplica a ntimeros irracionais.
/ _
(z™) = 2™ !

/
(mﬁ) = V272!

Exercicio 10. Calcule Z—g nas seguintes situagoes.
() y =2 (b) y =z () y=3= () y=va? (o) y= a2V

Antes de prosseguirmos com a derivacao de outro tipo de funcoes, vamos estudar duas
propriedades muito simples e intuitivas da operacao de derivacao que nos permitirao calcular
derivadas de qualquer polinémio.
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Um polinémio arbitrario é construido a partir de poténcias de x por somas e multiplicacoes
por constantes. Por exemplo, 322 4 2x é a soma de 322 com 2z; o primeiro destes é o produto
de 22 pela constante 3, o segundo é o produto do polinémio  pela constante 2.

Quando somamos duas funcoes, a derivada do resultado é a soma das derivadas de cada
uma delas: em termos de taxa de variagao, estamos a dizer que a variacao da soma é a soma
das variagoes de cada uma delas, o que intuitivamente faz sentido. De facto, se f e g forem
duas funcoes reais diferenciaveis num ponto a, tem-se

(f +9)(x) = (f+9)(a)

(f+9)(a) = lim

@)+ g(a) — (o) + gla)
()~ f() + (9la) — g(@)
i SO @) o) )
= f'la) + 9@

confirmando o que foi dito.

Da mesma forma, se multiplicarmos uma fun¢ao por uma constante, a derivada do resultado
¢ o produto dessa constante pela derivada da fungao original. Mais uma vez, em termos de
taxa de variacao, se multiplicarmos uma funcao por uma constante, a derivada do resultado é
o produto dessa constante pela derivada da funcao original. Seja ¢ um ntmero real qualquer.
Entao

(efY(a) = lim @) = (h)(@)

T—a Tr—a
i @) cf(@)
T—a Tr—a
g @) = (@)
Tr—a Tr—a
= ef'(a)

confirmando o resultado esperado.
Observe-se que este resultado também é valido se considerarmos apenas derivadas laterais,
uma vez que apenas depende de propriedades dos limites.

Proposicao.

- A soma f + g de duas fungoes reais f e g é uma fungao que ¢é diferenciavel onde f e g o
forem, satisfazendo a relagao (f + g)'(x) = f'(x) + ¢'(x) para esses nimeros reais .

- A funcao c¢f, produto de uma funcao real f por um ntimero real ¢, é uma funcao que é
diferencidvel onde f o for, satisfazendo a relagao (cf)'(z) = cf’(z) para esses nimeros
reais .

Recorrendo a terminologia da Algebra Linear, estes resultados expressam que a operagao
de derivacao é um operador linear no espaco de todas as funcgoes.
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Aproveitando o exemplo anterior, a derivada de 322 + 2z é 6x + 2, obtida como o produto
de 3 pela derivada de z? (ou seja, 3 x 2z) somado com a derivada de 2z (que vimos atrds ser 2).
Simbolicamente,

(32% +22) = (32?) + (22) =3 (2?) + (22) =3 x 20 +2 =62 +2.
Com um pouco de pratica, os passos intermédios fazem-se mentalmente.

Exemplo. O mesmo raciocinio permite calcular as seguintes derivadas.

(22° — 22%)" = (22°) + (-22%) =2 (2*) — 2 (2?)’
=2 x 327 — 2 x 2z = 62% — 4a

(934 + 323 — 2:U2)/ = (934)/ +3 (l'3>/ -2 (:)32)/

=42° + 92° — 4
3 2 1 2, 2)/ —3\/ 1 2N/
<3 x2—;—3x> = (x‘i) —2(z )—g(x)
2 1 1
:3><§x’§—2><—3:c’4—g><2x
2 +6 2z
Jr  ax*t b

Exercicio 11. Calcule a derivada das seguintes fungoes de z.

(a) 2% +22% — 2 +2 (c) 3¢z — % (e) 2i2e
(b) 32* —22% 4+ 9 (d) o2 3ol (f) L& -2

E importante salientar que as regras até aqui deduzidas (bem como as que veremos mais
adiante) também sdo aplicdveis para o cdlculo de derivadas laterais desde que a expressao
corresponda a definigdo da fungdo do lado do ponto em que se quer calcular a derivada (a
direita ou & esquerda). A titulo ilustrativo, vamos mostrar analiticamente que a fungao médulo
nao tem derivada no ponto 0 (exemplo da pégina 128).

A fungao médulo pode ser definida analiticamente como

T z >0
x| = :
—x <0
onde a ambiguidade no ponto 0 nao é problema: a funcao é continua nesse ponto, pelo que
ambas as expressoes conduzem ao mesmo valor (nomeadamente, 0).
Entao temos que L |z| = Lz = 1 para x > 0; uma vez que a relacio |r| = z é valida para
. dw- dz . ’ . . . .
o ponto 0 e & sua direita, podemos ainda afirmar que a derivada de |z| & direita na origem
também é 1.
d _ d _
Por outro lado, para x < 0 tem-se 7-|z| = &(—-2) = —1, e analogamente~ao que argu-
mentamos no paragrafo anterior concluimos que também a derivada desta fungao a esquerda
da origem é —1.
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Tem-se entao que no ponto 0 a funcao médulo tem derivada 1 a direita e —1 a esquerda;
uma vez que estes valores sao distintos, a funcao nao é diferenciavel na origem.

Exemplo.

1. Considere-se a funcao f definida por ramos da seguinte forma.

2 =3t t>2
f(t) =
3t—8 t<2
Esta funcdo é continua no ponto t = 2, pois limy_,o+ f(t) = —2 = lim;_,o-. A esquerda

de 2, a sua derivada é dada por %(St — 8) = 3, sendo este valor ainda vélido para [’ (2),
enquanto que a direita de 2 a derivada de f é dada pela expressao

d

dt

sendo esta expressao também vélida para f’ (2). Entao
fL(2)=3#1=f(2),

pelo que a fungao nao é diferenciavel no ponto 2.

(t* —3t) =2t -3,

2. Considere-se agora a funcao g definida como se segue.

Z+2  z>1
glx) =< -222+6 —-l<az<l1
2+ r<—1

A fungdo g é continua em R\ {—1}. Para z # +1 isto decorre da defini¢ao; para = = 1
os limites laterais de g(x) sdo ambos iguais a 4, enquanto que para x = —1 os limites
laterais de g(x) sao diferentes: o limite a esquerda vale —2, enquanto que o limite a
direita vale 4.

Relativamente a derivada de g, ela é dada pela expressdo — 25 no intervalo |1, +00[, pela

expressao —4z em | — 1,1[ e pela expressao 3z% + 1 em | — oo, —1[. No ponto —1 a
funcao nao é continua, pelo que nao é diferenciavel; a derivada a esquerda pode ainda
ser calculada pela ltima expressao, obtendo-se f’ (—1) = 4; ja a derivada a direita teria
de ser calculada directamente pela defini¢ao, obtendo-se f!(—1) = 4o0.

Quanto ao ponto 1, podemos usar as expressoes acima deduzidas para ¢’ nos intervalos
a que este ponto é fronteiro para obter ¢’ (1) = —4 = ¢/, (1). Conclui-se portanto que a
expressao geral de ¢'(z) é

—% z>1
g (x) =< —4x —1<z<1

32 +1 < -1

nao estando definida para x = —1.

E importante salientar que g/ (—1) ndo pode ser obtido pela férmula —4x da derivada
em | — 1,1[. Essa férmula s6 é vélida em pontos em que a funcdo é continua, o que nao
é o caso a direita de —1.
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Exercicio 12. Estude as seguintes funcoes definidas por ramos quando a diferenciabilidade.

() () 2 +3z+1 <0 3+ 2z +1 r< -1
a) f(z) =
1 — Va3 x>0 (¢) h(z) =< =222 +2+1 -1<z<1

£_§‘/ZE3+@ x>1
-2 t<-—1 vl o

b) gt) =L 2+t —-1<t< Y42 o<
(b) g(t) t+3\/E 1<t<2 () uly) = §+y y <
4492 t>2 5/ y>1

3.2.2 Funcoes trigonométricas

Passemos agora as fungoes trigonométricas. Aqui, a técnica usada para levantar a indeter-
minagao é aplicar identidades trigonométricas para expandir expressdes como sin(x + h) e
reduzir o problema ao célculo de limites conhecidos.

Por exemplo, para calcular a derivada de sin(z) temos

(sin(x))’ = lim sin(z + h) — sin(z)

h—0

. sin(x) cos(h) + sin(h) cos(z) — sin(x)
= lim

h—0 h

. sin(x)(cos(h) — 1) + sin(h) cos(x)
= lim

h—0 h
o . cos(h) —1 . sin(h)
= sin(z) flgr(l) — + cos(x) flgno .

ﬁ,—/ %1/_/

= cos(x)

donde sin(x)" = cos(x).

Exercicio 13. Calcule a derivada de cos(x).

Embora possamos utilizar a mesma técnica para calcular a derivada das restantes funcoes
trigonométricas, os resultados mais gerais que vamos deduzir mais adiante tornarao esta tarefa
muito mais simples.

Relacionando com os resultados anteriores sobre somas e produtos por constantes, podemos

calcular derivadas de fungoes mais complexas, como por exemplo 2sin(z) + 3 cos(z) — x°.

Exercicio 14. Calcule a derivada das seguintes fungoes de x.
(a) 2sin(z) + 3cos(z) — z? (b) 3y/x — sin(2) cos(z) (c) sin(z + 2)

Sugestao: na tltima alinea, use a férmula para expandir sin(x + 2) em termos de fungdes
trigonométricas de = e de 2.
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3.2.3 Regra da cadeia

As regras de que dispomos até agora nao nos permitem calcular a derivada de sin(2x), por
exemplo. De facto, esta funcao é um exemplo de uma funcao composta, pelo que a sua derivada
se obtém por um processo distinto.

Recordemos a nogao de composicao. Para calcular valores de sin(2zx) temos de proceder em
dois passos: primeiro, dado z, calcular y = 2z (aplicando a fungao x — 2x); segundo, a partir
de y = 2z calcular sin(y) (aplicando a fung¢ao y — sin(y)).

Para compreender o que se passa em termos de derivada, comparemos os graficos das duas
fungdes f(z) = sin(x) e h(z) = sin(2z) (ver Figura 3.5).

y =gji y h(X)=
f(x)=sin(x) in(2x)
0.5 0.5
X X
3m2 & w2 [ e 3m1/2 -3v m nv 3v
-0.5

Figura 3.5: Regra da cadeia: comparagao dos graficos de f(z) = sin(z) e h(x) = sin(2z).

O grafico de h pode ser obtido do gréafico de f “espalmando-o0” na direccao do eixo dos zx.
Como resultado, a funcao h varia duas vezes mais depressa do que a funcao f no ponto
correspondente: para calcular a taxa de variacao de h num ponto x, vamos olhar para o ponto
correspondente do grafico de f (o ponto de abcissa 2x), calcular a derivada correspondente
(f'(2z) = cos(2z)) e multiplicar pelo factor de “espalmamento” (2). Ou seja, a derivada de h
num ponto genérico x devera ser h'(z) = 2 cos(2x).

Vendo h como a composicao das duas fungoes f(y) = sin(y) e g(z) = 2x, observe-se que
este resultado pode ser lido como o produto da derivada de f no ponto y = 2z pela derivada de
g no ponto x. Esta expressao é generalizavel, num caso geral de composicao h(z) = f(g(z)),
o grafico de h pode-se obter do gréafico de f “espalmando-o” ou “dilatando-o0” por um factor
que é dado em cada ponto x pela derivada de g(x). Esse factor vai ser o factor de correcgao
da derivada de f para a derivada de h.

Analiticamente, podemos confirmar este resultado recorrendo ao calculo directo da derivada
de f(g(x)) num ponto arbitrario z,. Para levantar a indeterminagao, vamos multiplicar e dividir
a fracc@o pelo incremento g(x) — g (o) e assumir que ambas as fungoes sao diferencidveis nos
pontos convenientes (g em zg e f em g (xo)).

flg(z)) — f (g (x0))

(fog) (z) = lim

o o) — £ g () 9(x) 0 (x0)
v=zo g(x) — g () T — xo
—  lim f(g(x)) — f (g (x0)) lim g(x) — g (o)
g(@)—=g(xo)  g(x) — g (x0) L !
7(g(w0)) g'(20)
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A mudanca de variavel no primeiro limite é licita devido a continuidade de g em xy. Observe-se
que, fazendo y = g(x) e z = f(y), esta regra pode ser escrita de forma sugestiva como

dz dz dy

dv  dy dx’
Proposicao. Sejam f e g duas funcoes reais. A fungao f o g é diferencidvel nos pontos x tais
que:

- g é diferenciavel em ;
- f ¢é diferenciavel em g(x).
Nesses pontos, a derivada de f o g é dada pela regra da cadeia: (f o g)(x) = f'(g9(z))d (x).

O nome desta regra (regra da cadeia) vem da sua generalizagdo a composigoes de mais
do que duas fungoes. Por exemplo: suponhamos que tinhamos uma funcao definida por uma
sequencia de operacoes

w(z) :x = y(z) = 2(y) — t(z) = u(t).
A derivada de w é calculada como uma cadeia de derivadas de cada uma das fung¢oes envolvidas:

w'(z) = u'(t) x #'(2) x 2'(y) x y/'(x)

obtida avaliando cada uma das derivadas no ponto correspondente. Expandindo a notagao,
obter-se-ia a relagao (bastante menos legivel)

w'(w) = u'(t(2(y(x)))) x #'(2(y(x))) x 2'(y()) x ¢/'(x)

ou, alternativamente,

dw du dt dz dy

dr ~ dt dz dy dz’

Exemplo.

1. Comecemos por calcular a derivada de f(z) = sin(2z) pela regra da cadeia. Fazendo
z = f(x), temos que z = sin(y) com y = 2z, donde

dz  dz dy d

d
& dy de @sin(y) %(Zx) = cos(y) X 2 = 2cos(27)

como atras tinhamos referido.

2. A mesma regra permite-nos calcular directamente a derivada de sin(x + 2). Fazendo
z = sin(z + 2), temos agora z = sin(y) com y = = + 2, pelo que

d dz d d d
d—; = d_; ﬁ = d—ysin(y) %(ac—l—Q) = cos(y) X 1 = cos(z +2).

3. Também a derivada de cos(z) pode ser obtida pela regra da cadeia, atendendo a relagao

cos(z) =sin (2 — z). Temos agora z =sin(y) e y = Z — z, donde

dz  dz dy d . d(w )
2

(cos(x))' = ar dy dw d—ysm(y) dr
= cos(y) X —1 = — cos (g - :L‘) = —sin(x)

atendendo & igualdade sin(z) = cos (3 — z).
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4. Para calcular a derivada de cos (322 + 2), vamos fazer z = cos(y) com y = 322 + 2. Da
regra da cadeia obtemos agora

dz  dz dy d d 9
de dy dxr dy cos(y) dx ( v )
= —sin(y) x 6z = —6xsin (3z% +2) .

(cos (31‘2 + 2))/

5. Podemos também calcular derivadas de poténcias (ou polinémios) de senos e cosenos
exactamente da mesma forma. Por exemplo: para calcular a derivada de 3cos®(z),
vemos esta fungao como a composicao de z = 3y com y = cos(x) e obtemos

. dz dz dy d d
3cosP(z)) = = = —= =2 = —3y® — cos(x
( ()) de  dy dx dyy dx (z)
= 9y* x (—sin(x)) = —9z sin(x) cos® (7).

6. Finalmente, usemos este mesmo processo para calcular a derivada de sec(x). Atendendo

a relagao sec(x) = COSI(I), podemos escrever z = i e y = cos(x), obtendo

(sec(z)) = de _dedy dld cos(z)
Cdr  dy dr  dyy dx
) :
= _E X (—sin(z)) = (::2(8) = tan(x) sec(x) .

Exercicio 15. Use a regra da cadeia para calcular a derivada das seguintes funcoes de x.

(a) cos (v + 32?) (c) 3sin?(x) (e) sz(z) (g) m

: : 23z
(b) 281n(3£€+4) (d) 3S+2(x) <f) Sll’l( x4 ) (h) COS2($)+31COS(I)+2

Exercicio 16. Calcule a derivada das seguintes funcoes de y.

(a) 3sin?(2y +1) — 2y (b) m — 2y (¢) /sin(y) + cos(y) +5

3.2.4 Funcao exponencial

Outra funcao elementar cuja derivada é simples de calcular pela defini¢ao é a fun¢ao exponen-

cial.
o . etth _ ot ‘ etel — o e eh —1
() = lim ———— = lim ————— =¢" lim
h—0 h h—0 h h—0

:e$

1

Conclui-se portanto que a exponencial é a sua propria derivada. Dito de outra forma, é uma
funcao que:
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- € a sua propria derivada;
- ¢éigual a sua propria taxa de variacao instantanea;

- tem como grafico uma curva cuja ordenada em cada ponto é o valor do declive da tangente
nesse ponto.

Estas propriedades tornam a funcao exponencial, bem como a sua inversa, numa das fungoes
mais importantes do Calculo Diferencial.

Como consequéncia da regra da cadeia, podemos calcular a derivada duma exponencial
com outra base qualquer a positiva. Da igualdade a® = e*'°8(®) podemos tomar z = €Y com
y = xlog(a) e obter

dz dz dy d d
o) =2 =22 = ¥ —glogla) = e¥ x log(a) = '8 log(a) = a” log(a) .
(a®)' = - 0 de ~a) i g(a) g(a) g(a) g(a)

A partir da regra da cadeia e das outras propriedades ja discutidas podemos calcular

derivadas de funcoes bastante mais complexas envolvendo exponenciais.

Exemplo.

1. Comecemos por calcular a derivada de e**. Fazendo z = €Y e y = 2z, temos

dz dzdy d ,d 9
de  dy dx dye dx( ?) ¢

2. Para calcular a derivada de 237°2, vamos fazer z = 2¢ e y = 322 + 2. Da regra da cadeia
obtemos agora

'ody dedy  d_, d 2
gdn+2) _ 2% _ 02 O Doy @ (3,2 4 9) = Grlog 2 237012
( ) e dx( z° +2) x log

3. Tal como no caso dos polinémios, muitas expressoes envolvendo exponenciais podem ser
simplificadas por reescrita usando igualdades conhecidas.

. 2z 3z
Por exemplo, para calcular a derivada de 8651%

funcao convém comecar por separar a fraccao e juntar poténcias com o mesmo expoente
para depois poder aplicar a regra da cadeia a cada uma das parcelas.

€2$ + 633C ' 62z ' 6358 / 2x—sin(x 3z—sin(z))’
(—esin(z) ) - (—esin(x)) + (—eSin(x)) = (e @) 4 e ( ))

= (2 _ Cos(x))e%cfsin(z) + (3 _ COS(:L’))@BI*Sin(x)

nos pontos interiores ao dominio desta

Exercicio 17. Calcule a derivada das seguintes fungoes de x.

(a) 3sin(e”) (b) Ve® (c) ev® (d) (@) +eos(a)
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3.2.5 Operacgoes com funcoes

Até agora, nao falamos ainda de produtos de fungoes. A complexidade do Célculo Diferencial e
dos tépicos que dele derivam (nomeadamente a primitivacao, que serd estudada no Capitulo 4)
deriva precisamente da regra de derivacao do produto, que nao é muito intuitiva.

A melhor forma de a introduzir é directamente a partir da definicao. Consideremos duas
funcoes f e g, ambas diferenciaveis num ponto a, e vamos calcular a derivada de f x g nesse
ponto. Para levantar a indeterminagao inicial, vamos somar e subtrair ao numerador a quan-

tidade f(a)g(x).

(f x g)'(a) = lim L&)9@) = J{@)g(a)

o f@)(e) — fa)g(@) + Fl@)g(s) ~ flagla)
()~ f(@)gle) + f(a)(o) ~ gla)
= lim M g(x) +f(a) lim M
e r—a =~ z—a r—a
f(a) el ¢(a)
= ['(a)g(a) + f(a)g'(a)

onde no pentltimo passo se usou a continuidade de g no ponto a.
Como consequeéncia, temos o resultado seguinte.

Proposicao. O produto f x g de duas fungoes reais f e g ¢ uma funcao que é diferenciavel onde
f e g o forem, satisfazendo a relagao (f x g)'(z) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x) para esses nimeros
reais .

Em termos de variacao instantanea, podemos ver esta regra como uma generalizacao da
regra do produto por uma constante: para calcular a variagao de f x g, calculamos a derivada
de f supondo g constante, calculamos a derivada de g supondo f constante, e somamos ambos
os valores.

Conforme dissemos, a regra do produto nao é muito intuitiva; porém, com um pouco de
pratica é bastante simples de aplicar.

Exemplo.

1. Para calcular a derivada de z?sin(z), tomamos f(z) = 22 e g(x) = sin(x) e obtemos

. r . 2
(xsin(z)) = 2z sin(z) + _z° cos(x) .
F@ 9@ @ g
2. Para calcular a derivada de (—3t3 + 2t) ¢!, tomamos f(t) = =3t + 2t e g(t) = ¢’ e

obtemos
((=3t* +20) ') = (-9 +2) e+ (-3t"+2t) ¢ = (=3t"— 9" +-2t +2) .
F(8) 9(t) f(®) g'(t)
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Exercicio 18. Recorra a regra de derivacao do produto para calcular a derivada das seguintes
funcoes.

(a) f(z)=sin(2x)e” (b) g(t) = Vt(1+1?) (c) A(w) = € sec(w)

(d) h(z) = (32% + 9z + 1) (42 + 22° — 3z)  (¢) f(y) = sin(2y) <y2 4 3e¥ + i)

O exercicio anterior apresenta alguns casos tipicos de fungoes polinomiais que sao mais
simples de derivar se se aplicar a regra do produto. Nem sempre ¢ uma boa ideia expandir
polinémios para calcular a sua derivada.

Aplicando a regra da cadeia em conjunto com a regra do produto, podemos calcular
derivadas de funcoes substancialmente mais complexas.

Exemplo.

. 2_ . . . ~
1. Para calcular a derivada de e** ~3sin(3x), aplicamos a regra de derivagao do produto e
depois recorremos a regra da cadeia para derivar cada uma das parcelas.

2 2 ! 2
(e* 3sin(3w)) = ((32’” _3) sin(3x) + e** “3(sin(3z))’
= 4z¢> 3 sin(3z) + 36> % cos(3x)

= (4z sin(3z) + 3 cos(3x))e>*

2. Em contrapartida, para calcular a derivada de €2*°(®) recorremos primeiro a regra da
cadeia e depois a regra do produto para calcular a derivada de 2z cos(z).

(62“05@))/ = (2z cos(z)) €2*°5®) = (2 cos(x) — 2z sin(z))e?* @)

Tal como na regra da cadeia, a regra do produto é generalizavel a produtos de mais do
que duas fungoes. Para um produto de n funcoes, obtém-se n parcelas em que cada funcao é
derivada numa delas. Por exemplo, para trés e quatro fungoes obtém-se as formulas

)

(2)g(x)h(x) + f(2)g'(2)h(z) + f(z)g(x)h (2)

(z)h( g
(2)g(x)h(x)j(z) + f(x)g () (z)j(x)
+ f(x)g(@)h' (x)j(x) + f(z)g(x)h(z)j (z)

e assim sucessivamente. Assim, a derivada de xsin(z)e” é sin(x)e” 4+ x cos(x)e” + x sin(z)e”.

f/
(f(2)g(@)h(x)j(x))" = f'

Exercicio 19. Calcule as derivadas das seguintes funcoes de ¢.
(a) (t* + 3t) cos(2t) (c) ef*sin®)-1 (e) (t* 4 2t) cos (te')

(b) (sin(t) + cos(t)) €3 (d) 2tsin (t* 4+ 1) (f) 3t?cos(3t + 1)e3*!
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A partir da regra da cadeia e da regra de derivagao do produto podemos deduzir as
formulas para derivar qualquer funcao construida a partir de polinémios, exponenciais, fungoes
trigonométricas e suas inversas por operagoes algébricas e composi¢ao. Ha contudo duas regras
extremamente tteis que, embora sejam deduzidas a partir destas, simplificam muito a tarefa
de célculo de derivadas.

A primeira regra é a regra de derivacao do quociente. Para derivar %, basta reescrever

o quociente como um produto e aplicar as regras do produto e da cadeia (vendo ﬁ como a
composicao de z = i com y = g(x)).
Comecemos por calcular esta ultima derivada. Temos

1 ’_dz_dzdy d1l d . —_i'x__gl(x)
( )_dx dy dx dyydx(())_ g'(x) = 2(z)

g(z)

donde decorre que

fay o (LY

<g<x>) (f” o) =7 ”g(x)*f”<g<x>>
e . g (x)
—f()g<x>+f<)( ‘ )
M@ @) @) fa)d @)
i) 2@ #00) |

Proposicio. O quociente £ 7 de duas funcgoes reais f e g € uma funcao que é diferenciavel em
pontos interiores ao seu dominio onde f e g forem ambas diferenciaveis, satisfazendo a relagao

Lo P@ola) — Sl @)
G/ )

para esses numeros reais x.

Note-se a semelhanca desta regra com a do produto: o numerador da derivada do quociente
tem as mesmas parcelas que a derivada do produto, mas subtraidas em vez de adicionadas.

Exemplo.

1. Usando a regra do quociente, podemos calcular a derivada das funcoes trigonométricas
tangente e cotangente. Atendendo as relagoes tan(z) = SIn(®) o cot(x )= cos(@) fom-se

cos(x) sin(z)’
(tan(z))’ = (smix))) _ cos (x) + sin®(z)
(z)
()

cos(x cos?(x)
)l _ —sin’(e) —cos’(2) _sin’(x) + cos’(x)
Sin2 (z) sin? (x)

COS(T

ot = (

sin(x

relagoes que costumam ser apresentadas sob duas formas (obtidas respectivamente efec-
tuando a divisdao ou recorrendo a férmula fundamental da trigonometria):

(tan(x)) = 1 + tan®(x) (tan(z))" = cosi(x)
(cot(@))" = —1 — cot*(x) (cot(x))" = _sin;(x)
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2. Esta regra possibilita também o calculo de derivadas de fungoes racionais (definidas como
quocientes de polinémios). Por exemplo,

( 2 >/_2><(3x+2)—(2x)><3_ 4

3z +2 (3z + 2)? (3z + 2)?

(w2—1—3x>’:(2$+3)(2x—1)—2($2+3x):2x2—2x—3
2x — 1 (22 —1)° (22 —1)°

3. Ha outras fungoes mais complexas que podem ser derivadas recorrendo a esta regra.
x24sin(z)
2e*—3x

Tome-se por exemplo f(z) =

(22 + cos(x)) (2 — 3z) — (2 + sin(x)) (2e* — 3)

S = (2e* — 3z)?

E importante salientar que as regras de derivacao do produto e do quociente nao devem
ser usadas como férmula universal para o calculo de derivadas. Ha alguns aspectos a ter em
conta.

1. O produto (ou quociente) duma fungao por uma constante deriva-se recorrendo a regra
de derivagao do produto por uma constante. Por exemplo, (2sin(x)) = 2(sin(z))" e

2
embora conduza eventualmente ao resultado certo, torna o cédlculo da derivada excessi-
vamente complexo e facilmente sujeito a erros.

. / o
(sm(‘v)> = (Sméz)) : aplicar a regra geral do produto ou do quociente a estas expressoes,

2. A regra do quociente pode ser evitada em muitos casos simples que ja discutimos ante-
riormente. Em particular, se o denominador for um monémio (uma fungao da forma z™)
ou uma exponencial, é quase sempre mais simples comegar por reescrever a fun¢ao como

um produto. Por exemplo, para derivar S“;# pode-se escrever

cos(z) — sin(x)

(Sin@))/ = (sin(z)e™*)" = cos(x)e ™™ — sin(z)e™* =

e* er

obtendo-se até uma expressao mais simples do que a obtida por calculo directo:

<sm(x)>’ cos(z)e* — sin(x)e® .

e ) (@)

Exercicio 20. Calcule as derivadas das seguintes fungoes de y.

an 1 sin 2 2\ e
(@) 5% (0) i (o) () S () 54
+3y? 3 2sin eY—e™ | i y+l
(b) (a) w2 (f) 22w (h) o () sin (%)

A outra consequéncia da regra de derivacao do produto é uma regra para a derivacao de
funcoes inversas, que nos permitird deduzir expressoes para as derivadas do logaritmo, do arco
de seno e do arco de tangente — funcgoes que serao especialmente importantes mais adiante.
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A regra de derivagao da funcao inversa deduz-se por um processo um pouco diferente do que
temos usado até aqui, e que é um caso particular duma técnica que serd importante mais
adiante.

Vamos comecar por ilustrar a técnica com um exemplo concreto — o célculo da derivada do
logaritmo. Consideremos a funcao y = log(z), a que corresponde a relacdo x = e¥. Podemos
entao aplicar a regra da cadeia ao cédlculo de Z—i (ou, em alternativa, tomar z = x), obtendo

de  dx dy d o d d
— == = =— —1 =e’ —1 .
de dy dx dy (¢") dx og(v) = dx og(7)

Uma vez que o nosso objectivo é calcular % log(x), vamos escrever esta tltima expressao toda
em termos de x usando a relagao x = €Y. Obtemos entao

dx d
ar (% log(x)> 3
dx

porém, ja sabemos que 57 = 1, pelo que, resolvendo a equagao obtida em ordem a % log(x),
obtemos

d 1

—log(x) = —.

o log(@) = ~

No caso geral, o método a usar é o mesmo: das relagoes v = f(y) e y = f~(x) podemos

aplicar a regra da cadeia ao cédlculo de 1 = iz% para encontrar uma equacao envolvendo x e

L)
dr dr dy d d ,
1:————:— —_
= =TI 2@

e resolvendo esta equagao em ordem a -L f~!(z) encontramos a férmula

d ., 1
5w =
dx wf )
ou, de forma sugestiva,
dx 1
— =
dy d—g

E importante observar que, nesta regra, é sempre necessario reescrever a expressao obtida
em funcao da varidvel x — uma tarefa que s6 pode ser executada conhecendo a funcao f.

Por exemplo, a aplicagao da regra de derivacao da fungao inversa permite-nos concluir que,
para y = arctan(x) (e portanto z = tan(y)), se tem

tan(z) 1 1
— arctan(x) = = .
dx 1+tan?(y) 1+ 22

Exercicio 21. Qual é a derivada de arcsin(x)? Tenha em conta que, se z = sin(y), entao

cos(y) = V1 — 22
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Exercicio 22. Use a regra de derivacao da funcao inversa para confirmar as expressoes (ja
conhecidas) das derivadas de \/x (inversa de z = y?) e ¥/z (inversa de x = 33).

Exercicio 23. Calcule a derivada de y = log,(z) (fungao inversa de z = a¥).

As Tabelas 3.1 a 3.4 contém o resumo das regras de derivacao que aqui deduzimos. Estas
tabelas podem ser consultadas numa primeira fase de estudo, mas é de todo o interesse para
os capitulos subsequentes que o calculo de derivadas seja automatizado rapidamente.

Funcao (de x) Derivada (em fungao de z)
k, com k constante 0
x 1
z® com a € R\ {0} ar®!

Tabela 3.1: Derivadas das fung¢oes polinomiais.

Funcao (de x) | Derivada (em fungao de )

sin(x) cos(x)

cos(z) — sin(z)

tan(z) 1 + tan?(x) ou ﬁ(m)

cot(z) —1 — cot?(x) ou — e

sec(z) tan(z) sec(x)

csc(x) — cot(x) csc(x)
arcsin(z) 11_m2
arccos(x) — 11_902
arctan(z) s

Tabela 3.2: Derivadas das fungoes trigonométricas e inversas.

Funcao (de x) | Derivada (em fungao de z)
e’ e’
a®, com a > 0 a®log(a)
log () .
i
loga (:B> x ]og(a)

Tabela 3.3: Derivadas das fungoes exponenciais e logaritmicas.

3.2.6 Derivadas de ordem superior

Conforme dissemos atras, dada uma funcao f podemos calcular nao apenas a sua primeira
derivada, mas derivadas de ordem superior (segunda, terceira, e assim por diante), caso as
funcoes que vamos gerando sejam elas proprias diferenciaveis.
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Funcao Derivada
f+yg f+d
¢ X f, com ¢ constante cx f
fog (f'eg)d
fxg f'xg+fxdg
L ['xg—fxg'
g g2
f -1 % no ponto correspondente

Tabela 3.4: Regras de derivacao.

Em geral, este cédlculo é trabalhoso; porém, para algumas classes de fungoes é possivel (e
até relativamente simples) encontrar uma expressao geral da sua derivada de qualquer ordem.

O caso mais simples é o da funcao exponencial. Uma vez que esta funcao é a sua prépria
derivada, também vai ser a sua segunda derivada, a sua terceira derivada, e a sua derivada de
qualquer ordem. Podemos escrever sinteticamente esta informagao na forma

() = e

ou, sendo f(x) = €*,
fM(x) =e”.
Claro esta que se tivermos um multiplo da funcao exponencial esta relacao continua a
verificar-se; assim as funcoes f, g e h seguintes sao todas as suas préprias derivadas de qualquer
ordem:

f(z) = 3e” g(x) = —be® h(z) = 2e".

Exercicio 24. Qual serd a expressdo geral das derivadas de f(x) = e3*+1 4 27717

Para exponenciais com expoentes mais complexos, ainda é por vezes possivel encontrar
estas formulas. Por exemplo, se f(x) = €%, entao temos

f’(x) _ 262z f//<33') — 462x f///(.fE) — 86293

e é facil perceber que cada nova derivagdo vai multiplicar a funcao por 2 (a derivada do
expoente). Entao a expressao geral das derivadas de f é

f(n) (.T) _ 2n€2x )

Algumas fungoes trigonométricas também exibem este tipo de regularidade. Uma vez
que senos e cosenos sao as derivadas uma da outra (a menos de sinal), encontramos uma
periodicidade na sua derivacgao:

(sin(z)) = cos(x) (sin(z))” = —sin(z) (sin(z))" = — cos(z) (sin(x))® = sin(z)

e a partir daqui esta sequéncia repete-se. As derivadas do coseno seguem um padrao seme-
lhante.

Exercicio 25. Qual serd a expressao geral das derivadas de g(x) = sin(2z)?
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As outras funcoes simples sao os polinémios. Se derivarmos z™, obtemos na"~!; continuando
a derivar esta expressao, vamos obtendo poténcias de grau cada vez mais baixo e com um
coeficiente que é o produto de todos os expoentes por onde passamos; ou seja,

@M =nn—1)n—-2)-(n—k+1)a""* ==z

para k < n; a derivada de ordem (n + 1) (e seguintes) é a funcao nula.

Exercicio 26. Calcule a derivada de ordem n da fungao h(z) = 3z* + 223 — 2z.

Se a fungao f for uma poténcia de expoente negativo, o raciocinio é semelhante; mas agora
a funcao tem derivadas nao nulas de todas as ordens e o seu sinal vai alternando. Por exemplo,

para f(z) = & = 272, temos

fl(z) = —2273 f"(z) =6z* f"(x) = —2427° ... .

Exercicio 27.  Calcule as primeiras cinco derivadas de g(z) = 3z7* + 2272, Consegue
determinar uma expressao geral para a derivada de ordem n desta fungao?

3.3 Formula de Taylor

Vimos que o valor da derivada duma funcao f num ponto a corresponde ao declive da tnica
recta tangente ao grafico de f nesse ponto. Nesta seccao vamos estudar uma generalizagao
desta construcao que permite obter aproximacoes mais precisas do valor da fungao f numa
vizinhanca de a.

3.3.1 Definicao e primeiros exemplos

Seja f uma funcao diferencidvel num ponto a e defina-se Py(z) = f(a)+ f'(a)(x—a) como sendo
a funcao cujo grafico é precisamente a recta tangente ao grafico de f em a. Tendo em conta
a definicao analitica de derivada como o limite da taxa de variacao da funcao num intervalo
contendo o ponto a, é facil perceber que P; é a funcao polinomial de grau 1, coincidente com f
no ponto a, que melhor a aproxima numa vizinhanga desse ponto. De facto, ambas coincidem
nao apenas no valor que tomam no ponto @, mas também na taxa de variagdo instantanea
nesse ponto.

Uma vez que as derivadas de ordem superior a primeira dao informagao mais precisa sobre
a variagao da fungao (a segunda derivada de f é a taxa de variacao da taxa de variagao de f, e
assim sucessivamente), é razodvel pensar em aproximar f por um polinémio de ordem superior
a primeira com o objectivo de melhorar o erro da aproximagao. Seja entao Pp(x) um polinémio
de grau 2 tal que

Py(a) = f(a)  Py(a) = f'(a)  F(a) = f"(a).

Uma vez que P, é um polindémio de grau 2, uma forma de o construir é partir de P;(z) (que
satisfaz as primeiras duas condigoes) e acrescentar-lhe um termo de segunda ordem. Tendo em
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conta que (z —a)? é uma funcio que vale 0 em a e cuja derivada também vale 0 em a, podemos
tentar escrever

Py(z) = f(a) + f'(a)(x — a) + c2(x — a)”

onde ¢ é um parametro que é necessario determinar. Observe-se que Py () = 2¢y; para termos,
como desejamos, P} (a) = f”(a), somos conduzidos & relagao ¢y = @

Prosseguindo nesta linha de raciocinio, o polinémio de grau 3 que melhor aproxima f sera
P3(x) tal que

Py(a) = f(a)  Bs(a) = f'(a)  P(a)=f"(a)  F'(a) = ["(a)

e, analogamente ao que atras fizemos, podemos tentar escrever P3(z) = Py(x) + c3(z — a)?.

Ora obtém-se P}’(x) = 6¢3, donde forgosamente se deverd ter c3 = e //;(a) .

Generalizando este raciocinio, concluimos que o tnico polinémio de grau n que satisfaz
simultaneamente as condicoes

Py(a)=f(a)  Pya)=f(a) -  B"(a)=[f"(a)
é o polinémio
P.(z) = f(a) +c1(z —a) + co(w —a)* + -+ oz —a)".

E facil verificar que cada uma das parcelas se anula em a, bem como todas as suas derivadas
excepto uma (correspondente ao expoente de (z — a) nessa parcela). Tem-se entao

Pl(a) = P'(a) =2c;  P)(a) =3 X 2c3
e, de uma forma geral,
PM(a)=nx(n—1)x---x2fM(a) =n! x f™(a),

donde se conclui que necessariamente

e, em geral,
f"(a)
R
pelo que P,(z) tem a expressao
" (n)
Pufa) = f(a) + fa)e—a) + T @ o T g

A funcao P, chama-se polindmio de Taylor de grau n para f em torno do ponto a. No caso
particular a = 0, a expressao de P,(z) simplifica-se para

P,(z) = f(0) + f'(0)x + %(!0)352 R

e P, diz-se o polinémio de Mac-Laurin de grau n para f.
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Para este raciocinio ser valido, é necessario que a funcao f seja pelo menos n vezes diferen-
ciavel. No caso de f ser mesmo infinitamente diferenciavel, existem as suas derivadas de todas
as ordens e é possivel definir a série de Taylor de f em torno de a como

.~ £7(0)
:; —

No caso de se ter a = 0, esta série também é conhecida como série de Mac-Laurin de f. Note-se
que esta série tem um dominio (dado pelo seu raio de convergéncia) que pode ser diferente do
da funcao f. No caso particular em que f e T coincidem numa vizinhanca de a, a funcao f
diz-se analitica no ponto a.

Observe-se ainda que, substituindo f por f’ no lado direito da férmula para o polinémio
de Taylor de grau n, obtemos a expressao

/"(a)
2!

f"9(a)
(n+1)!

f'(a)+ f"(a)(x —a) + (x—a)’+ -+ (z —a)"

que é exactamente a mesma expressao que se obteria derivando o polinémio P,(x) para f. Isto
significa que o polinémio de Taylor de grau n associado a f’ em torno do ponto a é a derivada do
polinémio de Taylor de grau n associado a f no mesmo ponto. Tal relacao permite-nos calcular
muito facilmente polindémios e séries de Taylor de derivadas de fungoes cujo desenvolvimento
ja é conhecido.

Exemplo.

1. Comecemos por considerar a fungao exponencial, f(z) = e¢”. Vimos ji anteriormente que
) (x) = e* para qualquer n. Entdo, fixado um ponto a, os polinémios de Taylor em
torno de a para a funcao exponencial de graus 1, 3 e 5 sao, respectivamente,

Pi(z) =€ +e"(x —a)

Py(x) =e*+ ez —a)+ Z' (x—a)®+ Z'(x—a)3
e a e’ e’ e’ e’
Pi(z)=e*+e* (v —a)+ = 5 (x —a)®+ 3'(9(;—@)3 1 —(z —a)* + g —(x —a)’

e a série de Taylor nesse ponto tem o valor

Tendo em conta que € = 1, os polinémios de Taylor no ponto 0 (ou polinémios de

Mac-Laurin) dos mesmos graus tém as expressoes seguintes.

2 23
Ps( )_1—|—ZE—|—§+§

2 $3 1'4 .775

P( )—1+ZL‘+§+§+I+E
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e a série de Mac-Laurin correspondente é

[e.9] n

Ty(x) = Z%

n=0

Uma vez que sabemos que esta série converge precisamente para e* para qualquer valor
x, concluimos que a fungao f é analitica na origem. E facil mostrar que, na realidade,
ela é analitica em qualquer ponto do seu dominio.

Observe-se também que derivando termo a termo a série de Mac-Laurin de f se obtém
exactamente a mesma série, comprovando o facto ja conhecido de que f'(x) = f(x) para
todo o .

2. Se tomarmos agora g(z) = €**, temos entao
g,(l') — 2623; g”(QI) — 46235 g”/(l') — 86235

e é facil de ver que, em geral, g™ (z) = 2"¢?*. Entdo, os polinémios de Taylor de f num
ponto a genérico de graus 2 e 4 sao, respectivamente,

2a 2a de 2
Py(x) = e +2¢*(z — a) + 51 (x —a)
4 2a 8 2a 16 2a
Pu(z) = €2+ 2¢%(x — a) + ; (x —a)? + %(:{: —a)P+ 46, (x — a)*
e a série de Taylor desta funcao é
e 2n€2a .
T@) =5~ (@ —a).
“~ nl

Esta fungao ainda é analitica em qualquer ponto.

Tomando por exemplo a = 1, tem-se e?*! = €2, pelo que os polinémios de Taylor dos
mesmos graus em torno do ponto 1 tém as expressoes seguintes.

Py(z) = e® 4 2e*(x — 1) + 2e*(x — 1)?
2 2 2 ), 4€’ 5, 2€ 4
Py(z)=e"+2e*(x — 1)+ 2e(z — 1) —i—?(a:—l) +?(a:—1)

e a série de Taylor correspondente é
e 2n€2 .
Ty(e) = 3 =z — 1),

n!
n=0

Exercicio 28. Usando a definicao, calcule os polinémios de Taylor das seguintes funcoes
de x, com o grau e n relativamente ao ponto a indicados em cada alinea.

(a) e, n=3,a=1 (b) e +32°, n=4,a=-2 (c) e“+e*,n=3,a=2
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Exercicio 29. Calcule as séries de Taylor das seguintes fungoes de x nos pontos indicados.

(a) e*+e 7 a=—1 (b) 2%, a=1 (c) S, a=1

Exercicio 30. Usando a defini¢ao, calcule os polinémios de Mac-Laurin das seguintes fungoes
de y, com o grau n indicado em cada alinea.

(a) 2¢%, n=75 (b) e n=4 (c) 3*1 n=3

Muitos exemplos de fungoes trigonométricas também sao relativamente simples de tratar
no caso geral.

Exemplo.

1. Pensemos agora numa funcao trigonométrica, por exemplo f(x) = sin(z). Vimos ante-
riormente que as primeiras quatro derivadas de f sao

F@)=cos()  f(x) = —sin()  f"(&) = —cos(x)  fO(x) = sin(x)

e que esta sequéncia se repete a cada quatro passos. Entao, o polinémio de Taylor de
sin(z) em torno dum ponto arbitrario a tem a seguinte expressao, tomando por exemplo
os graus 1, 3 e 6.

P, (z) = sin(a) + cos(a)(z — a)

P3(z) = sin(a) + cos(a)(z — a) — Slr;(‘a)( —a)? — COZEG) (x —a)?
Ps(z) = sin(a) + cos(a)(z — a) — SH;('Q)( a)? — cozs;a)( —a)® + SH;('G) (x — a)*+
cos(a sin(a
Tendo em conta as relagdes sin(0) = 0, cos(0) = 1 obtemos formas particularmente

simples para os correspondentes polinémios de Mac-Laurin desta funcao.

P1 (.T) =T
3
x
Py(x) =2 — a1
3 ab
Ps(x) =2 — ) + =)
Da mesma forma, a série de Mac-Laurin para f tem a forma
o0 x2n+1
T = ).
s(z) 7;( TRy

Esta fungao é analitica na origem (e na realidade em todo o seu dominio).
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Por outro lado, sin (%) = coS (%) = ﬁ; entao, os polinomios de Taylor dos mesmos graus

2
em torno de 7 sao os seguintes.

V2 V2 m
P =5 +5 (== 3)
=20 2 (D) - L (-3 - L e D)
r)=—+—|(x——) — r——] — r— —
’ 2 2 1) 2x2l 4 2 % 3 4
2 2 2 2 2 3 2 4
YR S Y P PRy N Ry L i
2 2 4 2 x 2! 4 2 x 3! 4 2 x 4! 4
V2 ™5 V2 m\6
O
2 x 5! 4 2 % 6! 4
Outra possibilidade é tomar a = %; tem-se sin (g) = ‘/73 e cos (%) = %; entao, os

polinémios de Taylor dos mesmos graus em torno de  sdao os seguintes.

0= 43 (=)

D - D s )
2 \"73) Taxa\" T3 2x 3l \" 73
1

V3

2

V3 o1 T V3 T 2 T\ 3 V3 T\ 4
= o) et ) e D)
=5+t 3) a3 ox3\*73) Toxa\PT3) "
()

r——=) — r— =
2 % 51 3 2 % 6 3

2. Procedendo analogamente para a fungao g(x) = cos(3zx), obtemos para as primeiras
quatro derivadas de g as expressoes

que nos permitem obter a expressao geral da derivada tendo em conta que o coeficiente
¢ multiplicado por 3 a cada passo e o resto da expressao se repete com periodo 4.

Entao o polinémio de Taylor para cos(3z) em torno dum ponto a de grau 3 é

9 3 27 sin(3
P3(x) = cos(3a) — 3sin(3a)(x — a) — W(z —a)’ + W(m —a)?
e tomando por exemplo a = 7 obtém-se para o polinémio de Taylor nesse ponto a
expressao
s 27 m\3
o =s(e-3)+ 53"
3(2) =3 (« 5 +3! T =5

Observe-se que o desenvolvimento de cos(z) pode ser obtido directamente por derivagao
a partir dos desenvolvimentos acima deduzidos para sin(z).
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Exercicio 31. Usando a defini¢cao, calcule os polinémios de Taylor de grau 3 das seguintes
funcoes de x, relativamente ao ponto a indicado em cada alinea.

(a) tan(z), a=0 (b) arcsin(z), a =1 (c) sin(z)tan(z), a =

Exercicio 32. Calcule as séries de Taylor das seguintes funcoes de y nos pontos indicados.

(a) cos(y), a=—1 (b) sin(By +7),a=m (c) 2sin(y) + cos(—y), a =

TR

Exercicio 33. Usando a definigao, calcule os polinémios de Mac-Laurin das seguintes funcoes
de x, com o grau n indicado em cada alinea.

(a) sin(222+1), n =3 (b) 2cos(x)e”, n =3 (c) &) gy =2

Exercicio 34. Calcule as séries de Mac-Laurin das seguintes fungoes de z.

(a) cos(z) (b) sin(3z) (c) cos(—3z+m)

O caso dos logaritmos é um pouco mais complexo, mas de grande utilidade pratica. Assim,
e para terminar esta secgao, calculemos o desenvolvimento de f(z) = log(x). Calculando as
primeiras derivadas desta fungao, obtemos sucessivamente:

f’(x) =z = f”(m) - 2 f///(x) — 9y 3 — 3

3

pelo que a expressao geral da derivada de ordem n de f é

n (n—=1)!
FO ) = (n =l = T
Entao os polinémios de Taylor de graus 2, 5 e 8 para f em torno dum ponto a genérico tém
as expressoes seguintes.

Pyfa) = log(a) + ~(z — ) ~ & (z — a)
~ log(a) + L0 - L)

L. Cruz-Filipe e P. Engracia



3.3. FORMULA DE TAYLOR 157

Py(a) = log(a) + ~(z — a) — & (r — )’ + 2 (r — a)} ~ £ (z — a)* + & (¢ — af

2! 3! 4! 5!
r—a (x—a)® (x—a)® (x—a)* (x—a)
= log(a) + a _(2a2) (3a3) _(4a4> (5a5)
Py(x) = log(a) + a ($2—a2@)2 ($3—a3a)3 _ ($4—a4a)4 ($5—a5a)5 _ (376;6@)6
r—a)  (x—a)d
+( 7a7) ( 8a8)

Tomando a = 1, temos log(1) = 0 e 1" = 1 para qualquer n, donde os polinémios acima
tomam as expressoes seguintes, nesse caso particular.

Po(a) = (z—1) — <x_21>
Pi(z) = (z—1)— <x_21) + (a:—31) _ (x_41) n (35—51)
By(r)=(z—1) - <x_21) + (x_?)l) - (5"_41) n (37—51) _ ($—61)
(x —1)7 B (x —1)8
7 8
A série de Taylor neste ponto é
7y = 3 (- T

que converge (muito lentamente) para z €]0,2]. A fungao logaritmo é analitica no ponto 1,
embora a sua série de Taylor em torno desse ponto nao coincida com log(z) em todo o dominio
desta funcao.

Estes exemplos ilustram a forma de proceder no caso geral.

Exemplo. Consideremos a funcdo h(z) = 1= = (1 — z)~'. As primeiras derivadas desta
funcao sao
1
W)= —(—1)(1—2)2=——
(@) = ~(=DL -2 = =y
2
Wiz)=—(—2)(1 —a2)3 = —=
(@) = ~(=D1 -2 = =y
3!
W'(z) = —(—=3D)(1 —2)* = ———
(@) = ~(=8)(1 - )" = =
4!
9 (z) = — (=41 —2)° = ————
(@) = ~(=4)(1 =) = s
e assim sucessivamente. Conclui-se facilmente que a derivada de ordem n desta fungao é
|
() = "
() (1— )’

donde os seus polinémios de Taylor de ordem, por exemplo, 3 e 5 num ponto a arbitrario terao
a forma
1 1 2
a 2(1 — a)3(
2 3
_ 1 L Foe (x —a) +(:L‘—a)
l—a (1-a)? (1-a)® (1—a)*

z —a)®+
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P5(I):lia+(lja)z(x_a)+ﬁ<x_a)2+3[(13—_!61)4@_@3'1"
4 . 5l i
Fai T e
_ 1 L &—a +(x—a)2+(x—a)3+(x—a)4+(x—a)5

l—a (1-a)? (1-a)p (1-a)* (QA-a)® (1-—a)

Os polinémios de Mac-Laurin desta funcao, obtidos tomando a = 0, tém uma forma espe-
cialmente simples:

Py(x) =1+ x +2° 4 2° Ps(x)=1+z+2>+25+2* +2°

e a série de Mac-Laurin desta funcao é

Ty(z) =) a".

Substituindo nestas ultimas férmulas = por —z, obtém-se polinémios Q3(x) e Q5(z) que se
pode mostrar serem os polinémios de Mac-Laurin das mesmas ordens para f(x) = 14%9:
Qs(r)=1—x+2°—2° Qs(z)=1—a+2°—2°+2"—2°

Analogamente, substituindo nas mesmas expressoes x por —x?, obtém-se dois polinémios,

de graus 6 e 10, que se verifica serem os polinomios de Mac-Laurin para #:

Re(z) =1 — 2 + 2* — 2F
Riy(x) =1—2* +2* — 2% 4 2% — 2°

Tendo em conta que esta tltima funcdo é a derivada de arctan(x), consideremos os poliné-
mios seguintes.

o
Py 8 2
) =r-m e
3 5 7 9 11

Por derivagao, estes polinémios geram precisamente os polinémios Rg e R1g anteriores; decorre
deste facto que s@o os polinémios de Mac-Laurin para arctan(x) de graus 7 e 11, respecti-
vamente, uma vez que o desenvolvimento em polinémio de Taylor é tinico. Um raciocinio
semelhante permitiria concluir que a série de Mac-Laurin da fungao arctan(x) é

x2n+1

()= 3 (~1)"

2n+1"

3.3.2 Formula de erro

Ao aproximar valores de f(x) por valores do seu polinémio de Taylor de ordem n, P,(z),
estamos a cometer um erro, chamado erro de aprorimacao. Designando o valor deste erro por
ro(x) = f(x)—P,(z), o resto de ordem n de f, fixando o ponto a, é importante conseguir estiméa-
-lo ou pelo menos majora-lo por forma a poder aplicar as aproximagcoes obtidas. Observe-se
que este resto nao é mais do que o resto da série de Taylor de f nesse mesmo ponto.
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A demonstragao rigorosa das varias férmulas de erro existentes para a aproximagao por
polinémio de Taylor podera ser encontrada em qualquer livro de referéncia. Uma das férmulas
mais uteis é a chamada formula do resto de Lagrange:

(x —a)"™!

CES] Fr(z)

Tn(z) =

para algum ponto z entre x e a.

(Observe-se que esta férmula de erro difere do termo seguinte do polinémio de Taylor de f
apenas no ponto em que a derivada de ordem n + 1 é avaliada.)

Esta férmula é de grande interesse pratico. Na generalidade dos casos, a derivada f(*+1 é
uma funcao continua, pelo que o seu médulo terd maximo M no intervalo entre x e a. Entao,

ter-se-a

M|z — a|**!

o)) < 22l
(n+1)!

Assim, por exemplo, no caso das fungoes trigonométricas sin(zx) e cos(z), cujas derivadas
tomam sempre valores entre —1 e 1, ter-se-&4 sempre

|ZL‘ _ a|n+1

rn ()] < CE

que tende para 0 a medida que n — +o00 para qualquer valor de x; assim, os polinémios de
Taylor permitem obter aproximagoes tao precisas quanto o desejado de sin(z) e cos(z).

Exercicio 35. Para cada um dos polinémios de Taylor e Mac-Laurin obtidos nos exercicios
desta secgao, indique uma estimativa do erro da aproximacao cometido ao substitui-los aos
valores da funcao que aproximam.

Uma das aplicagoes principais do desenvolvimento de fungoes em série de Taylor é precisa-
mente a obtencao de aproximagcoes de valores de fungoes que nao sao facilmente calculaveis,
como fungoes trigonométricas, exponenciais e logaritmicas. Nos exemplos anteriores, cal-
culdmos polinémios de Taylor para e”, sin(z) e log(z), entre outros; escolhendo adequadamente
o ponto a, podemos obter expressoes que s6 envolvem niimeros inteiros e operacoes aritméticas
elementares — somas, produtos e divisoes.

Avaliagao de poténcias de e. Comecemos pela fungao exponencial f(z) = e*. Conforme
visto atrds, o seu polinomio de Mac-Laurin de grau n é

2 3 4 2
Pal) =14a+p+ o+ p+e+
e a diferenga ¢* — P, (x) tem o valor
xn—i—l ;
)=

para algum z entre 0 e . Uma vez que a funcao exponencial é estritamente crescente, se x for

positivo o seu maximo naquele intervalo é e”, enquanto que se z for negativo o seu maximo é
0

e’ =1.
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Observando que e = e! = f(1) e substituindo este valor em P,(z), conclui-se que

~1a1 1 1 1
e~ 1+ +§+§+I+"'+m,
uma vez que 1¥ = 1 para qualquer k. Tendo em conta que e < 3, o médulo do erro desta
aproximacao ¢ majorado por

3
(n+1)!"
Esta observacao permite-nos calcular o valor de e com a precisao desejada duma forma

muito simples. Suponhamos que queremos calcular e com cinco casas decimais; por outras
palavras, queremos ter |r,| < 1075. Pela majoracao anterior, tem-se

3
m§10755<n+1)'23><105,

para o que basta tomar n = 8 (uma vez que 9! = 362880).
Entao tem-se

11 1 1 1 1 1

ezl"‘l‘f‘a‘i‘g—f‘a—f‘a—f‘a‘i‘ﬁ‘i‘g
RS S L B S 1
Sttt st 2 T 120 T 720 T 5040 T 20320

=1+1+0.5+0.166666. ..+ 0.0416666 . ..+ 0.0083333 ... 4+ 0.001388888 . .. +
-+ 0.0001984126 . .. + 0.0000248015. ..
= 2.718278 . ..

que arredondado a cinco casas decimais da 2.71828. E de salientar que as operagoes envolvidas
podem ser realizadas numa maquina de calcular de quatro operagoes.
Para calcular % = ¢~ ! podemos recorrer ao mesmo polinémio, observando agora que o erro
1

¢ majorado por Gy bor se ter um valor negativo no argumento da exponencial. Para obter

novamente cinco casas decimais de precisao € suficiente de tomar n satisfazendo
1
(n+1)!
donde se obtém novamente n > 8.
Obtemos agora:
1 1 1 1 1 1 1

<107°=m+1)!>1x10°,

crl-l4——— - — 4 — — — 4 —
¢ TR T TR T I

. H} 1+1 1+1 1 N 1
N 2 6 24 120 720 5040 = 40320

=1—-140.5—0.166666 ...+ 0.0416666 ... — 0.0083333 ... 4+ 0.001388888. .. —
— 0.0001984126. .. + 0.0000248015 . ..

= 0.36788...

que corresponde de facto a uma aproximacao de % com cinco casas decimais de precisao.
Uma vez que na férmula do erro intervém um termo em z"*!', é claro que o erro serd
tanto menor quando mais préximo x estiver de 0 (embora o erro tenda para 0 & medida que n
aumenta, para qualquer valor de z). Por exemplo, se quisermos calcular %! = e%, teremos
2 x 0.17+! B 2
(n+1)! 10 (n+ 1)

Tn >
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usando a relacao ! < 2. Assim, com o mesmo polinémio de grau 8 o erro seré inferior a ﬁ,
donde tera pelo menos 14 casas decimais correctas.
o1 0.12 0.1* o0.1* 01° 0.1% 017 0.18
TR TR R TR TRT
1 1 1 1 1 1 1 1 1
= 7107200 T 6000 240000 120 x 10° | 720 x 10° 5040 x 107 | 20320 x 10°
= 1.10517091807564 . . .

Em contrapartida, os mesmos oito termos usados para calcular e? darao uma aproximacao
com apenas duas casas decimais de precisao, ja que neste caso o erro é majorado por

< 9 x 2n+1
=)

tendo em conta que e? < 10.

Exercicio 36. Obtenha uma aproximagao das seguintes constantes com um erro inferior
ao indicado. Para cada alinea, comece por escolher a funcao a desenvolver em polinémio de
Taylor e o ponto em torno do qual efectuar o desenvolvimento; use a estimativa do erro para
determinar o grau do polinémio.

(a) €2 com erro inferior a 107° (b) /€ com erro inferior a 10~*

Valores de funcoes trigonométricas. O caso das fungoes trigonométricas é ainda mais
interessante. Comecemos por recordar a expressao dos polindmios de Mac-Laurin de sin(x) e
cos(x).

) x> xd al
sm(x)zm—y—l—g—ﬁ—i—
22 xt af
cos(x)%l—g 1—54—
O erro associado ao polinémio de grau n, como ja foi observado, ¢ inferior a (“ZRTT)!, uma vez
que a derivada de qualquer ordem de qualquer destas fungoes tem sempre um valor em maédulo
menor que 1. Em particular, para |z| < 1, o erro é inferior a ﬁ, pelo que para aqueles

valores de x os polinémios de Mac-Laurin se aproximam rapidamente do valor das funcoes
correspondentes.

Usando relagoes trigonométricas elementares, estas observagoes permitem-nos calcular o
valor do seno e do coseno de qualquer angulo. A técnica é sempre a mesma.

1. Transformar o argumento num valor positivo usando a paridade destas duas funcoes:
sin(—z) = —sin(x) e cos(—x) = cos(x).

2. Reduzir o argumento a um valor entre 0 e 27, usando a periocidade das fungoes seno e
coseno (sin(x + 2m) = sin(x) e cos(x + 27) = cos(x)).

3. Reduzir o argumento a um valor entre 0 e 7 usando as relagdes sin(x + 7) = —sin(z) e
cos(x + ) = — cos(z).
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4. Reduzir o argumento ao primeiro quadrante, ou seja, a um valor entre 0 e 7, usando as
relagdes sin(z) = sin(r — x) e cos(z) = — cos(m — z).

5. Reduzir o argumento a um valor entre 0 e §, usando as relagoes sin(x) = cos (% — :U) e
cos(z) =sin (¥ — z).

6. Calcular o valor obtido recorrendo ao polinémio de Mac-Laurin correspondente.

Observe-se que 7 < 1, pelo que no tltimo passo podemos usar a majoragao simplificada do
erro obtida acima; contudo, se z estiver muito préximo de 0, a férmula geral permite-nos usar
polinémios de grau muito menor.

E também de salientar que em geral nem todos os passos acima indicados sao necessarios.
Vejamos alguns exemplos.

Para calcular sin (27 + 0.1), comec¢amos por reduzir o argumento a um valor entre 0 e 27,
recorrendo a igualdade sin(27 + 0.1) = sin(0.1). O novo argumento é ja um valor entre 0 e 7,
pelo que podemos usar directamente o polinémio de Mac-Laurin para sin(x) para aproximar
este valor.

Tendo em conta que neste caso o erro é majorado por (=L podemos obter sete casas
decimais de precisao usando um polinémio de grau 5. Entao:

0.1n+1

in(0.1) ~ 0.1 0.13 i 0.1° 1 1 n 1
sin(0.1) =01l — —+ —/— = — —
3! 5! 10 6000 ~ 12000000

= 0.099833416 . ...

e na realidade a aproximacao obtida tem nove casas correctas (recorde-se que a férmula do
erro dd um limite superior para este).

Suponhamos agora que queriamos calcular sin (%’r - 0.03), comecariamos por reduzir o
argumento a um valor entre 0 e 2w, o que pode ser conseguido subtraindo 27 ao argumento,
resultando 37” —0.03. Este valor é maior que 7, pelo que aplicamos o segundo passo e concluimos
que sin (37“ — 0.03) = —sin (g — 0.03). Finalmente, para obter um argumento no intervalo
desejado, usamos a ultima relagdo para transformar a expressao obtida em cos(0.03).

Neste caso, observando que 0.03 < 0.1, o erro é majorado mais uma vez por %7 pelo que
o polinémio de Mac-Laurin de grau 5 dar-nos-a4 novamente pelo menos sete casas de precisao.

Obtém-se entao

0.032  0.03* B 9 81

03)~1-— — =1-
cos(0.03) o Tl 20000 2400000000
— 0.9995500375

que apenas difere do valor exacto de cos(0.03) a partir da 9* casa decimal.

Exercicio 37. Obtenha uma aproximacao das seguintes constantes com um erro inferior
ao indicado. Para cada alinea, comece por escolher a funcao a desenvolver em polinémio de
Taylor e o ponto em torno do qual efectuar o desenvolvimento; use a estimativa do erro para
determinar o grau do polinémio.

(a) sin(0.2) com erro inferior a 1075 (b) cos(m — 0.3) com erro inferior a 1076
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Aproximacgoes de w. O ultimo exemplo desta seccao mostra como o polinémio de Taylor
para arctan(z) pode ser utilizado para obter uma aproximacao de § e, portanto, de 7. Vimos
anteriormente que o polinémio de Mac-Laurin desta funcao, para um grau n arbitrario, tem a

expressao

x3 xd x’ n-1 X"

Ple)=w— 2 2 s
() =1 3+5 7—|— +(—1) 2

No caso particular = 1, observando que arctan(1l) = 7, temos

™ 1 1 1 n—1

4_1 stz—ot +(—1)>2

Uma vez que nao obtivemos este desenvolvimento directamente a partir do calculo das

derivadas de arctan(x), é mais dificil estimar o erro associado a esta aproximagdo no caso

geral. Porém, neste caso particular podemos observar que a soma dos primeiros n termos vai

convergindo alternadamente para o valor de 7, pelo que o valor absoluto do erro é majorado
pelo termo seguinte a somar:

1
" <
rala)| <

para n fmpar.

Este desenvolvimento nao é especialmente interessante como formula de calculo de w, uma
vez que o erro sO muito lentamente converge para 0; porém, apresenta-se a titulo de exemplo de
como se podem calcular estas constantes usando o polinémio de Taylor e a funcao adequada.

Claramente, a mesma técnica pode ser aplicada para quaisquer outras funcoes.

Exercicio 38. Obtenha uma aproximacao das seguintes constantes com um erro inferior
ao indicado. Para cada alinea, comece por escolher a funcao a desenvolver em polinémio de
Taylor e o ponto em torno do qual efectuar o desenvolvimento; use a estimativa do erro para
determinar o grau do polinémio.

(a) 1.1% com erro inferior a 10~* (b) 1og(0.9) com erro inferior a 1077

3.3.3 Determinacao de coeficientes de polinémios

Um outro caso particular com interesse é aquele em que a funcao a aproximar é ela propria
um polinémio. Vejamos um exemplo antes de estudar o caso geral.
Considere-se p(z) = (x — 1)*. Calculando as derivadas de p obtém-se

2(x — 1) p"(z) =24(x — 1)

P'(z)
pW () =

e todas as derivadas de ordem superior a 5* sao igualmente nulas.
Tomando por exemplo a = 0, tem-se

4(x —1)3 p(z) =1
24 PO (x) =0

Py(z) =1 Pi(x)=1-4x Py(z) =1 — 4x + 62°
Py(z) =1 — 4o + 62° —42® Py(x) =1 — 4o + 62 — 42° + 2* P,(z) = Py(z) para n > 4.
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Este resultado é precisamente o que se obteria expandindo a expressao de p (fazendo as
contas ou aplicando por exemplo a férmula do binémio de Newton). Tal facto pode parecer
inesperado; porém, basta observar que, de acordo com a secgao anterior, o erro r,(z), para
n > 4, é necessariamente 0, pois a derivada de ordem n + 1 de p é 0.

Por outro lado, se fizermos a = 1, todas as derivadas de p se anulam excepto p'¥, obtendo-se

0 paran < 3
(r —1)* paran >4

o que de novo nao deve ser surpreendente, tendo em conta as observagoes atras.

O exemplo anterior pode-nos levar a pensar que nao ha qualquer interesse em aplicar a
férmula de Taylor a polinémios. Ha, porém, varias vantagens em fazé-lo, como a seguir se
discute.

Pensemos no caso geral, em que p(x) é um polinémio de grau n. Tendo em conta que
a derivada dum polinémio é um polinémio de grau uma unidade inferior, concluimos que
p*)(x) = 0 para qualquer k > n, pelo que, de acordo com a férmula do erro, P,(x) = p(z) (tal
como Py(x) = p(x) para qualquer k > n).

Isto significa entao que se tem

p//(a>
2!

p(z) = pla) +p'(a)(z —a) + (x—a)’+--+ (z —a)"

para qualquer ponto a. Em particular, o polinémio de Mac-Laurin de ordem n associado a p é

p(QJ) = p(O) +p/(0)x + @x2 4+ e+ p(n:L!(O)xn .

Uma vez que os coeficientes das poténcias de x sao tinicos para cada polinomio, isto permite-
nos concluir que, para cada k entre 0 e n, o coeficiente de z* ¢

p™(0)
!

Para ver o interesse desta formula, considere-se o polinémio

q(z) = (x —1)° + 3(2* + 32 +2)* — Tx.

Se quisermos calcular o coeficiente de z® deste polinémio, comecamos por calcular a sua
derivada de ordem 3.

¢ (x) =6(x —1)°+6(2z +3)(z* +32+2) -7
¢"(z) = 30(z — 1)* + 12(2* + 3z + 2) + 6(22 + 3)°
q" (z) = 120(z — 1)® + 12(22 + 3) + 24(2z + 3)

Fazendo = = 0 na ﬁltima expresséo, obtemos ¢”'(0) = —120 4+ 36 + 72 = —12, donde o
coeficiente de 2 em q(z) ¢ 52 = —2.
Se quiséssemos expandir ¢, bastaria calcular as restantes derivadas:

¢ (z) = 360(x — 1)> + 24 + 48
¢ (x) = 720(2 - 1)
¢'9 (z) =720
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e, sabendo que ¢(x) coincide com o seu polinémio de Mac-Laurin, obter-se-ia

30424454 , —120+36+72 ,
5 x° 4+ G x°+

L B60E 20448 720 T2

24 T a0 T Tt

glz) = (1+12—=0)+ (-6 +36 — 7)x +

que, simplificando, se reduz a
q(z) = 13 4 232 + 542 — 22° 4 182* — 62° 4 2°.

Este resultado poderia ter sido obtido directamente por expansao da expressao anterior para
q(z), exigindo porém célculos muito mais trabalhosos. Se nao estivermos interessados na
expansao completa, mas apenas nalguns coeficientes particulares, as vantagens deste método
sao ainda mais 6bvias.

Exercicio 39. Para cada uma das alineas seguintes, calcule o coeficiente de ™ no polinémio
indicado.

(a) p(z) =3(z—2)", n=2 (c) r(z) =Bz —2)P°,n=3

(b) qz)=(x+1)*, n=3 (d) pla) =(z—1)°+ (22 -3)%, n=1

3.4 Estudo de funcoes

Vamos agora ver como o estudo das derivadas duma funcao nos permite obter informacao
extremamente 1til nao apenas para resolver problemas de determinacao de méaximos e minimos
— conhecidos como problemas de optimizagao, extremamente importantes nas aplicacoes da
Anélise Matematica — mas também para construir graficos de fun¢des muito mais complexas
do que aquelas que temos vindo a considerar.

3.4.1 Extremos e monotonia

Da definicao de derivada duma func¢ao num ponto como limite da taxa de variacao, podemos
tirar conclusoes sobre o comportamento da fungao nesse ponto a partir do seu valor.
Suponhamos que f’(a) = b > 0. Expandindo a definigdo de derivada, isto significa que

i 1@~ (@)

r—a €T —aQ

>0

donde, numa vizinhanca do ponto a, o sinal da diferenga (f(x) — f(a)) é igual ao sinal de
(x — a). Isto significa que o valor da funcao a direita de a é superior ao valor de f(a) e que
o seu valor a esquerda de a é inferior ao valor de f(a): a fungao é crescente no ponto a. Em
termos graficos, a definicao de derivada como declive da recta tangente ao grafico confirma
esta conclusao: se a fungao é localmente aproximada por uma recta de declive positivo, entao
é natural que ela seja crescente.
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Um raciocinio andlogo permite estabelecer que, se o valor de f’(a) for negativo, entao a
fungao é decrescente no ponto a. A andlise do sinal de f’ é entdo uma ferramenta extremamente
util no estudo do comportamento da funcao f.

Em particular, num ponto em que f atinja um extremo relativo (maximo ou minimo local)
a sua derivada f’, se estiver definida, tem de se anular: nao pode ser negativa porque a funcao
nao é decrescente, nem positiva porque a funcao nao é crescente.

Definigao. O ponto a diz-se um ponto critico duma funcao f se f'(a) = 0.

Proposicao. Se a fungao f é diferenciavel em a e f(a) é um extremo local (maximo ou minimo)
de f, entao a é um ponto critico de f.

Este resultado tem profundas implicacoes praticas, ja que permite determinar com muito
mais facilidade méximos e minimos de funcoes diferenciaveis: em vez de termos de analisar
todo o seu dominio, podemos concentrar-nos nos pontos em que a sua derivada se anula. Em
muitos casos, ¢ simples determinar se estes sao maximos ou minimos — ou se sao pontos em
que a funcao é crescente ou decrescente mas a sua derivada anula-se. Note-se, contudo, que é
preciso ter atencao aos pontos em que a funcao nao é diferenciavel: a funcao moédulo tem um
minimo absoluto para x = 0, mas a sua derivada nunca se anula.

Problema. Um agricultor pretende cercar uma parcela rectangular de 50 m? dum terreno que
faz fronteira com um ribeiro. Quais as dimensoes que o terreno deve ter por forma a minimizar
a quantidade de material necessaria para a cerca?

Resolugao. Um terreno rectangular de lados = e y tem uma 4rea de xy m?. Uma vez que a
area total a cercar deve ser de 50 m?, queremos ter zy = 50, ou y = %.

Ja a quantidade de cerca a utilizar depende da soma dos trés lados do terreno que nao
confinam com o rio. Supondo que y é o comprimento do lado paralelo ao rio, temos que a

quantidade de cerca é de 2x + y, conforme se vé na Figura 3.6.

Figura 3.6: O terreno a cercar.

Entao a expressao que nos da a quantidade de material a usar a partir do lado x do terreno
éQx)=20+y =2+ Z—O e queremos determinar o valor de x para o qual esta quantidade
¢ minima. Vamos resolver isto derivando esta expressao e procurando os pontos em que essa
derivada se anula.

/
Q'(x) =0« 2x+@ :0@2—2:0
T T
2

= =20t =50<=2? =25 <= 1 =+5
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Uma vez que estamos a tratar de terrenos, o valor de x tem de ser positivo, pelo que a
solugdo x = —5 nao faz sentido. Para x = 5, obtemos uma quantidade Q(5) = 20 m de cerca.
Uma vez que este é o Unico extremo relativo da funcao (), podemos comprovar que se trata
dum minimo (e ndo dum méximo) calculando outro valor qualquer de @ e verificando que é
superior a 20.

Problema. Um navio deve efectuar uma viagem de 1300 milhas. As despesas de viagem sao
calculadas da seguinte forma:

- a despesa com a tripulacao é de €125 por hora;

- a despesa com o combustivel é fun¢ao da velocidade v no navio (em néds) e dada por

3
v
d = 1555 euros por hora.

Qual a velocidade a que o navio deve seguir por forma a que a despesa seja minima?

Resolucao. Para poder resolver este problema, temos de exprimir a despesa total D da viagem
(em euros) em fungao da sua velocidade v (em horas).

Sendo a velocidade expressa em nés, que equivalem a milhas por hora, a duracao total da
viagem sera de @ horas. Assim, a parte correspondente as despesas com a tripulacao sera
de 125 x %ﬂ euros. Somando a despesa com o combustivel, obtemos

162,500 0

D .
() v T 1000

Uma vez que esta funcao s6 faz sentido para v > 0 e é diferencidvel em |0, +oo[, os seus
extremos ou sao pontos criticos de D ou sao o ponto 0. Derivando D, obtemos

162.500  3v?
D'(v) = —
(v) 2 1000
e os pontos criticos de D ocorrem quando
162.500  3v?
D'(v) =0<+= — =0
(v) 2 1000
vt
<= —162.500 =0
* 1000
4 162.500.000
— " = — 3

1162.500.
V=4 wzm%.

Uma vez que D(v) — +oo quando v — 0 e quando v — 400, este ponto critico corresponde a
um minimo de D. Logo a velocidade éptima do navio é de cerca de 15 nés.

Exercicio 40. Pretende-se delimitar uma parcela rectangular de terreno que deve ter area
igual a 600 m? colocando uma rede a toda a volta e ainda paralelamente ao lado menor, por
forma a dividir o terreno ao meio.

Determine as medidas dos lados do rectangulo por forma a que a quantidade de rede a
utilizar seja minima.
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Exercicio 41. Pretende-se construir um recipiente prismatico de seccao quadrada, com
tampa, cuja capacidade seja de 2.5 m3. Sabendo que o material para fazer o fundo custa €2,
o da tampa €3 e o da parte lateral €1, determine as dimensoes que o recipiente deve ter para
que a despesa seja minima.

Exercicio 42. Determine os pontos criticos das seguintes funcoes. Quais deles sao extremos
relativos?

(a) flz)=2"—x (b) flz)=e™ (¢) g(2) = 23 (d) fz) = v1—a?

Do ponto de vista da Analise Matematica, o nosso interesse é estudar fungoes independen-
temente do problema que lhes deu origem. Assim, vamos concentrar-nos na determinacao de
maximos e minimos de funcoes, abstraindo do contexto em que elas surgem.

Exemplo. No estudo que fizemos das parabolas, vimos que tinham um extremo absoluto sobre
o seu eixo de simetria. Sendo f um polinémio de segundo grau, f(z) = Ax?+ Bx+C, podemos
agora verificar esta afirmacao formalmente: a derivada de f tem a expressao

f'(z) = (A2* + Bx + C) = 24z + B,

que se anula precisamente quando x = —%.

Um caso mais interessante, que podemos agora estudar completamente, diz respeito aos
polinémios de terceiro grau. Vimos que a fungao f(z) = 2 era estritamente crescente em
todo o seu dominio; porém, a forma geral do grafico de polinémios de terceiro grau (também
chamadas fungoes cibicas) é a de um “S” deitado, com um méximo relativo e um minimo
relativo.

Consideremos por exemplo a funcao g definida por g(r) = 23 — 3z + 4. Se calcularmos a
sua derivada, obtemos

g (z) = 32> 3.

Os zeros desta fungao ocorrem quando
J(2)=0+=32-3=0<=2'=1<= =21,

donde os pontos criticos de g sao x = +1.

Uma vez que ¢’ é uma fungao de segundo grau, sabemos ja que o seu gréafico é uma pardbola
com a concavidade virada para cima. Entdo ¢’ é positiva (e g é crescente) nos intervalos
|—o0, —1[ e ]1,400[; e ¢’ é negativa (e g é decrescente) no intervalo |—1,1[. Uma vez que g
é crescente a esquerda de —1 e decrescente a direita, este ponto é um méximo relativo; ja a
esquerda de 1 a funcao g é decrescente, crescendo a direita deste ponto, que é portanto um
minimo relativo.

E habitual sintetizar esta informagao numa tabela como a seguinte.

—00 +00
-1 1

Y0 =] 0 [+
g(z) | /| max | \(| min | /
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Podemos inserir de imediato esta informagao no grafico que estamos a construir, tendo
apenas de calcular g(—1) = (—=1)3 =3 x (=1)+4=6e g(1) =13 =3 x 1 + 4 = 2. Obtemos o
resultado ilustrado na Figura 3.7 (a).

Juntando a esta informagao os limites de g quando z — 400 e o valor g(0) = 4, podemos
construir facilmente o seu grafico, que se apresenta na Figura 3.7 (b).

f\ y g(x)=x3-3x+4
6 AR
4__
2 ol N B S ,
1 | X X
2 - 1 2 2 - 1 2
24 24

Figura 3.7: Grafico de g(z) = 2 — 3z + 4.

Exercicio 43. Usando a técnica descrita acima, construa os graficos das seguintes fungoes
cubicas.

(a) h(z)=—2*+ 122 — 6 (b) g(x) = —223 + 322 (c) f(z) =22 —62*+3x—1

Qual é o problema que se coloca ao recorrer a este método para construir o grafico de
g(z) = 23 + 32 + 27

3.4.2 Pontos de inflexao e concavidade

A analise que fizemos do significado grafico da primeira derivada pode ser estendida a segunda
derivada. Se pensarmos numa funcao f que seja duas vezes diferencidvel, sabemos que f” é a
derivada de f’. Entao, se f” for positiva, f’ é crescente; se f” for negativa, f’ é decrescente; e
se f’ tiver um extremo relativo, entao f” anula-se.

O que ¢ que significa dizer que a derivada de f é crescente num ponto a? Uma vez que f'(a)
é a taxa de crescimento instantaneo de f no ponto a, se f”(a) > 0 estamos a dizer que esta
taxa estd a aumentar no ponto a; ou seja, a funcao f esta a crescer mais rapidamente a direita
de a do que a esquerda. Comparando com a tangente ao grafico no ponto a, que é uma recta
de declive f’(a), um pouco de reflexdo mostra que o grafico de f estd acima dessa recta numa
vizinhanga de a. Da mesma forma, se f”(a) < 0, entdo o grafico de f estd abaixo da recta que
lhe é tangente nesse ponto.

Definicao. Diz-se que uma curva tem a concavidade virada para cima num ponto P quando
essa curva estd acima da recta que lhe é tangente em P numa vizinhanga desse ponto.
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Diz-se que uma curva tem a concavidade virada para baixo num ponto P quando essa curva
esta abaixo da recta que lhe é tangente em P numa vizinhanca desse ponto.

Um ponto P diz-se um ponto de inflexao duma curva se a concavidade da curva nos pontos
a direita de P tem um sentido diferente da concavidade dessa curva nos pontos a esquerda

de P.

Num ponto de inflexao, a recta tangente a curva intersecta a curva — o que é um pouco
contraditério com o conceito intuitivo de tangente, mas é de facto o significado geométrico
correcto. Pode-se demonstrar formalmente que os pontos criticos duma funcao que nao sao
extremos relativos sao precisamente os ponto de inflexao do grafico dessa funcao: é o que se
passa, por exemplo, com f(z) = 23 no ponto 0.

A anadlise da segunda derivada pode facilitar muito a classificacao dos pontos criticos. Num
ponto critico, a recta tangente ao grafico da funcao é horizontal; se a segunda derivada da
funcao for positiva, o grafico da funcao estd acima desta recta, logo o ponto critico é um
minimo (Figura 3.8 (a)); se a segunda derivada da func@o for negativa, entdo o gréafico da
funcao esta abaixo desta recta e o ponto critico é um maximo (Figura 3.8 (b)).

y f(x) tangente

f
tangente y=fx)

Figura 3.8: Pontos criticos duma fungao, sendo a segunda derivada positiva (a) ou negativa (b).

Para além disso, a andlise da segunda derivada tem interesse proprio para a construgao do
grifico duma fungao. Vamos tomar para exemplo a funcgao ¢ definida por g(x) = 23 + 3z + 2,
cujo grafico vimos no exercicio acima nao ser facil de construir s6 por analise da primeira
derivada.

Os pontos criticos de g sao dados por

J2)=0+=3*+3=0<= 2> = -1,

condicao que é impossivel. Esta funcao nao tem portanto extremos relativos — a sua derivada
é sempre positiva, logo trata-se duma funcao crescente em R.
Em contrapartida, a segunda derivada de g ¢é

g"(z) =62,

que se anula para z = 0. Para valores negativos de z, ¢”(z) é negativa, enquanto que para
valores positivos de x, ¢”(x) é positiva. Entao o gréfico de g tem a concavidade virada para
baixo a esquerda da origem e virada para cima a direita da origem, sendo o ponto de abcissa 0
um ponto de inflexao.

Tal como atras, é habitual representar esta informagao numa tabela — neste caso, uma
tabela muito simples. A sigla “p.i.” designa um ponto de inflexao.

0
gx) | + | + | +
0

g(z) | /N|pi| /U
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Tendo em conta que lim,_,1 g(z) = £oo, que ¢g(0) = 2 e que ¢'(2) = 15, podemos esbogar
(ainda que de forma pouco precisa) o grafico de g, conforme ilustrado na Figura 3.9.

yx

—
N 4
1
N
1
—

Figura 3.9: Gréfico de g(x) = 23 + 3x + 2.

Exercicio 44. Calcule a segunda derivada das seguintes funcoes e indique quais os seus
pontos de inflexao e o sentido da sua concavidade.

(a) f(z) =2 —x (b) flaz)=e (¢) g(z) = 455 (d) f(z) = v1—a?

3.4.3 Construcao do grafico de funcoes

Neste momento dispomos de todas as técnicas necessarias para fazer o estudo completo de
funcoes transcendentes elementares. Nesta secgao, vamos ilustrar detalhadamente o proce-
dimento a seguir, utilizando toda a informacao que podemos obter recorrendo ao cédlculo de
limites e derivadas.

Por norma, o estudo duma funcao inclui os seguintes passos.

1. Determinagao do dominio.

Estudo da continuidade.

Determinacao das assimptotas.

Calculo da primeira derivada e analise de extremos e intervalos de monotonia.

Célculo da segunda derivada e analise do sentido da concavidade e pontos de inflexao.

& v N

Determinacao do contra-dominio.

7. Esbogo do grafico.

Para o esboco do gréafico, é normalmente 1til determinar os pontos de interseccao com os
eixos coordenados, ou seja, calcular o valor da fungao no ponto 0 e determinar as suas raizes.
Consoante o tipo de funcgao, alguns destes pontos podem nao ser necessarios se a informacao
que fornecem for redundante.
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Estudo de f(z) = 2% — 622 + 4

Dominio e continuidade. Trata-se duma funcao polinomial, pelo que sabemos imediata-
mente que o seu dominio é R e que f é continua em todos os pontos da recta real.

Assimptotas. Uma vez que f é continua em R, o seu grafico nao pode ter assimptotas
verticais. Pode, contudo ter assimptotas obliquas, pelo que vamos calcular os limites de @
quando x — +oo.

(7) zt — 627 + 4

hm _— = hm _— = hm x3—6x+—:ioo
r—too r—+o0o €T r—+o00 xT

Assim, o grafico de f nao tem assimptotas obliquas.

Monotonia e extremos. A primeira derivada de f é f'(z) = 423 — 12z.
Para determinar os zeros desta expressao, vamos factoriza-la.
flz) =042 — 120 =0<= 2 =00uds’—-12=0
—zrz=00ua’=3<=z=00uz=—3ouz=+3
Entao f tem trés pontos criticos. Para estudar o sinal de f’, recordemos que, sendo um

polinémio de grau 3 com trés raizes, vai trocar de sinal a cada raiz. Como lim,_,_, f'(z) = —o0,
podemos construir a seguinte tabela.

—00 +00
—V3 0 V3
F@ =] 0 [+] 0 | =] 0 |+
f(z) | \(| min | 7| max | \ | min | ~

Os extremos relativos de f sao entao

F(-v3)=-5  fo=4 (V3)=-5.

2__
T X
3 2 4 | 1 12 s
N CA— R — oL

Figura 3.10: Marcacao dos extremos de f.
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Concavidades e inflexoes. A segunda derivada de f é
f(z) = 122% — 12,
Para determinar os zeros desta expressao, novamente factorizar esta expressao.

') =0<= 122" -12=0<«=2"=1l<=z=1ouzx = -1

Uma vez que f” é um polinémio de segundo grau com coeficiente positivo no termo em 2,

sabemos que ¢ uma funcao negativa entre as suas raizes e positiva fora do intervalo entre elas.
Para juntar estes resultados com os anteriores, convém observar que 1 < v/3, pelo que cada
um destes valores estd entre dois zeros de f'.

— 00 +00
—/3 ~1 0 1 V3
fl(x) | — 0 + | + | + 0 - | =] = 0

] + | + [+ 0] = — o+ |+ | +
flz) [N\U|min | AU |pi | 2N|max | \(N|pi |\ U |[min | /U

Nos pontos de inflexao, a funcao f toma o valor f(—1) = f(1) = —1.
i
21
T X
3 2 }/ _______ 1 \1\ 2 3
N N

Figura 3.11: Marcacao dos pontos de inflexao de f.

Contradominio. Uma vez que f tende para +oco quando x — =00, conforme vimos ja
atras, e que tem dois minimos relativos em que toma o valor —5, podemos concluir que o
contradominio desta fungao é o intervalo [—5, +o0].

Esbogo do grafico. Ja vimos acima que f(0) = 4; podemos ainda determinar as solugoes
de f(z) = 0 aplicando a férmula resolvente para a equagao de segundo grau em ordem a z:

x4—6$2+420<:>x2:3j:\/9——4<:>x:j:\/3j:\/5.
Para ter uma ideia da ordem de grandeza destes valores, basta ver que /5 ~ 2.2, e portanto
V3 +Vhe£V3+22~ £V52~ £23
+1/3 - Vb~ £v3—22~ +V0.8~ £0.9;
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com esta informacao é possivel esbocar o grafico de f com um grau razoavel de precisao.
E de todo o interesse a verificacao de que este grafico esta de acordo com toda a informacao
determinada analiticamente nos pontos anteriores.

Figura 3.12: Esboco do grafico de f.

Estudo de g(z) = £

Dominio e continuidade. A fungao g é um quociente de polinémios, pelo que esta definida

e ¢ continua em todos os pontos em que o seu denominador nao se anula. Uma vez que
_ _ 3 . _ 3

2r — 3 =0 <= x = 3, concluimos que D, = R\ {5}

Assimptotas. A funcao g pode ter uma assimptota vertical no ponto que nao pertence ao

seu dominio. Calculando limites laterais, obtemos

r+2 T7/2

Jim o) =l 5 = v
2 7/2

lim g(z) = lim v 2 —00
37 23— 20— 3 0~

donde x = % é uma assimptota vertical do grafico de g. A aproximacao do grafico a assimptota

pela esquerda é na parte inferior desta; a direita é na metade superior.

Da expressao de g sabemos que esta funcao tem limites finitos quando o seu argumento
tende para +00, pelo que o grafico tera uma assimptota horizontal. Para comprovar este facto,
vamos calcular esse limite.

T+ 2 . 1+2

1m = lm 3 =3
r—+o00 21‘ — 3 r—+o0 2 - 2

Entao y = % ¢ uma assimptota horizontal do grafico de g. A aproximagao do grafico a
assimptota é por cima quando x — 400, ja que deste lado o numerador é sempre maior que 1
e o denominador menor que 2; e por baixo quando x — —o0, ja que deste lado o numerador é

sempre menor do que 1 e o denominador maior do que 2.
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Ay L
24
14+
; ''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' i"
B I T
14
o
Figura 3.13: Assimptotas da funcao g.
Monotonia e extremos. A primeira derivada de g é
g,(x)zlx(Q:v—3)—2><(:B—|—2):_ 7
(2z — 3)? (2x — 3)%’

que é uma expressao sempre negativa (o denominador é um quadrado, logo é sempre positivo).
Concluimos assim que g é decrescente em cada um dos intervalos que constituem o seu dominio.
A tabela seguinte sintetiza esta informacao, sendo a sigla n.d. usada para indicar que a funcgao
(ou a sua derivada) nao estd definida naquele ponto.

—00 “+00
3

g(z) | — n.§d. -
g9(@) | N nd [N\

A funcao g nao tem portanto extremos relativos.

Concavidades e inflexoes. A segunda derivada de g é

28

g"(x) = (=7(2x - 3)7?) = 28(2x — 3) 7 = ErEE

que tem o sinal do seu denominador: negativo para x < % e positivo para x > % Podemos
entao completar a tabela anterior com esta informacao.

—00 +00
2
Jg)| — |nd| —
g"(z)| — |nd.| +
g(x) | N\N|{nd | U

Contradominio. No intervalo }—oo, %[, a funcao g decresce continuamente desde % (valor

que nunca é atingido) até —oo; no intervalo }%,+oo[, decresce continuamente desde oo
até % (sem atingir este valor). Entao o contradominio de g inclui todos os reais excepto %:

g(R) =R\ {3}.
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Esboco do grafico. Para podermos esbocar o gréfico de g com mais precisao, podemos
calcular o valor de g(0) = —2 e o ponto em que g(x) = 0, obtido resolvendo a equagao

T+ 2
2r — 3

g(x) =0 <= =0<=r+2=0<=2=-2.

O grafico esta desenhado na figura seguinte.

Figura 3.14: Esboco do grafico de g.

2

Estudo de h(z) = £=5-

Dominio e continuidade. Novamente, trata-se duma funcao racional, pelo que esta definida
e é continua em todos os pontos em que o seu denominador nao se anula. Entao

Dp={z]x+1#0} =R\ {-1}.

Assimptotas. Tal como sucedia com a funcao anterior, a funcao h pode ter uma assimptota
vertical no ponto que nao pertence ao seu dominio. Calculando limites laterais, obtemos

xz—x—l_ 1

lim A(z) = lim —— 2~ ~ _
TS A T
2
xt—x—1 1
lim h(z)= lm —— = —=—x
-1~ (z) z—-1-  x+1 0~
donde x = —1 é uma assimptota vertical do grafico de h. A aproximacao do gréfico a assimptota

pela esquerda é na parte inferior desta; a direita é na metade superior.

A expressao de h indica que esta funcao tem limites infinitos quando o seu argumento tende
para to00, pelo que o grafico nao deverd ter uma assimptota horizontal. Assim, vamos procurar
directamente assimptotas obliquas.

1 1
. h(x ot —r—1 ) 1—=—-=

hm _>: hm —_— = hm :L"—lle
r—+oco I r—otoo 2 +x r—=£o00 1+ >
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Se existir uma assimptota obliqua, ela terd declive 1. Para calcular a sua ordenada na
origem, vamos calcular

) _ »?—r—1 2*+z
-1, -2-1

im im 15”
z—too T+ 1 z—too 1 4 1
T

Entao y = ¢ — 2 é uma assimptota obliqua do gréfico de h. Para determinar a aproximacgao
a assimptota, observe-se que
—2r—1 —2(x+1)+1 _ 9y 1
x+1 r+1 x+1
que é maior que —2 quando x — +00 e menor que —2 quando x — —oo. Entao a aproximagao
do gréafico a assimptota é por cima quando x — 400 e por baixo quando x — —o0.

{ Qo
1 1 i | t ;
-3 -2 -1 1 1
e l
= 1
.

Figura 3.15: Assimptotas do gréafico de h.

Monotonia e extremos. A primeira derivada de h é

) 2z —D(z+1)—1(z*—2—-1) 2*+22
B (z) = = :
(z +1)? (z +1)?
Uma vez que o denominador desta fracgao é sempre positivo, para estudar os zeros e o sinal
de A’ basta analisar o seu numerador. Temos novamente um polinémio de segundo grau com

coeficiente positivo de x?; factorizando-o obtemos

?+2r=0<=r(r+2)=0<=z=00uz=—2

e h' é positiva entre estes dois valores e negativa fora desse intervalo.

—00 400
—2 —1 0
ffle)l+] 0 | —|nd|—| 0 |+
f(x) | A |max |\, |nd. |\, |min | *

Os extremos relativos de h sdo entao

h(-2)=—-5  h(0)=—1.
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"(><

Figura 3.16: Extremos da funcao h.

Concavidades e inflexoes. A segunda derivada de h é

W)= ((2?+22) (z+1)7) = Qe+ 2) (e + 1) =2 (2 +22) (2 +1)7°
2 -3 _ 2
=2+ 1)z +1)7 -2 (2*+22) (x + 1) BCESR

que nunca se anula e tem o sinal de (z+1)3: positiva quando x > —1 e negativa quando x < —1.

—00 +00
-2 -1 0
R(x) | + 0 — |nd.| — 0 +
h'(z)| — — — |nd. | + | + | +
h(z) | /N |{max | \,N|nd |\yU|min | /U

Contradominio. No troco até —1, os valores da funcao crescem até —5 e voltam a diminuir
até —oo, pelo que abrangem o intervalo |—oo, —5]. No trogo a partir de —1, os valores da fungao
decrescem até —1 e depois aumentam sem limite, pelo que abrangem o intervalo [—1, 4+00].
Assim, h(R) = |—o0, —5] U [—1, +o0].

Esboco do grafico. Com toda a informagao adquirida, ja podemos ter uma ideia do aspecto
do gréfico de h, que se apresenta na Figura 3.17.

Estudo duma funcao definida por ramos

Seja f a funcao definida da seguinte forma.

arctan(z) x <0
fz) =< 22 0<z<2

T
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Figura 3.17: Grafico da fungao h.

Dominio e continuidade. Uma vez que os ramos que definem f cobrem toda a recta real,
temos Dy = R. Também sabemos que f é continua nos intervalos |—o0, 0], ]0,2[ e |2, +oo],
ja que é definida pela expressao duma funcao transcendente elementar no interior de cada um
daqueles intervalos.

A forma mais simples de determinar a continuidade de f nos pontos 0 e 2 é calculando
limites laterais.

lim f(z) = lim arctan(z) = arctan(0) = 0

z—0~ z—0~

li = lim 22 =0*=0
g )= g e

lim f(z) = lim 2? =2* =4
T2~ T2~

241 2241
limf(x):limx—'_ _ 2+l

z—21 z—2t xT 2 2

Entao f ¢ continua em 0 (os limites laterais coincidem neste ponto) mas nao em 2 (os
limites laterais nao coincidem neste ponto).

Ay = )
34+
----------------------- gl
2+
1+
X
: : . : : R
2 1 2 3 4
1+

Figura 3.18: Pontos de mudanga de ramo da funcao f.
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Assimptotas. A partida, a funcao f poderia ter assimptotas verticais nos pontos 0 e 2;
porém, ja verificamos que os seus limites laterais sao finitos a direita e a esquerda de cada um
daqueles pontos, pelo que isto nao sucede.

Para determinarmos se o grafico de f tem assimptotas horizontais ou obliquas, vamos
recorrer ao calculo de limites. Intuitivamente, este grafico deve ter uma assimptota horizontal
a esquerda (ja que arctan(x) tem uma assimptota horizontal) e uma assimptota obliqua a
direita (ja que o valor de f(z) se aproxima de x quando z — 400). Verifiquemos estes factos.

lim f(z) = lim arctan(x) = .
T——00 T——00 2
241 1
TRACH R <1+—2)=
T—=+00 I rT—+00 T T—+00 x
2 2
»+1 = 1
Jip 00— = i () =
Assim, a recta y = —F é assimptota horizontal do gréfico de f quando r — —oo, com

aproximacao por cima (ja que arctan(z) > —7 para qualquer valor de ), enquanto a recta
y = x é assimptota obliqua a direita, com aproximagao também por cima (ja que i é positivo
quando x — 400).

Ay ) A
_______________________ O/
24
1+
X
: : ® : | : -
-2 -1 1 2 3 4
14+

Figura 3.19: Assimptotas da fungao f.

Monotonia e extremos. A primeira derivada de f é a seguinte funcao.

ﬁ x <0
flx)=42r O0<x<?2
xigl x> 2

No ponto 2, a funcao nao é continua, logo nao é diferenciavel. Ja no ponto 0, temos que

£(0) = tim f'(z) = lim —— —1

x—0~ r—0~ 1 + 1'2
f(0) = lim f'(z) = lim 22 =0
z—0t z—0~
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donde a funcao também nao é diferenciavel neste ponto. Esta funcao nao tem pontos criticos,
ja que as expressoes da sua derivada sao sempre positivas dentro dos intervalos em que estao
definidas; no ponto 0 ela é continua, logo também nao tem extremos. Ja no ponto 2 o valor
da funcao passa de valores que tendem para 4 (a esquerda) para g (no ponto 2), continuando

depois a crescer (a direita); entdao o ponto 2 é um méaximo relativo de f.

—00 +00
0 2
flz)| + |nd | + | nd. | +
@ [/ |/ max |/

Concavidades e inflexoes. A segunda derivada de f é

2x

e <0
ff(x)y =12 0<z<?2
2 x> 2

xT

nao estando definida nos pontos 0 e 2, onde f’ jA ndo estava definida. Esta funcao é agora
negativa para r < 0 (a sua expressdo é uma fracgdo com numerador negativo e denominador
positivo) e positiva para « > 0. Assim, f tem concavidade virada para baixo quando x < 0 e
para cima quando z > 0, donde o ponto 0 é um ponto de inflexao.

—00 +00
0 2
fl(x)| + |nd.| + |nd | +
f"(z)| — |nd. | + |nd | +
flz) | /~n|pi | AU|max | /U

Contradominio. No intervalo |—o00,2[, a funcdo cresce continuamente de —% até 4, sem
atingir nenhum destes valores. Entre 2 e 400, cresce de 3 até +oc0. Entdo f(R) = |—Z, +oo].

Esboco do grafico. Vamos juntar toda esta informacao esbocando o grafico de f.

Figura 3.20: Grafico da funcao f.
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r—1

Estudo de g(z) = <

Dominio e continuidade. Esta funcao é um quociente duma exponencial por um polinémio,
logo esta definida e é continua em todos os pontos em que o polinémio nao se anule. Temos
portanto que Dy = R\ {—1}.

Assimptotas. No ponto —1, o grafico de g pode ter assimptotas verticais. Calculando limites
laterais, obtemos

6&7—1 6_2
lim g(x) = lim =—=400
r——1% g( ) z——1t xr + 1 0+
donde a recta z = —1 ¢é assimptota vertical do grafico de g O grafico aproxima-se da metade

superior desta recta a direita de —1 e da metade inferior a esquerda daquele ponto.
Quando z — —o0, o numerador desta funcao aproxima-se de 0, pelo que faz sentido procurar
uma assimptota horizontal.

ew—l e~ ®

I — i ST

Entao a recta y = 0 é uma assimptota horizontal a esquerda do grafico de g.
Quando * — 400, o valor da funcao cresce ilimitadamente, pelo que faz mais sentido
procurar directamente uma assimptota obliqua. Porém,

x—1
lim 9(z) = lim ¢

=400 I z—4o00 T2 4+

uma vez que a exponencial cresce mais rapidamente do que qualquer polinémio. Logo o grafico
de g também nao tem assimptota obliqua quando x — +o0.

L Ay

2+

\ ke

LT

Figura 3.21: Assimptotas da fungao g.

Monotonia e extremos. A derivada de g é

'(2) e Hr+1)—1xe"! ret!

T) = = :

g (v +1)2 (r41)2

Ora e*~! nunca se anula, pelo que ¢'(z) = 0 apenas quando x = 0. Uma vez que e~

e (x + 1)? sdo sempre positivos, o sinal de ¢'(z) é o sinal de z — negativo quando = < 0,
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positivo quando x > 0. O ponto 0 é portanto um minimo relativo, onde a fun¢ao toma o valor
9(0) =e' = ¢.

e

—00 +00
-1 0
Jg@)| —|nd | —| 0 |+
g(x) | \¢|nd. |\ | min | &

A
2+
1+

—— «

5% T
[

Figura 3.22: Minimo da fungao g.

Concavidades e inflexoes. A segunda derivada de g ¢

(e P+ ze® ) (z+1)2 —ze” ! x 2(x + 1)

g”(l’) = (l’ — 1)4
_ (et +ze™ ) (x + 1) — 2xe™ ! _ (22 4+ 1)e* !
o1y o1y

Ora o numerador de ¢”(x) é sempre positivo, logo esta fungao nunca se anula e tem o sinal
de (z 4+ 1). Em particular, o grafico de g nao tem pontos de inflexao.

—00 +00
—1 0
g(x)| — |nd| — 0 +
J"(z)| — |[nd. | + + +
g(x) [\yN|nd | \yU|min | /U

Contradominio. Entre —oo e —1, o valor de g decresce continuamente de 0 a —oo; entre
—1 e +00, o valor de g decresce continuamente de —oo até %, crescendo depois continuamente
até +00. Assim, o contradominio de g é

g(R) = ]—00,0[ U E’%O{'

Esboco do grafico. A informacao de que dispomos ja nos permite esbocar o gréafico de g.
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Figura 3.23: Grafico da funcao g.

Exercicio 45. FEstude as seguintes fungoes segundo a metodologia acima seguida.

(a) f(z) =mze'™ s (b) g(x) = arctan (1=2) (c) h(z) = % — 223 + 32% — 2

3.5 Propriedades das funcoes diferenciaveis

Vamos agora ver um conjunto de propriedades de que as fungoes diferencidveis gozam. Estes
resultados tedricos sao, na sua maioria, bastante intuitivos se raciocinarmos em termos graficos;
alguns tém aplicacoes praticas que discutiremos, enquanto outros serao importantes nos capi-
tulos seguintes.

O primeiro resultado é o Teorema de Rolle. Este teorema afirma que se uma fungao di-
ferenciavel toma o mesmo valor nos extremos dum intervalo, entao a sua derivada anula-se
nalgum ponto desse intervalo. Graficamente, estamos a dizer que nalgum ponto o grafico de f
tem uma tangente horizontal (Figura 3.24).

Figura 3.24: Teorema de Rolle: se f é diferencidvel em |a, b[ e f(a) = f(b), entao nalgum ponto
desse intervalo o grafico de f tem tangente horizontal.

Teorema (Teorema de Rolle). Seja f uma fungao continua num intervalo em [a, b] e diferen-
cidvel em |a, b tal que f(a) = f(b). Entao existe um ponto ¢ € |a, b] tal que f’(c) = 0.
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Demonstracao. Hé dois casos possiveis. Se f é uma fungao constante em [a, b], entao f' =0
para todo x € |a, b| e o resultado é trivial. No caso em que f nao é constante em [a, b], 0 Teorema
de Weierstrass garante que f tem um méximo e um minimo em [a, b]; como f(a) = f(b), entao
um destes terd de ocorrer num ponto ¢ diferente de a e de b, e nesse ponto f’(c) = 0. U

Uma consequéncia imediata deste teorema, que é por vezes 1util na pratica, é a seguinte.

Corolario. Entre dois zeros consecutivos de uma funcao diferenciavel num intervalo, existe
pelo menos um zero da sua derivada.

Claro esta que nao precisavamos do Teorema de Rolle para verificar este resultado: se
uma fungao continua f se anula em a e em b e é diferente de 0 no intervalo |a,b[, entao
necessariamente ela tem um maximo ou minimo relativo nesse intervalo, que sabemos ja ser
um ponto critico de f.

Mais interessante na pratica é o resultado seguinte.

Corolario. Seja f uma funcao diferencidvel num intervalo. Se a e b sao dois zeros consecutivos
de f’, entao f nao podera ter mais de um zero entre a e b.

Este corolario é importante para a procura de solugoes de equagoes. Vimos atras que o
método da bisseccao nos permite encontrar uma solu¢ao duma equacao num intervalo; mas
se estivermos interessados em encontrar todas as solugoes duma equacao, entao este resultado
permite-nos dividir a recta real em intervalos que sé contém uma solucao.

Uma das consequéncias deste resultado é uma versao fraca do Teorema Fundamental da
Algebra: todo o polinémio de grau n tem no maximo n raizes reais.

Sabemos ja que este resultado é verdadeiro para polinémios de grau 2. Para polinémios
de grau 3, a sua derivada tem grau 2, portanto tem no maximo 2 zeros; entao a recta real
fica dividida em trés intervalos onde o polinémio de grau 3 tem no maximo uma raiz, donde o
numero total de raizes ¢ no maximo 3. Repetindo este raciocinio, concluimos que um polinémio
de grau 4 tem no maximo 4 raizes, um polinémio de grau 5 tem no méaximo 5 raizes, e assim
sucessivamente.

Exemplo.
1. A derivada do polinémio p(x) = 223 + 32% — 122 + 5 é p/(x) = 62? + 62 — 12, que tem
raizes
34072 —1+3
6 2

Entao o polinémio p pode ter uma raiz no intervalo |—oo, —2[, outra no intervalo |—2, 1]
e uma terceira no intervalo |1, +o0.

Uma vez que
lim p(z) = —oc0

T—r—00

p(—=2) = =16+ 12424 +5 >0,

h& uma raiz de p no intervalo |—oo, —2[. Tem-se também p(l) = 2+3 - 12+ 5 <
0, donde hé outra em |—2,1[; e como lim, , . p(x) = +00 hé ainda uma terceira no
intervalo |1, +oo.

2. J4 o polinémio q(z) = 32® + z — 9 tem como derivada ¢'(z) = 92® + 1, que é sempre
positivo. Assim, a equagao ¢(z) = 0 tem no méximo uma solugao (e é facil verificar que
tem exactamente uma).
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Exercicio 46. Para cada uma das fungoes abaixo, indique o seu niimero maximo de raizes e
os intervalos onde estas se encontram.

(a) flo) = 32" =20 +1 (b) g(w) = 2° — 22 +3 (c) h(z) =€ +1

Outro resultado com consequéncias importantes é o Teorema de Lagrange. Este resultado
é uma generalizacao do Teorema de Rolle: diz-nos que em qualquer intervalo em que uma
funcao f é diferenciavel, existe um ponto onde o valor da derivada é precisamente igual a taxa
de variagao média de f nesse intervalo. Novamente, este resultado é muito intuitivo se racioci-
narmos em termos graficos: se unirmos dois pontos do grafico duma funcao diferenciavel f por
uma linha recta, essa linha é paralela a tangente ao gréfico num ponto desse intervalo (ver
Figura 3.25).

\ ke

Figura 3.25: Teorema de Lagrange: se f é diferencidvel em |a,b[, entdo a taxa de variagao
média de f nesse intervalo é igual a sua derivada nalgum ponto.

Teorema (Teorema de Lagrange). Seja f uma func¢ao continua no intervalo [a, b] e diferencidvel
em |a, b[. Entao existe um ponto ¢ € |a, b tal que

f®) = fla) _
Demonstracao. Seja m = W a taxa de variagdo média de f em [a,b] e considere-se a

fungao ¢ definida por g(z) = f 3:31— m(z — a). Temos que
g(a) = f(a) —m(a —a) = f(a)
o) = £(0) ~ (v —a) = 1) ~ OO oy = ) 50) + (0) = sta)

Pelo Teorema de Rolle existe um ponto ¢ entre a e b tal que ¢’(c) = 0. Por outro lado,
g(x) = f'(x) —m= f'(x) — w; entao

f(b) = f(a)

7@ =0 f) - 1O _ g g - 2110

b—a

o que implica o resultado enunciado. Il
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Este resultado implica, por exemplo, que um automével que percorra um determinado
percurso a uma velocidade média de 100 km /h tenha circulado em algum instante precisamente
a essa velocidade.

Outra consequéncia é o seguinte resultado: as unicas funcoes com derivada nula sao as
funcoes constantes. Para ver que este resultado é consequéncia do Teorema de Lagrange, basta
observar que, se f ¢é diferencidvel em [a,b] e f(a) # f(b), entdo existe um ponto entre a e b
cuja derivada é a taxa de variagdo de f em [a,b] — que certamente nao é 0.

Corolario. Se f ¢ uma funcao diferencidvel com derivada nula no intervalo I, entao f é
constante em /.

Daqui decorre ainda o seguinte resultado, que sera fundamental no préximo capitulo.

Corolario. Sejam f e g fungoes diferencidveis num intervalo [ tais que f'(x) = ¢'(z) para
todo x € I. Entao f — g é uma funcao constante.

Por 1ultimo, vamos ver uma ferramenta que usa derivadas para levantar indeterminagoes do
tipo % e 2. Esta ¢ uma ferramenta poderosa usada muitas vezes em programas de computador

para calculo de limites.
sin(x)

Consideremos o ja muito referido limite lim, ,o — = = 1 e reparemos no seguinte
. sin(zx . sinx —sin(0
lim (z) = lim —()
z—0 €T z—0 z—0

Pelo Teorema de Lagrange, existe y estritamente entre x e 0 tal que

sin(x) — sin(0)
r—0 ’

sin(y) =

donde

. sin(z) —sin(0) . P
lim ————— = lim(sin(y))" = lim cos(y).

Ora como y esta estritamente entre x e 0 e z tende para 0, temos que y também tende para 0,

donde

sin(x)

}DILI(I) = ZIJILI(I) cos(y) = cos(0) = 1.
cos(xz)—1

—— = 0. Seguimos o mesmo raciocicio,

Vamos aplicar este método a outro limite: lim,_,
reparando que 1 = cos(0). Assim

cos(z) —1 . cos(z) — cos(0)

lim
z—(0) T z—0 z—0

Mais uma vez, pelo Teorema de Lagrange, existe y estritamente entre x e 0 tal que

cos(z) — cos(0)

lim = lim(cos(y))" = lim — sin(y) = — lim sin(y) = —sin(0) =0,
x—0 €r — 0 x—0 x—0 y—0
visto que x tender para 0 obriga necessariamente a que y também convirja para 0.
Estes exemplos sao muito simples; vamos agora ver um exemplo de um limite em que nao
se aplica o Teorema de Lagrange directamente mas para o qual conseguimos usar a mesma

técnica. Consideremos o limite v
e —

230 sin(z)
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Como €’ = 1 e sin(0) = 0, vamos dividir e multiplicar por z o limite acima para que se
possa utilizar o Teorema de Lagrange.

TGl G O e N (e” —e') (x—0)
z—=0 sin(z)  «=0sin(z) —sin(0)  2—0 (x — 0)(sin(x) — sin(0))

et =l ) x—0
= | lim lim — -
20 x — 0 z—0 sin(z) — sin(0)

Aplicando o Teorema de Lagrange a ambos os limites, obtemos

e” — el 0
lim =lime’ =lime’ =e" =1
z—0 1 — O x—0 y—0
y z—0 y 1 1
im = lim — . = . .
20 SiIl(ZL‘) _ SIH(O) 20 sm(m{])j:zm((]) llmx—>0 sm(m{i:zm((])
1 1 1

= pu— pu— pu— ]_
lim, ,ocos(y) lim,,gcos(y) cos(0)

para y estritamente entre x e 0, portanto com y a tender para 0.

Vamos agora analisar o caso geral. Sejam f e g funcoes diferenciaveis num intervalo aberto
que contém o ponto a e tal que ¢'(a) # 0. Vamos assumir também que f(a) = g(a) = 0, de

modo a que o limite lim,_,, % seja uma indeterminagao do tipo g. Assim

f(x) f(z) = f(a)

lim —% = lim .
e—a g(z)  a—a g(z) — g(a)

De modo semelhante ao que fizemos no exemplo acima, multiplicamos e dividimos por z —a
de maneira a poder usar o Teorema de Lagrange.

@) - @) ()~ S —a) (o f@) = fa) ( r-a
M 0() —gla) o (z — a)(g(x) — g(a)) (1 )(}Mg(m)_g(@)
fo)— fa) 1

e r—a lim,, 297000

r—a T —a

Pelo Teorema de Lagrange, existe y estritamente entre x e a tal que

lim —f(x) — fla) = lim f'(y) e lim —g(x) —9(a) = lim ¢'(y) .
T—ra T — Qa r—ra T—ra T — Q T—ra

Mais uma vez, como y estd encaixado entre a e x e x tende para a, necessariamente y — a.
Assim

T A C) f'(y) = f'(a) e lim 90 = 910) _ yy, g(y) =g'(a).

r—a €Tr— a y—a T—a Tr—a y—a

Logo, temos que

@) f(x) = fla) 1 R C))
M@ " v—a lim,,_,, 229 @)

Este raciocinio justifica o seguinte resultado.
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Teorema (Regra de Cauchy). Sejam f e g fungoes diferencidveis num intervalo aberto ]a, b[
tais que ¢'(z) # 0 para todo x em |a, b[ e que verificam

lim f(z) = lim g(z) =0

T—a T—a
ou

lim f(z) = lim g(x) = oo
Nestas condicoes, se existir o limite lim,_., £ :((3 entao o limite lim,_,, % também existe e tém

0 mesmo valor.

Com esta regra, o levantamento de algumas indeterminagoes fica muito facilitado. Vejamos
alguns exemplos.

Exemplo.

1. O limite lim, ., % gera uma indeterminagao do tipo %, facilmente levantada pela
regra de Cauchy.

) (2% — 1) ) 2x 2
lim ———— = lim =—.
el (22 +x—2) a=»12x+1 3
Logo lim,_,; % = %
sin( (2—x)2
2. Vamos levantar a indeterminacao resultante do limite lim, .o ((i—2)> pela regra de
C I 4—x
auchy:.
I (sin((2 —)%)" limg €% (2-2)*)22-2) 0 0
SBT@—y 2B . -0
sin((2—:c)2)

Dai conclui-se que lim,_,9 =0.

4—x2

. . . 1—si . . . ~ . ,
3. O limite lim,,x Cossl?g) gera mais uma vez uma indeterminacao de tipo g que também

se levanta facilmente pela regra de Cauchy.

(1 —sin(x))

: . —cos(z) O
lim = lim ——= = —,
e—2  (cos(x)) et —sin(z) 1
e portanto i Lsinl@) _
portanto lim,,z =5 :

4. Vamos ver agora que nem sempre ¢ ttil usar a regra de Cauchy. Consideremos o limite
1000, ,.2 , . . ~ .
L+ que é uma indeterminagao de tipo .

ew

1im$—)+00

Ao usar a regra de Cauchy continuamos com uma indeterminagao com um polinémio de
grau 999 no numerador e a mesma exponencial no denominador. Assim, para levantar
a indeterminagao pela regra de Cauchy precisavamos de a aplicar 1000 vezes, o que
pode nao ser muito comodo. Neste caso, seria mais simples invocar que a exponencial
crece mais rapidamente que qualquer polinémio, justificando desta forma que o limite
em questao é 0.

0

5. O lim,_sq ””COS;# gera uma indeterminagao de tipo ;. Apds usar a regra de Cauchy

obtemos 0 ) 5 3
lim (x cos(x) + 2x) _ lim cos(x) — zsin(x) + _3

z—0 (Q;Q)/ z—0 2x 0
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Como
. cos(z) —xsin(z)+2 3
z—0t 2x 0+
, cos(z) —wsin(z)+2 3
im = — =-00
z—0~ 2x 0-
o limite lim,_, (Mo(s—ﬁ;%)/ nao existe, pelo que a regra de Cauchy nao permite retirar

nenhuma conclusdo sobre lim,,_,q ZSL+H2

Teremos de tentar calcular este limite de outro modo. Note-se que todos os termos do
limite tém z; vamos entao experimentar dividir o numerador e o denominador por .

lim xcos(x) + 2x _ lim cos(x) + 2 _3
z—0 2 z—0 X 0

e, tal como acima, este limite nao existe porque os limites laterais correspondentes sao
diferentes.

Exercicio 47. Calcule os seguintes limites:

(a) hmm_)oem_g ( ) hmx_ﬂ)lLs(x) ( ) hmz_m xcos\(/;)
(b) lim, ,o- M (d) limxHO% (f) lim,_,, 277
3.6 Exercicios
48. Calcule as derivadas das seguintes fungoes de .
(a) xQIf?l (h) tan(sinz) (p) 2% +2v/x —3
(b) -1 (i) 2" — 327 (q) sin (e — 22)
(c) cos(e®) (j) ex (r) v/sinz + tanz
k) tan(2 1
(d) \/g (k) anng_;l; 3 (s) V3z2+2x—1
(1) log #5255
( ) 241 2541 (t) sina
e (m) (2 +3)* ‘
(f) cos (5:1) — 2+ 4) (n) log (% + 1) () L
() /52 (0) (log)? (v) sin(3z +4)

49. Calcule as derivadas das seguintes fungoes de t.

(a) e’ t! (d) (tsint)® (g) log (t* 4 3t — 2)
(b) Vt2—2 (e) /sin(t) (h) 3 —2t+1
(c) 2t (f) (i) log (e’ +2)
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20.

ol.

52.

23.

o4.

(i) sin(3t% —2) (p) (B +2t+1) (" +t+3) (V) msrao)
(k) 23¢°+1 (q) log (£2 + 3) o
(1 ! r) tan (3 + 2m) (w) sin (Z + Z)

)

)

s "
el sint ES§ log V2 + 1 (x) sin (\/1-5)
) ==

t

Calcule as derivadas das seguintes funcoes, indicando explicitamente o seu dominio.

307 4+2r—4 < -2 sin(2y+2) y<-m
(a) w(z) =4 4 _ )
—1 + 2 r>—2 (d) fly) =K tan(y?*+1) —7T<y<0

3
{ew2 + <0 V2 +tan(l) y >0

22 4+3z+1 >0

2t t < —1
sinfx —1) z<1 (e) h(t)=< —2¢¢ —1<t<1
(c) flz) =19 , 2
Tt —x t>1 e t>1

Determine as equagoes das rectas tangentes e normais as seguintes curvas nos pontos
indicados.

(a) y = +v/x — 1 — 2 no ponto de abcissa xy = 2
(b) y = +/4 — (x — 2)2 nos pontos (2,0) e (0, —2)

Determine os pontos da curva

_x3_:r2+1
y= 2 3

nos quais a tangente a curva é paralela a recta y = 10z — 5.

Sendo f a funcdo definida por f(z) = (z + 1) sin® (62‘” -1+ g), determine a equacao da
tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 0.

Usando a definicao, calcule os polinémios de Taylor das seguintes func¢oes de y, com o
grau n e relativamente ao ponto a indicados em cada alinea. Apresente uma estimativa
do erro cometido.

(a) (y—=2)*,n=4,a=1 (d) 25, n=5a=-1
(b) (1 —2y)° (y+2)% n=30a=0 (e) e®cos(3y), n=2,a=3%
(c) log(3y* +2y—2),n=2,a=1 (f) ﬁ,nzf),a:—l
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55.

56.

o7.

58.

59.

60.

Usando a defini¢ao, calcule os polinémios de Mac-Laurin das seguintes fungoes de x, com
o grau n indicado em cada alinea. Apresente uma estimativa do erro cometido.

(a) logz +1,n=4 (c) sin(2z+1),n=>5

(b) 1+z5,n—3 (d) log(e*+ 1), n=3

Obtenha uma aproximagao das seguintes constantes com um erro inferior ao indicado.
Para cada alinea, comece por escolher a fungao a desenvolver em polinémio de Taylor
e o ponto em torno do qual efectuar o desenvolvimento; use a estimativa do erro para
determinar o grau do polinémio.

(a) 0.95'7 com erro inferior a 107° (d) 3e* com erro inferior a 1074

(b) log(1.25) com erro inferior a 1073 (e) v/2 com erro inferior a 10~

(c) /e com erro inferior a 107° (f) ™3 com erro inferior a 1073

(g) 1+1.01° —2.01* com erro inferior a 107°
(h) sin(3m + 0.02) com erro inferior a 1078

)
)

(i) sin(0.2) + cos (% — 0.1) com erro inferior a 10~*
)

6 T\ _ V2
(j) v/2 com erro inferior a 107¢ (usando a relagio sin (%) =)
Calcule os extremos das seguintes funcoes.

(a) f(z) =2 — 222+ 32+ 1 () h(z) =z +V1—zx
(b) g(x) = =& (d) f(z) = arcsin (2 + 2°)

Determine os valores de a e b para os quais a fungao g definida por g(t) = alog(t)+bt*+t
tenha extremos relativos em z = 1 e x = 2. Qual a natureza desses extremos?

Diga se as fungoes seguintes tém extremos nos pontos indicados.

(a) f(z)=225—23+3emz=0
(b) g(z) =2cos(z) + z* em z =0
(c) h(t) =6log(t) —2t> +9t* — 18t em t = 1

Faca o estudo completo das seguintes funcoes e esboce o seu grafico.

(a) f() =35 (i) flz) =" (q) h(z) = av1+ 22
(b) glz) =€ () g(z) =2 () glx) = =

(c) f(z)=zlog(z) (k) f(z) = z%® -

(d) h(z) = 3555 () h(z) = 12 (s) flz) =1

() h(y) =vy*+2y+1 (m) h(z) = ex (t) g(z) = :c4?ii-2

(f) g(z) = a:22i1 (n) k(z) = Zzizl | ;

(2) f(z)= % (0) f(z)= % . z% (w) jly) = (ygl)z

(h) Hw) =cos e (p) s(w) = ;52 (v) 7() = 2 +sin 2

L. Cruz-Filipe e P. Engracia



3.6. EXERCICIOS

193

61. Recorrendo a regra de Cauchy, calcule os seguintes limites.

(a) lim € '_6
z—0 sin(z)
2
=1
(b) lim —

20 cos(x) — 1

. log(1 — cos(x))
) i log(x)

(d) fim (2 — 1 ) () lma?
z—1\z—1 log(x)
) (i) lim p31oe(@)
(¢) lim x + sin(x) 20
e () lim (z +¢)*
(1) Jim wlog(z) 1) T g
1 tan(z) z—0t
(g) lim <_> (1) lim gp4+lgg(w)
=0 \ T z—0
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Capitulo 4

Primitivacao

4.1 Introducao

Muitas situacoes concretas dao origem a problemas em que se pretende determinar uma funcao
conhecendo a sua derivada. Consideremos alguns exemplos.

Problema. Um veiculo desloca-se numa estrada em linha recta com velocidade constante v.
Tomando para origem do referencial a sua posicao num instante inicial t = 0, qual é a expressao
da sua posicao em funcao do tempo?

Resolugao. Chamando y a posicao do veiculo, a funcao que descreve a sua posi¢cao em fungao
do tempo é uma fungao y = f(¢). Uma vez que a velocidade corresponde & derivada (instanta-
nea) da posicao, dizer que a velocidade é constante e vale v corresponde a dizer que f'(t) = v.
Entao a funcao f é uma funcao cuja derivada é constante; uma funcao nestas condigoes ¢ a
funcao f(t) = v - t, que se pode verificar satisfazer ainda a condigao pedida f(0) = 0.

Problema. Considere-se agora um objecto de 1 kg de peso em queda livre. De acordo com as
leis de Newton, este objecto estd sujeito a uma aceleragao constante de valor aproximadamente
—10 ms™!, em que o sinal indica que esta aceleracao ¢ no sentido descendente. Se o corpo partir
duma altura 125 m, quanto tempo demora a atingir o solo?

Resolugao. Designando agora por y a distancia do corpo ao solo, tem-se que y = f(t) para
uma dada funcao f. Tal como atras, a velocidade do corpo no instante ¢ é dada pelo valor da
derivada f’(t); a aceleragao, sendo a variagao instantanea da velocidade, é dada por f”(t).

Nas condigbes do problema, f”(t) = —10. Entado, uma possibilidade para f’(t) é ter-se
f'(t) = —10t: por um lado, a derivada desta funcdo é precisamente —10; por outro, quanto
t =0, tem-se f'(t) = 0, o que corresponde ao facto de o corpo partir do repouso.

Ora das regras de derivagao ja conhecidas sabe-se que (t2)/ = 2t. Esta igualdade mantém-se
se multiplicarmos ambos os membros pela mesma constante; escolhendo o valor —5 (por forma
a obter —10t do lado direito) conclui-se que (—5t2) = —10t.

Porém, a fungdao f(t) = —5t* nio descreve correctamente a posicao da particula, pois
f(0) = 0 e é dito que o corpo parte duma altura inicial de 125 m. Contudo, uma vez que a
derivada de qualquer constante é 0, podemos somar o valor 125 a expressao de f sem alterar

os valores das suas derivadas. Concluimos assim que a altura do corpo no instante ¢ é dada
por f(t) =125 — 5¢2.
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O corpo atinge o solo quando f(t) = 0, ou seja, 125 — 5> = 0. Resolvendo esta equagao,
obtemos sucessivamente

125 — 512 = 0 <= 125 = 5¢°
— 25 =2
>t =45

Uma vez que estamos interessados num valor positivo, concluimos que o tempo que o corpo
demora a atingir o solo é 5 segundos.

A resolucao de qualquer destes problemas recorre a determinacao da expressao duma funcao
a partir da expressao da sua derivada. Esta operacao, chamada primitivacao, é objecto de
estudo deste capitulo.

Definigao. Sejam F' e f fungoes reais de variavel real. A fungao F' diz-se uma primitiva de f
em |a,b[ se F' = f em ]a, b|.

Por outras palavras, a primitivacao é a operacao que permite resolver equacoes da forma
f'(xz) = g(z). Observe-se que a derivada duma fungao sé esté definida em pontos interiores ao
seu dominio, pelo que o conceito de primitiva s6 faz sentido em intervalos abertos.

Conforme a definigao acima ilustra, a notacao tipicamente usada para denotar primitivas
recorre ao uso de letras maiusculas: F' representa uma primitiva de f, G representa uma
primitiva de g, etc. A excepc¢ao mais comum ocorre quando a funcao a primitivar é ela préopria
uma derivada: a primitiva de f’ é (tipicamente) f.

Exemplo. Nos exemplos acima, vt é uma primitiva de v, —10¢ é uma primitiva de —10 e
—5t? é uma primitiva de —10¢. Dizemos que estas primitivas sao primitivas em ordem a t para
salientar que a variavel da funcao é t.

Se derivarmos as fungoes (de z) 23+ 2z, sin(z) e e encontramos, respectivamente, 32 +2,
cos(z) e 2ze*”. Entdo, * + 22 é uma primitiva de 322 + 2; sin(z) é uma primitiva de cos(z);
e ¢ é uma primitiva de 2z¢* . Estas primitivas ndo sao dnicas: z3 + 2z — 3 também é uma
primiti\;a de 3% + 2; sin(z) + 7 é outra primitiva de cos(x); e ¢® 4 3 é ainda uma primitiva
de 2ze™.

Contrariamente a derivacdo, que é uma operacdo algoritmica (a derivada duma funcao
consegue-se sempre calcular recorrendo a aplicagdo dum conjunto fixo de regras), o problema
de encontrar uma primitiva duma funcao dada requer algum engenho e pratica. Nao existe
um método sistematico para encontrar a primitiva duma funcao dada; em muitos casos, nem
sequer ¢é possivel escrever uma expressao simples para a primitiva duma funcao.

Definicao. Uma funcao diz-se elementarmente primitivdvel se a sua primitiva é uma funcao
transcendente elementar.

A afirmacao acima traduz-se, portanto, em que ha fungoes elementares que nao sao ele-
. e e s . . ~ ~ 2 i
mentarmente primitivdveis. Alguns exemplos simples sdo as funcoes e?”, S2&) L
o e lee(@)
Por outro lado, como os exemplos acima ilustram, podem existir varias primitivas da mesma
funcao.
O célculo de primitivas faz-se recorrendo a técnicas que permitem tratar classes de funcgoes.
Estas técnicas derivam todas do estudo das regras de derivacao, pelo que é importante conhecé-
-las bem. Saber que técnica usar perante uma funcao concreta requer alguma intuicao, que se

ganha com um pouco de treino.
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Antes de estudar essas técnicas, ha um resultado importante que permite responder a uma
questao importante: a de como determinar todas as primitivas duma dada funcao. Mais adiante
(Seccao 5.3) responder-se-a a pergunta de quais as fungoes que sao primitivaveis.

Suponhamos que Fj e F5 sdo duas primitivas da mesma fun¢ao f num intervalo |a,b[.
Entao, para qualquer z €|a, b[, temos que Fj(z) = Fj(z) = f(z); por outras palavras,

Fi(x) - Fy(z) = 0,

donde F| — Fj vale 0 em todo o intervalo |a,b[. Pelo Corolario 2 do Teorema de Lagrange
(p. 187), a fungado Fy — F; é constante nesse intervalo, ou seja: Fi(x) — Fo(x) = C para todo o
x €la, b, ou, equivalentemente, F(z) = Fy(x) + C para algum real C.

Em contrapartida, se F' é uma primitiva de f, entao a funcao F™* definida pela expressao
F*(z) = F(z) + C também é uma primitiva de f para qualquer constante real C:

(F*(2)) = (F(x) + C) = F'(z) + 0 = f(x)
Estas duas observagoes constituem a prova do seguinte resultado.

Teorema. Seja F' uma primitiva de f num intervalo ]a, b[. Entdao F* é uma primitiva de f no
mesmo intervalo se e s6 se existe uma constante C' tal que F*(z) = F(x) + C.

O conjunto de todas as primitivas de f designa-se habitualmente por F(z) + C, P(f),
[ fou [ f(z)dx. A primeira notacao ¢ justificada pelo resultado acima enunciado; a ultima
notagao ¢é a usada mais frequentemente por motivos que discutiremos na Secgao 5.3.

Exemplo. De acordo com o exemplo anterior, podemos escrever as seguintes relacoes.
P(3x2—|—2):x3—|—2m+0 P<2xem2>:e$2+0

/Qxe”‘“2 do = e +C /cos(:c) dr = sin(x) + C

E importante salientar que o resultado se aplica apenas a intervalos. Pensemos por exemplo

na funcdo f(z) = 1, cujo dominio é a unido de dois intervalos: Dy = R\{0} = ]—o0, 0[U]0, +-00].

Uma sua primitiva é a funcdo log |z|: se > 0, log |z| = log(z) e a sua derivada é 1; se z < 0,
entdo log |z| = log(—x) e a sua derivada ¢ =% = 1

—x oz’

Contudo, existem primitivas de < que ndo sao da forma log |z| + C, por exemplo:

Flz) = log(—z)+1 x<0
= log(x) x>0

Uma vez que F nao esta definida no ponto 0, o resultado anterior nao é aplicavel para
intervalos contendo este ponto.

Mais adiante (Seccao 4.3) voltaremos & questao das constantes e veremos situagoes em que
as queremos determinar.

4.2 Primitivas imediatas

Os exemplos mais simples de primitivas obtém-se lendo as regras de derivacao das funcoes
mais comuns (polinémios, poténcias, fungoes trigonométricas, exponenciais e logaritmicas) da
direita para a esquerda.
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Por exemplo, da relagao (:L‘Q)/ = 2 conclui-se que uma primitiva de 2z é z2. Uma vez que
a multiplicacao por constantes pode ser feita antes ou depois da derivacao, para qualquer valor
real a tem-se igualmente que (amZ) = 2ax, e portanto 2ax é uma primitiva de az?. Fazendo
a = %, conclui-se que [z dx = % +C.

Outro exemplo: a partir de (cos(z)) = —sin(z), conclui-se que cos(x) é uma primitiva
de —sin(z). Uma vez que a troca de sinal comuta com a derivagao, tem-se igualmente
(—cos(z)) = sin(z), donde [ sin(z) de = — cos(x) + C.

Este raciocinio pode ser aplicado a varias regras de derivacao para obter as primitivas de
diversas funcoes elementares. A Tabela 4.1 apresenta uma lista de primitivas determinadas

desta maneira. A deducao destas primitivas é um bom exercicio.

Regra de derivacao Regra de primitivacao
f(x) f'(x) g9(z) G(z)
C 0 0 C
— xk+1
2k k#0 kah—t ok k£ —1 T
er e’ e’ er
ot )ax . a” log(a) a® Toe (@)
og(x), x > 1 1
log(—z), z <0 } z z log ||
sin(x) cos(x) cos(z) sin(x)
cos(x) — sin(x) sin(x) — cos(z)

Tabela 4.1: Primitivas deduzidas a partir das regras de derivagao.

Exercicio 1. Ha& outras regras de derivacao que permitem calcular primitivas de fungoes
aparentemente mais complexas. Determine as primitivas das fungoes seguintes.

() oo (b) = (©) 7= (d) 1+ tan®(z)

cos?(x) 1+22

Observe-se que a regra de primitivacao da poténcia se aplica a quaisquer expoentes e nao
apenas a expoentes inteiros. Assim, podem-se calcular primitivas de raizes quadradas, raizes
cubicas ou inversos de poténcias pelo mesmo método.

/\/de:/xédx /\?/dez/xédx /—dx—/ 73 dx

3 4
S e - 4C SRS
2 3 2
Ve 3Vt 1
Sl Lo -2 Lo - tC
3 4 212

Exercicio 2. Calcule as primitivas das seguintes funcoes.

(a) Va? (b) % () o} (@) <
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Para além destas, ha duas outras regras de derivacao que podem ser lidas nos dois sentidos.
De (f(z) + g(x)) = f'(x) + ¢ (x) e (¢ x f(x)) = ¢ x f'(x) deduzem-se, respectivamente, as

regras
[rea=[1+]s [ext=c|1

que exprimem a linearidade da primitivacao: para calcular a primitiva duma soma, basta somar
as primitivas das fungoes consideradas; para calcular a primitiva do produto duma func¢ao por
uma constante basta primitivar a funcao e multiplicar a primitiva pela mesma constante.

Com base na linearidade da primitivacao e nas regras apresentadas na Tabela 4.1, podemos
calcular primitivas duma classe muito maior de funcoes.

x3 32
/x2+3x—2dm:/x2dm+/3xdw—/2dm:3—1—7—2:2—1—0

/Sin(ff) —Vade = /sin(:)s) dx — /gy% dz = — cos(x) — 2va?

C
3 +

A complexidade do calculo de primitivas provém da regra de derivacao do produto: uma
vez que a derivada do produto de duas fungoes nao corresponde ao produto das derivadas de
cada uma delas, também a primitiva dum produto nao é em geral o produto de duas primitivas.

Exemplo. Considere-se a fungao definida por f(z) = wzcos(x). Contrariamente ao que se
poderia pensar, a func¢ao g(z) = “%2 sin(z) ndo é uma primitiva de f. De facto, o célculo da
derivada de g mostra que

2 $2

J(z) = (%2 sin(x))/ - (x—Q)/sin(x) + % (sin())’ = wsin(x) + = cos(x)

que nao corresponde a expressao de f(z).
Mais adiante (Seccao 4.6) explicar-se-4 como se calculam estas primitivas.

Assim, para primitivar um produto de duas fungoes é necessario recorrer a outras técnicas.
Olhando de novo para as regras de derivacao, ha uma regra que tem um produto do lado
direito: a regra de derivagao da fungao composta, que diz que f(g(x)) = f'(g9(x)) x ¢'(x).

Esta regra pode ser lida como uma regra de primitivagao da seguinte forma: a primitiva
dum produto em que uma das parcelas é a derivada duma expressao que ocorre na outra parcela
calcula-se primitivando apenas a segunda parcela, mantendo a primeira como argumento.

Exemplo. Suponhamos que queriamos primitivar f(z) = 2z (2? + 3)5. Embora seja possivel
expandir a poténcia e primitivar esta expressao como um polinémio, tal nao é pratico.

Observe-se, contudo, que f ¢ o produto de duas parcelas. Designando z? + 3 por g(z), a
primeira parcela é precisamente ¢'(z), enquanto a segunda é g(x):

5
f(z) =2z (2* +3)".
u

g'(z) g(z)?

Entao a primitiva de f é calculada primitivando esta ultima poténcia em ordem a g(x), ou

seja:
[ =052
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Outra forma de chegar ao mesmo resultado: fazendo y = 22 + 3, tem-se % = 2z, donde

dx
dy = 2x dx. Entao

6
[s@ = [ e w= [ya=Lio=CH o

A identificagao deste tipo de primitivas, que também sao primitivas directas, é fundamental.
O segundo método acima apresentado, recorrendo a uma mudanca de variavel, pode ser um
bom auxiliar de inicio — mas o objectivo final deve ser conseguir resolver estas situacoes
directamente. Apresentam-se de seguida mais alguns exemplos, resolvidos de ambas as formas.

Exemplo.

1. Calcular as primitivas de cos(z) sin?(z).
Uma vez que cos(z) = (sin(z)), fazendo y = sin(z) tem-se que % = cos(z), donde

dx
dy = cos(z) dzx. Entao

sin®(x)

3
/cos(:v)sinz(x) clyc:/y2 dy:‘%—i—C: 3 +C.

Em alternativa, podemos primitivar directamente sin?(z) em ordem a sin(z):

5 _ sin®(z)
/cos(x) sin®(x) dz = 3 +C.

2. Calcular as primitivas de (2z + 2)e*” t20+1,

O factor 2x+2 corresponde precisamente & derivada de 22+2z+1. Fazendo y = 22 +2x+1,

tem-se % = 2z + 2, ou dy = (27 + 2) dx e portanto

/(2.1' + 2)€I2+2x+1 d:L‘ — /ey dy — ey _|_ C — 6x2+2x+1 _|_ C )

Em alternativa, podemos primitivar directamente a funcao em ordem a 22 + 2z + 1,
obtendo directamente

/ (2x + 2)69”2”:”1 de = "2+ 4 O

2z+1
2 4x+4°

3. Calcular as primitivas de

. -1 N
Reescrevendo a fungao como (2z41) (22 + 2 +4) ™, o factor 2z+1 corresponde & derivada
de 22 +x+4, pelo que a funcao se primitiva em ordem a esta expressao como uma poténcia.
Uma vez que o expoente é —1, a primitiva em causa é um logaritmo, e obtém-se

2 1 _
/ﬁ da::/(%—l—l) (2* + 2z +4) 1d:17:10g(:)32+x~|—4)+0,

tendo em conta que o argumento do logaritmo nunca se anula.
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4. Calcular as primitivas de m

Novamente, o numerador da fraccao é a derivada duma expressao que ocorre no deno-
minador, neste caso 2x 4+ 3. Fazendo y = 2z + 3, tem-se que dy = 2 dx e a primitiva
calcula-se directamente como

2 1
/ 1+ (2z + 3)? dz = / 1142 dy = arctan(y) + C' = arctan(2x + 3) + C'.
ou, calculando directamente a primitiva em ordem a 2x + 3,
2
/m dx = arctan(2z + 3) + C'.

Exercicio 3. Calcule as primitivas das seguintes funcoes.

(a) 32°Va? (c) cos(z)es(@) (©) 52

(b) 2 (d) (42 + 2) cos (222 + 2z) (f) 2 (22 + 3)°

Os exemplos acima ilustram os casos mais simples. Em geral, porém, é frequente ser
necessario recorrer a algumas manipulagoes algébricas para obter uma primitiva imediata. O
caso mais simples é a multiplicacao por uma constante: uma vez que esta operacao comuta
com o célculo da primitiva, é frequente recorrer a transformagcoes baseadas na identidade

_1
ff ¢ fo

Por exemplo, o cdlculo da primitiva de sin(z)cos?(z) decorre da observagao de que a
derivada de cos(z) é —sin(z), e este termo aparece a multiplicar a menos de um sinal. Acres-
centando este sinal dentro e fora do sinal de primitiva, tem-se

cos®(z)

/sin(:c) cos?(z) dor = — / —sin(x) cos®(z) dr = — 3

Apresentam-se mais alguns exemplos de fungoes que se primitivam desta forma.

+C.

Exemplo.

1. Calcular as primitivas de 3z (2 + 2)°.
Neste caso, basta multiplicar a funcao por % para obter como primeiro factor a derivada
de 22 + 2. Tem-se entdo

2
/3x(x2+2)5dx—g/§3x(x2+2)5dx—2/235(91:24—2)56133
322 +2)° (22 +2)

_3

2. Calcular as primitivas de 3.°5.

Estamos de novo no caso duma fraccdo cujo numerador é semelhante a derivada do
denominador, a menos dum factor multiplicativo. Entao

3
/ dx:§/ 2 dx
20+ 1 2 ) 2x+1

3
= §log(2x +1)+C
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3. Calcular as primitivas de (22 — 5)e3*” 157,

Neste exemplo, basta multiplicar a funcao por 3 para obter uma primitiva imediata.

2 1 )
/(21’ — 5)6333 —15zx dr = g /3<2$ _ 5)6333 —15x dr

1
= — 62 — 15)e3%° 7152 g
s [ (62~ 15)

2_
6317 15z

= C
3 +

Com alguma prética, estas primitivas conseguem-se calcular sem passos intermédios; dai
serem todas classificadas como primitivas imediatas.

Exercicio 4. Calcule as primitivas das seguintes fungoes.
(a) xgi;x (C) ({L’2 —+ 1) \/ xr3 + 3z (6) SiD(ZL’)GQ cos(z)+1
(d) e*v2e” +3 (f) xsin(z®+1)

e

(b) z (2% —1)

A primitivagao de fungoes trigonométricas reduz-se em muitos casos ao célculo de primitivas
imediatas, mas requer alguma manipulacao das expressoes envolvidas com base em identidades
trigonométricas.

Um exemplo bastante simples é o cdlculo de [ tan(z) dz. Conforme vimos atrds, nao ha
nenhuma funcao elementar que tenha esta derivada; porém, recorrendo a definicao da tangente,
primitiva-se facilmente a funcao:

/tan(x) dr = / sin(z) dx = —log | cos(z)| + C,

cos(z)

uma vez que sin(z) ¢ o simétrico da derivada de cos(z).
Apresentam-se de seguida mais alguns exemplos deste tipo de transformacao.

Exemplo.

1. Calcular as primitivas de sin?(z).

Aqui nao é possivel ver esta funcao como uma poténcia, uma vez que nao aparece ne-
nhum factor contendo cos(x) (a derivada de sin(x)). Para resolver o problema, podemos
reescrever a expressao com base em identidades trigonométricas (Secgao 2.4.2). Partindo
da expressao para cos(2z), obtém-se

cos(2z) = cos*(z) — sin®(z) = (1 — sin®(z)) — sin®*(z) = 1 — 2sin*(z),

donde se deduz que sin*(z) = (1 — cos(2z)). Entao

/sin2(x) dx = / %(1 — cos(2z)) dr = % (/ dx — /COS(Qx) d:c)
% (/ d — %/2008(21’) d:):) _ % (x - %sin(Qm)) e
g :

+C.
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2. Calcular as primitivas de sin®(z).

A técnica aqui é um pouco diferente. Usando a identidade fundamental da trigonometria,
tem-se que sin®(z) = sin(x) sin?(z) = sin(x)(1 — cos?(x)) = sin(x) —sin(x) cos?(z), donde

/ i’ (z) dz — / sin(z) — sin(z) cos?(x) da

= /sin(m) da:—l—/

cos®(x)

sin(z) cos®(x) dx
5 1 C.

= —cos(z) +

3. Calcular as primitivas de tan?(z).

Uma vez que tan(z)’ = 1+ tan?(z), este problema resolve-se nao multiplicando por uma
constante, mas somando e subtraindo a unidade que falta.

/tan2(x) dr = / 1+ tan®(z) — 1 doz = /1 + tan®(z) do — /1 dr =tan(z) —x + C

Exercicio 5. Calcule as primitivas das seguintes fungoes.

(a) cot(z) (b) cos?(x) (c) sin®(x) (d) tan®(2x + 1)

4.3 Determinacao das constantes de primitivacao

Nos problemas apresentados no inicio do capitulo, o objectivo nao era encontrar todas as primi-
tivas duma dada fun¢ao, mas sim encontrar uma primitiva em particular que satisfizesse mais
algumas condicoes. No primeiro exemplo, a primitiva representava a posi¢ao e era necessario
que valesse 0 para t = 0; no segundo exemplo, no primeiro passo estavamos interessados numa
funcao cuja derivada valesse 0 no instante ¢ = 0, e tal que a prépria funcao valesse 125 nesse
mesmo ponto.

Na pratica, os problemas concretos com que nos deparamos sao deste estilo — determinar
uma funcao com uma dada derivada sujeita a um valor especifico num ponto. Esta condigao
(chamada frequentemente condi¢do de fronteira) tem como efeito impor um valor a constante
que distingue as diversas primitivas da funcao.

Consideremos um exemplo. Como determinar uma funcao f tal que f'(z) = 322 +2, sujeita
a condicao extra f(2) = —17

Em primeiro lugar, determina-se a expressao geral das primitivas de f’. Sendo f’ um
polinémio, é imediato concluir que

f(x) :/3x2+2d$:x3+2x+0
para alguma constante C'. Substituindo a expressao de f(2) na condigao dada f(2) = —1

obtém-se a equacgao
-1=f2)=12+C=-1
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donde se conclui que C' = —13. A funcao pretendida é, portanto,

flz) =2 +22 - 13.

Exercicio 6. Encontre fungoes satisfazendo as condicoes dadas.

"(z) = = "(z) =z () = sin(x)e2os(*)
) {f() v ) {f() Vit2 © {f() ()

f(0) =1 f(4)=0

Conforme foi discutido na p. 197, quando o dominio da fungao é uma uniao de intervalos
disjuntos, a constante de primitivacao pode nao ser a mesma nos varios intervalos. Em geral,
e mais uma vez tendo em conta os problemas concretos que interessa resolver, nesses casos s
estamos interessados num dos intervalos em que a funcao estd definida, pelo que essa informagao
deve ser fornecida juntamente com a condigao de fronteira.

Nalgumas situagoes, também se pode dar a condicao de fronteira assimptoticamente, na
forma do limite da fun¢ao a medida que o argumento tende para +o0o (ou —oo). Apresentam-se
de seguida alguns exemplos destas situagoes.

Exemplo.
1. Encontrar uma fungao f definida em |—o0, 1] tal que:
fl(@) = 35

f(0) =3

A determinacao de f é feita exactamente como atrds. Uma vez que x? é um miltiplo da
derivada de 2% — 1, a primitivacao ¢ imediata:

3 —1

Para determinar a constante, avaliamos a expressao anterior no ponto 0, obtendo

2
1
f(x):/ i dx:§log’x3—1‘+0.

1
3= f(0) :§log|—1]+C':C
donde C' = 3. A funcao pretendida é portanto
1
fx) = glog}x?’ —1] +3.

2. Determinar uma funcao f definida em R satisfazendo

fila) =
lim, 100 f(2) =2

Tal como atras, comeca-se por determinar a expressao geral das primitivas de f’.

flx) = /e_”; dr = —e "+ C
A segunda condicao traduz-se num limite que sabemos calcular.

2= lim f(z)= lim (—e*+C)=C

T—+400 T—+00

donde se conclui que C' = 2, pelo que a fungao pretendida é f(z) = —e " + 2.
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3. Determinar uma funcao definida numa vizinhanca de 0 tal que

{f’m — el

f(0)=0

Tal como atras, procede-se em primeiro lugar ao calculo das primitivas de f’.

2 +1 9

Esta funcao nao esta definida para © = —2 e x = 1, onde o seu denominador se anula.
Uma vez que estamos interessados no intervalo que contém o ponto 0, vamos considerar
a fungao definida apenas em |—2, 1[. Da condigao de fronteira obtemos

0= f(0)=log2+C,
donde C'= —log?2 e a expressao de f é portanto
f(x) =log |x2 +z— 2{ —log 2
com Dy =|—-21].

4. Consideremos agora o problema semelhante de determinar uma funcao definida no maior
dominio possivel e tal que

f/(.T) - zgi;i2

f(=3) =log4
f(0)=0
f2)=1

Tal como atrés, a funcao f terd a expressao
f(x) =log|a® +z—2|+C,

mas agora a constante C' pode ser diferente em cada um dos trés intervalos |—oo, —2],
|—2,1[ e |1, +o00] em que f estd definida. As trés condigoes de fronteira dao os trés valores
para a constante.

Em |—o0, —2[: Em |-2,1[: Em |1, 4o0[:
logd = f(=3) =logd + C, 0= f(0)=log2+ C, 1=f(2) =logd+C,
donde C' = 0. donde C' = — log 2. donde C' =1 —log4.

A fungao tem entao a expressao geral

log |22 + 2 — 2| r < —2
f(x) = q log|2? + 2 — 2| — log 2 —2<x<l
loglz? + oz —2|+1—logd 1<z
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Exercicio 7. Determine fungoes satisfazendo as seguintes condigoes.

flay=at=atsd @ =es@e-1) o [f@) =25
(a) ¢ f(1)=2 f(m) =—1 £(0) = —1
Df :]O’ _'_OO[

4.4 Primitivacao de funcoes racionais

Uma fungéo racional é uma funcdo obtida como quociente de dois polindémios: R(X) = ggg
Na Secgao 4.2 vimos alguns exemplos simples em que a primitivacao deste tipo de fungoes gera

novamente fungoes racionais, logaritmos ou arcos de tangente.

1 1
L = C
/(x+1)2 S

22 +3

/ﬁ dx = arctan(3z) + C

Nesta secgao discute-se o caso geral, apresentando um método de primitivar qualquer funcao
racional. Este método reduz a primitivagdo de fungoes racionais ao calculo de primitivas
imediatas dos trés tipos acima exemplificados.

Em primeiro lugar, vamos analisar os casos mais simples em que o denominador é um
polinémio de segundo grau e o numerador é um polinémio no maximo de primeiro grau. Os
trés casos expostos correspondem as trés situagoes seguintes:

1. o numerador tem grau 1 (logaritmo);
2. o numerador é constante e o denominador é um quadrado perfeito (poténcia);
3. o numerador é constante mas o denominador nao tem raizes (arco de tangente).

A situacao em que o numerador tem raizes é tratada mais adiante, quando discutirmos o caso
geral deste tipo de funcoes.

No primeiro caso, pode ainda surgir um termo contendo uma poténcia ou um arco de
tangente, conforme se mostra nos exemplos abaixo.

Exemplo.

342

1. Calcular as primitivas de °3 =

Este exemplo é do primeiro tipo descrito acima. Nesta fraccao, a derivada do denomina-
dor é 2x; multiplicando o numerador por % obtém-se este termo, mas continua a existir
um termo constante.
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O truque é separar a fraccao em duas, deixando na primeira o termo contendo a variavel x
e na segunda o termo independente; por linearidade, a primitiva serd uma soma dum
logaritmo com um arco de tangente.

3z + 2 3x 2
der = | —— d d
/ﬂ+1x /ﬁ+1$+/ﬁ+1x
3 2x 1
=2 dz + 2 d
2/ﬁ+1x+ /ﬂ+1x

3
=3 log(x? + 1) + 2arctan(z) + C

3x+2
(z+1)%"

Este exemplo também ¢é do primeiro tipo, mas agora a derivada do denominador passou
a ser 2(x + 1) = 2z + 2; a primeira parte é semelhante a anterior, mas é necessario
tratar o numerador duma forma diferente. O primeiro passo ¢ fazer surgir o termo 2z,
multiplicando por % De seguida, soma-se e subtrai-se 2 ao numerador:

2. Calcular as primitivas de

4 4 2
2 -=2 -+2-2=2 2——-.
x+3 £L‘+3+ T+ 3

Finalmente separa-se a fraccao em duas e primitiva-se.
3r+2 3 [22+2—%
—dr == [ —= dx
(x +1)2 2 (x+1)2
3 2r + 2 2
-3 / A2 / B S
2 (x+1)2 (x+1)?
3 2 2 1
=3 / A2 / LI
2) (z+1)? (z+1)

310g(m —i—l)—i—%—l—(ﬁ'

3. Calcular as primitivas de 2 =5
Estamos agora perante o terceiro tipo: o numerador é uma constante e o denominador um
polinémio de segundo grau que nao é um quadrado perfeito. A determinacao da primitiva
da funcao faz-se em trés passos: primeiro, divide-se o numerador pelo valor necessario
para fazer surgir o coeficiente 1. De seguida, escreve-se o termo em x? como um quadrado
perfeito. Finalmente, acerta-se o numerador da fraccao para ser o coeficiente de = nesse

quadrado.
1 1 1 1 1
e e

\/%
1
7 2
\/_/ ‘/g x:\/?—arctan (%) +C
(%) +1
4. Calcular as primitivas de m

Este caso ¢ semelhante ao anterior, mas agora ha um termo em x no numerador. O
procedimento é semelhante, com um passo extra no inicio: a partir dos dois primeiros
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termos (z? e 2x), escreve-se um quadrado perfeito juntando o valor adequado do termo
independente — neste caso 1, pois 2% + 2z + 1 = (x + 1)%

Neste exemplo, esta transformacao gera uma primitiva imediata; em geral, prossegue-se
como no caso anterior.
/‘ ! d / ! d tan(z + 1) + C
——————dr = [ ————— dx = arctan(z
x? 427+ 2 (x+1)2+1
. oy . 3$ 2
5. Calcular as primitivas de — +I -

Este exemplo é outra vez do primeiro tipo, mas mais complexo. A funcao a primitivar
sugere um logaritmo, devido ao polinémio de grau 1 no numerador; multiplicando por %
obtém-se 2z + %, o que (separando o termo correspondente & derivada do denominador)
corresponde a 2x + 1 + % Este ultimo termo vai dar origem a um arco de tangente no
resultado final.

3z + 2 3 2 + 4
/_ﬁi__wz_/_i;i_w
24+ x+1 2] x224+2x+1

3 2z 41 3
= ——d -
2(/$2+x+1 x+/x2—|—x+1 a:)
/ 1

3 1

=_log (2 +x+1) + = dx
BT ) e
3 1 1

= —log (2* + +1+——/ d
2og(x T ) 53 3(21;1)2_’_1 x
3
2

Exercicio 8. Calcule as primitivas das seguintes fungoes.

(a) 3+22:c2 (C) z2+z11:c+4 (e) 2:c2gf|:1i+2 (g) ;:2—_11 (1) x22—1
1 2x+2 1 . 3z+1
(b) x24+2x+3 (d) x2+ix+6 (f) 2:1:2-316-190-1-6 (h) % (J) 214:;:4

Vamos agora discutir a primitivacao de funcoes racionais no caso geral. A técnica é sempre

a mesma: reescrever a funcao como soma de primitivas imediatas — que serao dos trés tipos
acima ou entao simplesmente da forma lew que da origem a um logaritmo. O algoritmo para
reescrever é conhecido como método de decomposicao em elementos simples e tem trés passos.

1. Escrever a funcao como soma dum polindmio com uma fracgao prépria, isto é, uma

fraccao cujo numerador tem grau estritamente menor que o denominador.
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2. Factorizar o denominador Q(z); esta factorizacao produzird apenas polinémios de pri-
meiro ou segundo grau sem raizes.

3. Reescrever a fraccao como soma de fracgoes cujos denominadores sao os factores de-
terminados no passo anterior, eventualmente com expoentes menores ou iguais aos que
ocorrem na factorizacao.

4.4.1 Divisao de polinémios

O primeiro passo pode ser efectuado com recurso ao algoritmo de divisao de polinémios. Aqui
opta-se por uma variante ligeiramente mais simples deste algoritmo que devolve o resultado na

f ta. A id it ] Plz) f lhem- t
orma certa. 1 ela e muito sunp €sS. se Q( ) nao e uma raccao pI"Opl“la escolnem-se os termos

de maior grau a,z? de P(x) e a,z? de Q(z), e reescreve-se a expressao como a—mp 74 Qé:))
onde P*(x) é escolhido por forma a nao alterar o valor da expressao.

Exemplo. Consideremos a fracgao

2t — 423 + 22
x?—1 ’

que nao é uma fraccao propria. Dividindo os termos de maior expoente obtemos 222, pelo que
a expressao deve ser reescrita como 2z2 + (xl)
Ora 222 (22 — 1) = 22% — 222, A esta expresséo é preciso somar —4x% + 32?2 para obter o

numerador original. E precisamente este valor que tomamos para P*(z). Ou seja:

2% — 423 + 2* 0?4 —42® 4 32?
=27+
2 —1 x?—1

Agora repetimos o processo, uma vez que a fraccao obtida nao é uma fraccao propria.
Dividindo os termos de maior grau obtemos —4x, e —4x (2? — 1) = —4x3 + 4z, a que é preciso
somar 3x? — 4x para obter o numerador original. Entao

—4a3 + 32 322 — 4
x2—1 2 -1

Repetindo novamente o processo, obtemos o termo 3, e a 3 (z? — 1) = 3x? — 3 é preciso
somar —4x + 3 para recuperar o numerador original. Obtemos o resultado final:

2t — 43 —4 3
x % + 22 _ 9?2 4r 434+ T +
2 —1 21

Exercicio 9. Reescreva as seguintes fraccoes como soma dum polinémio com uma fracgao
propria.

2 6_ 3_ 4_
(a) %55 (c) 25 () 5o (8) =51

5 3_ .2 7_2.5 4_o,2 4_
(b) (1) (1) 2t ) s
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4.4.2 Factorizagao de polinémios

O segundo passo assenta num resultado ja conhecido: se um polinémio P satisfaz P(a) = 0,
entdo P(x) = (z — a)P*(z) para algum polinémio P*(z). A determinacao de P*(z) pode
ser feita ou recorrendo ao algoritmo anterior, pela regra de Ruffini ou pela aplicacao de casos
notaveis da multiplicacao de polinémios.

Exemplo.

1. Para factorizar 2% — 1 basta observar que se trata dum caso notdvel da multiplicaciao de
polinémios: 2?2 —1 = (z + 1)(z — 1).

2. Da mesma forma, 2% + 2z + 1 = (x 4+ 1)%

3. Para factorizar 22 — 4z + 3 pode-se usar a férmula resolvente para determinar as suas
duas raizes: 1 e 3; entao o resultado acima garante que 2% — 4z + 3 = (z — 1)(z — 3).

4. O polinémio x? — 4 + 5 nao tem raizes reais, pelo que ja esté factorizado.
5. Para factorizar 2* — 1, comeca-se por observar que ¢ uma diferenca de quadrados, donde
z* —1= (22 +1)(2? — 1). O primeiro factor ndo tem raizes, o segundo ja factorizdmos

atrds. Entao 2! — 1= (22 +1) (z + 1)(z — 1).

6. Para factorizar z3 4+ 522 + 42 comeca-se por por x em evidéncia e depois procuram-se as
raizes do polinédmio de segundo grau resultante, para obter 2°+ 522 +4x = z(z+1)(z+4)

E importante salientar que em geral determinar as raizes de um polinémio nao é um pro-
blema simples, havendo uma férmula resolvente apenas para polinémios de grau até 4.

Exercicio 10. Factorize os seguintes polinémios.

(a) 2%+ 2 (d) 2 —2? -z (g) 323 —2x
(b) 2° + Ta® — 22 (e) 2 +1 (h) 4z* + 323 — 22
(c) 2 —1 (f) 322 —z+2 (i) (2% —4x) (2% + 4o + 4)

4.4.3 Decomposicao de fraccoes proprias

Passemos agora ao terceiro passo. O interesse de factorizar o denominador Q(x) é o facto de,
numa fraccao propria, ser sempre possivel escreve-la como soma de fracgoes com esses factores
como denominadores. Mais precisamente, é possivel demonstrar o resultado seguinte.

Teorema. Seja 553 uma fracgao prépria e Q(z) = (Q1(x))" x -+ x (Qn(x))"" a factorizacao
de Q(x). Entao ggg pode ser escrito de forma tinica como uma soma de fracgoes proprias cujos

denominadores sao os polinémios @;(x) com expoentes menores ou iguais aos que ocorrem na
factorizacao de Q(x).
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Embora o resultado geral seja dificil de escrever, na pratica é simples obter a decomposicao
usando o método dos coeficientes indeterminados. Essencialmente, este método permite obter
um conjunto de equagoes que permitem determinar os numeradores das fracgoes constantes da
decomposicao.

Consideremos em primeiro lugar o problema de decompor a fraccao %. O denominador
factoriza~se em (x+1)(z—1), pelo que as fracgdes obtidas na decomposi¢ao terao denominadores
(x+1) e (x —1). Uma vez que estas frac¢oes sao proprias, os seus numeradores terao de ser

constantes, o que significa que

—49:+3_ A n B
2—-1 z+1 z-1

para determinados A e B. Multiplicando esta equagao por (x + 1)(z — 1), obtém-se a relagao
—4dr+3=Ax—-1)+B(zx+1)=(A+B)z+(-A+B).

A partir daqui é preciso encontrar duas equacoes que permitam determinar os valores de A
e B. H& muitas formas de o conseguir; uma hipdtese é atribuir valores a . A igualdade
—4x+3 = A(x+1)+ B(xz — 1) sugere tomar z = —1 e z = 1, j& que estes valores anulam uma
parcela do segundo membro; obtém-se as equagoes seguintes.

7
r=-—1 7=-2B - B:—§
1
r=1 —1=2A — A=—§
Entao
—4x+3 —% —%
= +
2 —1 r+1 x-—1
donde

1 7
:—§log|a:+1|—§log|:c—1\+0

Vejamos mais alguns exemplos semelhantes.

Exemplo.

. ~ 213, . .
1. Consideremos a fraccao %. O denominador factoriza-se como

? —dr =z (2 —4) = z(z — 2)(z + 2),

pelo que
2243z —1 A B C

_'_
3 —4x r rT—2 x+2
ou, eliminando os denominadores nesta equagao,

)

2 +37 — 1= A(r — 2)(x + 2) + Bax(z +2) + Cax(z — 2).
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Avaliando esta expressao para z = 0, x = 2 e x = —2 obtemos as trés equagoes seguintes.
3
r=—2: —3=8C = = —3
1
x=0 —1=—4A = A= 1
9
xr =2 9=28B = B = 3
Entao . 0 5
22 +3x—1 _ 1 n 8 —3
x3 — 4w r x—2 x+2

donde

?+3r—1 : 2 —3
T T e [ 8 L T8 g
/ 3 — 4dx . /x+x—2+x+2 .

_1 dw+9/ dx 3/ dx
4 ) x 8) x—2 8) x+2

1 9 3
:Zlog]x\—i—glog\x—%—glog]x+2]+0

. ~ 3_ . ,
2. Consideremos agora a fraccao M&W' Aplicando a férmula resolvente, encon-
tramos as raizes r = 2 e x = 3 para o primeiro polinémio do denominador, enquanto o

segundo é um caso notavel. Entao

213 — 1 213 — 1

(x2=5x4+6)(22—-1) (r—2)(x=3)(x—1)(z+1)
A4 B C D
_$—2+$—3+l‘—1+1’+17

ou, eliminando os denominadores nesta equacao,

20° —1=A(x = 3)(z — )z + 1)+ Bz = 2)(z — 1)(z + 1)+
+Cx—=2)(x=3)(x+ 1)+ D(x—2)(x —3)(x —1).

Avaliando esta expressao parax =3, x =2, v = 1 e x = —1 obtemos as quatro equacgoes
seguintes.
1
r=—1: -3 =-24D — ng
1
r=1: 1=4C —= C= 1
r=2: 15=-3A — A=-5
53
r=3: 53 =8B = =3
Entao

/ 223 — 1 p 5/ dz +53 dx +1/ dz +1/ dx
r=— — - -
(22 = bz +6) (22 —1) r—2 8 ) x—-3 4)z—-1 8) z+1

53 1 1
:—5log|x—2|—|—§10g|9c—3|+Zlog|x—1|—l—§10g|x+1|+C’
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Exercicio 11. Primitive as seguintes fungoes.

2z 2242z 1 341
(a) 7% (b) mrre (©) eDE—E= (&) T=owrm

Havendo polinémios de segundo grau irredutiveis (sem raizes) na decomposicao de Q(x),
h& apenas um cuidado a ter: o numerador duma fracgao propria com esse denominador é em
geral um polinémio de primeiro grau, e nao uma constante. Assim, para primitivar m
comega-se por factorizar o denominador: a3 +2? +x = z (2% + z + 1), e este tltimo polinémio
nao tem raizes. Entao

1 A Bx+C

) _|_ —
wvd+ael+xr o 22+ax+1
para determinados valores de A, B e C.
Tal como atras, comecamos por eliminar denominadores, obtendo

1=A(2"+2+1)+ (Bz+C)x.

Novamente, atribuindo a z o valor 0 obtém-se A = 1. Para obter os valores de B e C' ¢
necessario encontrar mais duas equagoes. Uma hipdtese é dar novos valores a x; porém, nao ha
valores que anulem mais termos. Embora seja perfeitamente vidvel escolher outros valores (por
exemplo, x = —1 e x = 1), ha outra forma de proceder. Desenvolvendo a expressao anterior e
agrupando os termos em z e 22, obtém-se

1=(A+B)2*+ (A+C)z + A.

Para que esta equacao seja verdadeira para todos os valores de x, é necessario que os coeficientes
das poténcias de x coincidam; ou seja, o coeficiente do termo independente do lado esquerdo (1)
tem de ser igual ao do lado direito (A), donde A = 1; o de z* do lado esquerdo (0) tem de
ser igual ao do lado direito (A + B), donde B = —1; e analogamente para o coeficiente em z,
donde também C' = —1. Tem-se entao:

/ 1 J /1+ —x—1 J
——dr = | -4+ — dzx
3+ a2+ x 224+z+1
1 1 2 1 1 1
:/—da:——/de——/—dx
T 2 ) x2+x+1 2 ) x2+x+1

1 3 20+ 1
:log|x\—§log‘x2+x+1|—%arctan( vt >+C

V3

onde a primitiva da ultima parcela é semelhante a calculada no iltimo exemplo da p. 208.
Vejamos outro exemplo semelhante.

e ey 2 _
Exemplo. Calcular as primitivas de 2-422=5.

Factorizando o denominador, obtemos
t—1=(2"+1) (- 1) = (" +1) (@ + 1)(z—1).
Entao

3$2+2$—5_A[E—|-B+ C . D
| o241 r+1 x—1°
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Eliminando denominadores obtemos a relagao
30 +2r —5=(Az+ B)(z+1)(z—1)+C (2*+1) (z = 1)+ D (2> +1) (z + 1)

donde se obtém as seguintes relagoes.

r=-—1: —4 = —-4C = C
=1: 0=4D - D=0

xr=0: —-5=-B-C+D = B =4
(z%) : 0=A4+C+D = A=-1

Tem-se entao

/3x2+2x—5d /—x+4+ 1 p
—  dx = x
4 —1 241 x+1
—x 4 1
— d d d
/:U2+1 x+/x2—|—1 x_l_/a:—i—l o

1
= —ilog‘xz + 1| 4+ 4arctan(z) + log |z + 1| + C'.

Exercicio 12. Primitive as seguintes funcoes.

22— 2291 x2—2x
(8) S ) T (c) 2ot

O unico caso que falta considerar é o caso em que ha factores repetidos na factorizacao de
Q(z). Neste caso, na decomposigao podem surgir parcelas com todos os expoentes menores
que o que ocorre na factorizagdo de Q(z), mas sempre com numeradores do mesmo grau.

. e e 2 . .
Consideremos o problema de primitivar m O denominador factoriza-se como

4+ 20° + 2% =27 (¥ + 20+ 1) = 2% (z + 1)%,
em que os polinémios x e 4+ 1 aparecem ambos com expoente 2. Entao, na decomposicao da

fraccao, cada um destes polinémios podera ocorrer em denominador com expoente 1 ou 2, mas
sempre com numerador constante (pois sdo polinémios de grau 1). Ou seja:

%+ 2 Al A B, By
=+ + - ,
4223422 . 22 x+4+1 (z+1)?
onde usamos A; e A, para salientar que ambas as fracgoes provem do mesmo termo da factor-
izacao, e analogamente para By e Bs.
O procedimento a partir daqui é semelhante: eliminamos denominadores, obtendo

2?2 +2=Ax(x+1)* + Ay(z + 1) + Biz?(z + 1) + Bya?

e atribuindo a x os valores 0 e —1 determinamos valores de duas incognitas. Para as restantes,
podemos comparar os coeficientes de = e 23 nos polinémios da esquerda e da direita.

r=—1": 3= DBy — By =3
r=0: 2=A, — Ay =2
(x) : 0=A; +2A, — A =—4
(%) : 0=A4A,+5B = By =4
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Agora é simples primitivar a funcao.

/ 2+ 2 / 4 . 3 d
— = i
x4+2x3+x2 x2 r+1 (z+1)?
2 3
= —dlog|z| — = +41 |- —— +C
og || I—l— og |z + 1| +1+
1 2 3
=4log Tt ‘———l— +C.
r x+1

O caso em que aparecem polindmios de segundo grau com expoente superior a 1 na fac-
torizagao de @(x) é um pouco mais complicado (embora também seja primitivavel) e ndo sera
considerado nesta exposi¢ao.

Exercicio 13. Primitive as seguintes fungoes.

34222421 —2x3+x2—4z+5 3z+1
(a) x24+2x+1 (b) (z2+1) (22 —22+1) (C) (z2—4)(2242z)

4.5 Primitivacao por substituicao

Perante uma funcao que nao é claramente a derivada de outra, é necessario recorrer a técnicas
especificas de primitivacao. A primeira destas técnicas é bastante simples e repete uma ideia
que ja encontramos a propédsito do célculo de primitivas imediatas.

Recorde-se que, para primitivar por exemplo cos(x)sin®(x), comecdmos por identificar
cos(z) como sendo a derivada de sin(x) para concluir que estamos perante uma aplicagao da re-
gra de derivagao da fungao composta. Explicitamente, tomando y = sin(z), temos Z—g = cos(z),
donde dy = cos(z) dz — e uma vez que a expressao cos(z) dz j& ocorria em [ cos(x)sin®(z) dz
era facil prosseguir.

A ideia do método de primitivagao por substituicao é aplicar o mesmo raciocinio mesmo
quando a derivada z nao ocorre na expressao a primitivar. De facto, temos sempre escrito 0
diferencial de y em termos do diferencial de z, mas é possivel (calculando a derivada & ) obter

[ @ s = [ o)) d
onde se tomou x = g(y).

Na primitivacao por substituicao, é tradicao usar-se a letra t para a nova variavel, por
analogia com situacoes mais complexas que serao estudadas em disciplinas posteriores. Assim,
a partir de agora seguiremos essa convencao, pelo que a relacao anterior devera ser escrita

o [ @ de = [ ra®)g o) at

Esta férmula tem varias justificagoes relativamente intuitivas. Para além da que ja ap-
resentamos, baseada na regra de célculo, ha outra explicacao que decorre directamente da
definigao de primitiva: se F' é uma primitiva de f, entdo a derivada de F'(z) é f(x) (definigao

a rela(;ao mversa e escrever
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de primitiva) e a derivada de F(g(t)) é f(g(t))g'(t) (regra da cadeia). Assim, ao primiti-
var a tltima expressao encontramos precisamente F'(g(t)), pelo que desfazendo a substituigao
podemos recuperar a expressao da fungao pretendida F'(z).

H& ainda uma interpretacao geométrica desta formula que nao apresentaremos aqui.

Vejamos alguns exemplos de aplica(;éo deste método. Comecemos por considerar o problema
de calcular as primitivas de 61—1 Uma vez que esta funcao nao é uma primitiva imediata,
podemos pensar em tomar ¢t = e® para simplificar a sua expressao. Entao, x = log(t) (ou
seja, na terminologia usada acima, g(t) = log(t)), donde dz = %. A primitiva calcula-se agora
facilmente pelas técnicas ja conhecidas.

1 11 11
do= | —-dt= [ — —~dt
e —1 t—1t t—1 t

t—1
—|+C
2k

=log|t — 1] —log |t| + C = log

Esta expressao estd em fungao da variavel ¢ e nao da varidvel z. O passo final é desfazer a
substituigao, ou seja, substituir ¢ pelo seu valor (e”), obtendo-se a primitiva

CC

-1
+C.

log
ev

Da mesma forma, para primitivar xv/z — 1 podemos comecar por definir v/x — 1 =t para
eliminar a raiz quadrada da expressao a primitivar. Resolvendo esta ultima equacao em ordem
a x, obtém-se x — 1 = t2, donde = = t*> + 1 e portanto dz = 2t dt. Entao

/x\/x—1dx:/(t2+1)t2tdt:/2t4+2t2dt

200 213 2 5 2 5
= — +C = —1)2+=(x—1)24+C.
: + - 3 F —(r—1)2+ 3 (x—1)2 +
Um raciocinio semelhante permite-nos calcular as primitivas de % Tal como atrés,

nao nos encontramos perante uma primitiva directa. A expressao da funcao sugere, contudo,
que usemos a substituicao log(x) = ¢, que equivale a x = €'. Entao dx = €' dt, donde

/ﬁglnd@" /eta—le‘” [

Observe-se que poderiamos ter chegado mais rapidamente a esta expressao escrevendo dt em

funcao de dz: de log(z) = t conclui-se que j—fc = %, ou dt = df (a semelhanga do que fizemos

no célculo de primitivas imediatas). Uma vez que o termo df OCOrITe Nna expressao a primitivar,
poder-se-ia ter efectuado a substitui(;éo dessa forma.

A partir da identidade — =1+ = chegamos rapidamente a primitiva
1
—dt /1+—dt:t+log|t—1|+0
t— t—1
e, desfazendo a substituicao, encontramos a resposta
log(x) + log|log(x) — 1| + C'.

O verdadeiro potencial do método de substituicao surge quando usado em conjugacao com
outros, em particular em combinagao com as técnicas de primitivacao de funcgoes racionais,
que nos permitem primitivar facilmente qualquer fungao racional de e”, log(x) ou de sin(z) e
cos(x).
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Exemplo.

. . o . eQz
1. Determinar as primitivas de @)@

Uma vez que ocorrem diversas exponenciais nesta frac¢ao, é natural usar a substituicao
e” = t. Tem-se e** =12, x = log(t) e dv = %, donde

e’ 2 1
/(er—1)(ew+1) dx:/(tQ—l)(t+1)¥dt
- t dt
o e i

1)(t+1)
O denominador desta fraccao factoriza-se em (t* — 1) (t + 1) = (¢t — 1)(¢t + 1)?, donde

t A By By

E-D+D) =1 141 G+ip

t=At+1>+Bi(t+1)(t—1)+ Byt — 1).

Tomando t =1,t = —1 e t = 0 obtém-se os valores de A, By e Bs.

1
t:_l: _1:—2B2 — B2:§
1
t=1: 1 =44 — A=y
1
tZO OZA—Bl—BQ — Bl:_z

Entao

1 _1 1

_ 4 4 2 dt
/t—1+t+1+(t+1)2
1 1 1 1 1

=— | —dt—— | —dt+ - | —— dt
4/ t—-1 4 ) t+1 +2/(t+1)2

1 1 1 1
:Zlog|t—1]—zlog\t—l—1|———+0

2t+1
11 le” — 1| 11 (e"+1) +C
= —logle® — 1] — = log (e —
1% 18 2" 1 2
1 e’ —1 1
=-1 — C
40g ew+1‘ 2€f’f+2+
2. Consideremos de seguida o problema de determinar as primitivas de % Aqui
a substituicdo t = sin(x) nao é muito simples de utilizar, uma vez que a expressao

a primitivar envolve senos e cosenos; a técnica usada consiste em comecar por dividir
o numerador e o denominador da fracgdo por cos(x), por forma a obter constantes e
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tangentes, e depois aplicar a substituicdo ¢t = tan(z), donde x = arctan(t) e portanto

_ _dt
dr = 142 -

sin(x) cos(x)

/sin(:v) - COS(I’) do :/ cos(z)  cos(z) dy — / tan(x) -1 dr

sin(z) + cos(z) sin(z) | cos(z) tan(z) + 1

cos(x) cos(zx)
t—1 1

- [ired
t+ 11+ ¢

Novamente, o denominador desta fracgao factoriza-se em (¢ + 1) (1 + ¢2), donde

t—1 A +Bt+0
t+D)(1+12) t+1 241

ou
t—1=AE+1)+Btt+1)+Ct+1).

Tomando t = —1,t =0 et = 1 obtém-se os valores de A, B e C.

t=0: —-1=A+C —= C=0
t=1: 0=2A+2B+2C - B =

Entao

sin(z) + cos(x) TS T +1

/sin(x) — cos(x) g -1 t 0

1
= —10g|t+1|+§log}t2+1{ +C
= —log |tan(z) + 1| + log | cos(z)| + C

cos(z)

— log |—2Y)
°8 tan(x) + 1

REC

1
cos?(x)

usando a identidade trigonométrica tan?(z) + 1 = e propriedades dos logaritmos.

Exercicio 14. Primitive as seguintes funcoes.

(a) e (b) €27 4237 (C) sin(x)—cos(x)

1+e® 1—e® sin(x)—2 cos(z)

Outra situacao frequente é o caso de fracgoes em que ocorrem diferentes poténcias nao
inteiras de x. Aqui, uma substituicao adequada permite transformar todas as poténcias em
poténcias de expoente inteiro, reduzindo o problema a um problema de primitivacao de fraccoes
racionais.

Por exemplo, considere-se o problema de primitivar Ve

x(lJr %)
1 1 : )
r =21 \/r =22 e Yr =125 O menor denominador comum daqueles expoentes é 6, obtendo-se

x:xlzx%:(%)ﬁ ﬁ:x%:w%:(%)g Vr=ux :(\6/5)2.

. Aqui, ocorrem as poténcias

Wl
ol

=X
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Tome-se entao /x = t, donde x = t% e dox = 6t° dt. Tem-se

NG / t3 5 / t?
— VT gy = 65 dt =6 dt
/x<1+e/§) S RS 112

1
—6/1—1_”2 dt = 6t — 6 arctan(t) + C
= 6y/z — 6arctan (v/z) + C

que, mais uma vez, nao seria simples de determinar por outro método.

Exercicio 15. Primitive as seguintes funcoes.

'z T2 Y
() (b) ¥ (©) v7o=

Para além destas situacoes, ha outras em que substituicoes menos ébvias podem conduzir
rapidamente ao resultado. Um exemplo tipico sao funcoes envolvendo a expressao v/1 — x2
(ou semelhante), que se primitivam usando a substitui¢ao = = sin(t). De facto, com esta
substitui¢do o termo v/1 — 22 reduz-se a /1 — sin(t) = cos(t), tomando ¢ no intervalo [—2, Z].

Por exemplo, para primitivar a prépria expressao /1 — 22 podemos tomar z = sin(¢), donde

dx = cos(t) dt. Obtém-se
/\/1 — a2 dr = / \/ 1 — sin®(¢) cos(t) dt
= / cos?(t) dt

1
= /§(COS(2t) +1)dt

sin(2t) ¢
= -+C
4 N 2 *

Para desfazer a substituigao, ha que ter em conta que sin(t) = x, pelo que cos(t) = V1 —z? e
t = arcsinz. Da relagao sin(2t) = 2sin(t) cos(t) obtém-se entao

in(2t t
/\/1—x2da::¥+§—l—0

sin(t) cos(t) ¢
e Wil VL
2 + 2 +
zv/1 — 22  arcsin(zx
= 5 + 5 (z) +C

primitiva esta que seria claramente dificil de determinar directamente.

Quando necessario, acrescentam-se os factores multiplicativos necessarios para conseguir
simplificar a raiz. Por exemplo, se a fungao a primitivar contiver v/4 — 22 toma-se x = 2sin(t)
para ter

Vi —a? = \/4 — 4sin?(t) = 2\/1 — sin?(t) = 2cos(t) .

Outro tipo de substituigao pouco evidente pode ser usada para calcular as primitivas

e ﬁ (um exemplo do caso de primitivacdo de fungdes racionais que nao discutimos

Apontamentos de Analise Matematica I



220 CAPITULO 4. PRIMITIVACAO

atras). De facto, tomando « = tan(t) a fungao primitiva-se quase imediatamente: uma vez que
dr = (1 + tan?(t)) dt, temos

/ﬁdmz/(tan;(tan() )dt:/mdt

1 cos t  sin(2t)
(1) = dt —_—
/ cos” / 5 3 + 1 +C
ar

_arctan(m) sin(2 ctan( ) LC

onde se usou a identidade trigonométrica tan®(t)+1 = m (note-se que s@o as duas expressoes
mais frequentemente usadas para a derivada da tangente).

Em geral, para primitivar fungoes da forma m usa-se a substitui¢ao r—p = g tan(t).
Esta substituicao também é 1til para calcular primitivas de fungoes onde ocorrem termos

com /1 + 22 ou similares, devido mais uma vez a identidade 1 + tan®(z) = ﬁ(w) Assim,
temos por exemplo

/mdx—/\/l—i-tan (1+ tan®(t)) dt = /#?’(t)dt
/%d/ﬁd/ﬁd

onde x = tan(t) e y = sin(t).

Uma vez que (1 —y%)" = (1 —y)(1+1))* = (1 - y)*(1+y)* = (y — 1)*(y + 1)?, podemos
escrever a funcao integranda como

Al AQ Bl B2
+ -+ + -
y—1 (y—-1?2 y+1 (y+1)

donde se obtém, eliminando denominadores,

1=Ay—Dy+1)"+Ay+1)°+Bi(y+1)(y—1)>+ Ba(y — 1)*.

Tomando y = £1, y = 0 e y = 2 obtém-se os valores destas constantes.

y=1: 1 =44, . AQZle
y=—1: 1 =4B, . B2_;;
y=0: 1= A+ A+ B + By = B-A=j
y=2: 1=9A, +9A5 + 3B; + B> — 3A1+B1=—%

donde 4; = —% e By = 1.
Entao

1 1 1 1 1
/1+ 2d I/—d :/ 4 4 + 4 + 4 d
/ o (1—y2)? ’ y—1 ( —12 Tyt @

Yoy — 1) = — frogly + 1) — ——
— — 10 — — O —
1 81y y—1 " o8l e
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Vamos tratar esta expressao em pedagos. As parcelas —log|y — 1| 4 log |y + 1| podem ser

reescritas como log z%} ou, trocando o sinal da expressao dentro do médulo, como
1+y (1+y)?
log | ——=| = log |———=-| ,
gl—y‘ gll—ﬁ

multiplicando esta frac¢do em cima e em baixo por 1+y e simplificando. Substituindo y = sin(t)
obtemos, tendo em conta a relagao 1 — y* = cos?(t),

(1 + sin(t))?

1
©8 ‘ cos?(t)

Uma vez que log (a?) = 2log(a), podemos simplificar esta expressio obtendo

1 + sin(t)
cos(t)

1
=21 — + B .
’ Og‘cos@+ a““‘
1

Como x = tan(t), sabemos que ol = V/1+ tan?(t) = v/1 + 22, donde esta tiltima expressio

se reduz a
210g‘x+\/1+x2

As duas outras parcelas geram

1 1 2y 2y

y—1 y+1  g?—1 1-¢

Substituindo y por sin(t) (e portanto 1 — y* = cos®(t)) obtemos

= 2zV1 + x2

apos desfazer a substituicao = = tan(t), com as mesmas observacoes de atrés.
Juntando estas duas expressoes obtemos

1 1 1
/\/1+x2dx:1(—1og|y—1|—yj—l—log|y+1|——)

y+1
1
:Z<210g‘x+\/1+x2 +2x\/1+x2)
1 1
zélog‘x—i—\/l—{—xz +§x\/1+az2.

Exercicio 16. Primitive as seguintes funcoes.

(a) V1 —a? (c) = () o= (8) Zrmp

Vai—z2° (z2-2)° (22 —-22)
N ) 22 16 24 —222
(b) (d) A== ®) @y (h) &y

Existem outras substituicoes comuns para outras situagoes, que poderao ser encontradas
em livros de referéncia sobre primitivacao.
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4.6 Primitivacao por partes

A 1ltima técnica de primitivacao que vamos abordar destina-se a permitir o calculo de primi-
tivas de produtos de funcoes e assenta na regra de derivacao do produto:

(f(@)g(x)) = f'(x)g(z) + f(2)g'(x).

Passando um dos termos do lado direito da equacao para o lado esquerdo, obtemos a relacao
seguinte.

(f(2)g()) = f(2)g'(x) = f'(x)g(z)

Esta relacao implica que se pode obter uma primitiva da fun¢ao do lado direito primitivando
a fungao do lado esquerdo. Ora esta é composta por duas parcelas; a primeira tem como
primitiva precisamente f(z)g(x). Obtém-se entao a regra de primitivagdo por partes:

/ f(@)g(@) dz = f(z)g(z) - / )/ () e

Observe-se que, por simetria, também se poderia escrever

/ f(@)g (2) de = f(2)g(x) - / F(@)g(x) de.

Ambas as formas sao equivalentes — o produto de funcoes é comutativo — mas na pratica é
mais simples chamar f a primeira funcao e g a segunda, independentemente de qual delas vai
ser derivada.

A regra de primitivacao por partes requer algum cuidado na sua aplicacao, ja que pode
tornar o problema a resolver bastante mais complicado. Antes de mais, convém garantir
que nao estamos perante uma primitiva imediata — ja que nesse caso o problema se resolve
directamente. Em segundo lugar, a regra so é aplicavel em situacoes em que estamos perante
um produto de duas fungoes, uma das quais é uma primitiva imediata: a expressao a primitivar
tem de ser da forma f’(x)g(x). Finalmente, a primitivagao por partes nunca rseolve problemas
de primitivacao — simplesmente transforma-os noutros que, idealmente, sao mais simples de
resolver.

Por norma, um bom indicador de que a primitivacao por partes pode ser um bom caminho
a seguir é a existéncia dum factor que se simplifica por derivagao. Sao exemplos disto os
polinémios, os logaritmos e as fungoes trigonométricas inversas. De seguida veremos exemplos
de todas estas situagoes.

H4 varias situagoes caracteristicas do uso de primitivacao por partes, que discutiremos na
sequéncia. Cada uma tem algumas particularidades, pelo que convém discuti-las com algum
detalhe.

4.6.1 Produtos por polinémios

O caso paradigmatico da primitivacao por partes diz respeito a situacao em que a fungao a
primitivar é o produto dum polinémio por uma primitiva imediata (tipicamente uma fungao
exponencial ou trigonométrica). Nestes casos, a fungao polinomial simplifica-se por derivacao,
pelo que devera ser a escolhida para derivar.

[lustremos esta situacdo com o calculo das primitivas de xe®. Vamos tomar f(x) = x
e ¢'(z) = e*, donde se tem f'(x) = 1 e g(x) = e”. A aplicagdo da regra de primitivagao
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por partes, com anotacgoes que devem ser auto-explicativas, permite calcular facilmente esta
primitiva da forma seguinte:

f e dx:f e —/; e’ dr=uwe’—e"+C=(r—-1)"+C.
g g g

Vejamos alguns exemplos do mesmo estilo.
Exemplo.

1. Para calcular [ zcos(z) dx escolhe-se novamente f(z) = z, ¢’(x) = cos(x) e procede-se
como antes.

/ x cos(x) dr = xsin(r) — / Isin(x) dz = zsin(z) + cos(z) + C'.
!
g/

2. Para calcular [ z%e™" dz temos de aplicar primitivacao por partes duas vezes.

/\xf/a dr = x* (—e_x) - /2;1: (—e_x) dx
f !

g

= —xze’”—i-/ 2z e % dx
\f,./\,./
g/

= —ae " 422 (—e ") - /2 (—e™") dx

=22 — e — 27"+ (O = — (x2 + 2z + 2) e+ 0

3. Para calcular [ (2% + 3z)sin(4z) dz o raciocinio é novamente semelhante.

/ (2% + 335)&1(@(13; = (2% + 32) (—COSELM)) — / (22 +3) (—w) dx

! g

243 2 3
e cos(4x) —I—/ v cos(4x) dx
4 4

vV g/
f
243 2 3sin(4 1sin(4
_ =z 44— xcos(llx)—l— x;r smim)_/asmix) i

2 2 4
_ s cos(4x) + T3 sin(4x) + 008;2 ?)

4
2424 1
JSeT A sin(4z) + C

20 4+ 3
= et 4
5 cos(4x) +

+C

Quando o polinémio surge multiplicado por um logaritmo ou uma func¢ao trigonométrica
inversa, contudo, deve ser escolhido como funcao a primitivar e nao a derivar. A razao para
isto ¢ simples: por um lado, nem os logaritmos nem as fungoes trigonométricas sao directa-
mente primitivaveis; por outro, sao fungoes que derivadas dao fungoes racionais (ou que sao
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transformaveis em fungoes racionais por substitui¢ao), pelo que a primitivagao por partes gera
sempre uma funcao que sabemos primitivar.

Vejamos como calcular uma primitiva e xlog(x). Conforme dissemos, vamos escolher
f'(z) = z e g(x) = log(z), tendo portanto f(z) = L e ¢/(z) = 1. Temos entdo

2 2 1 21 21 2
/ x log(z) dr = %log(w)— % - dx:%g(x)_/gdx:%g(:p)_%_ko
g/

ou, simplificando a ultima expressao,

/:Ulog(;v) dr = x2(2logi:c) ) +C.

Um exemplo um pouco mais complexo, porque requer o recurso as técnicas estudadas atras,
diz respeito a primitivagao de x arcsin(z). Novamente, vamos primitivar o polinémio e derivar
o arco de seno.

/ in(x) d x? in(x) /x2 1 x arcsin(x /
x arcsin(z) dr = = arcsin(z) —
- 2 2 m m

fl g

Vamos calcular separadamente a primitiva que ocorre nesta ultima expressao. Uma vez que
nela ocorre a expressao v/'1 — 22, vamos recorrer a substitui¢io « = sin(t), donde dx = cos(t) dt.

z? sin? 9
/\/1_7:62 / cos(t ) dt = /Sln (t) dt

(1= cos(2t) _t sin(2t)
= / 5 dt = 5 T4 +C
: : —
_ % B sm(t);os(t) Lo arcs;n(x) Y 12 gy

e portanto

/xarcsin(q;) dr = M . l arcsin(z) B xm 0
2 2 2 9
222 — 1 -
_ o arcsin(z) + @ 1O

E importante observar, contudo, que a mesma substituicao poderia ter sido aplicada logo a
funcao original. De facto, a presenca de arcsin(z) sugere que se tome arcsin(z) =t (e portanto
x = sin(t)), obtendo-se

/xarcsin(x) dx = /sin(t)t cos(t) dt

que se primitiva novamente por partes tomando f(t) =t e ¢'(t)) = sin(t) cos(t) — correspon-
dendo precisamente a escolha que fizemos na primeira resolucao do exercicio.

Da mesma forma, a primitiva de xlog(x) poderia ter sido calculada recorrendo & substi-
tuigao log(z) = t, donde x = €', obtendo-se

/mlog(:fv) dx = /ettet dt,
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funcao que depois seria necessario primitivar por partes. Neste caso, a substituicao revelou-se
um passo adicional que nao contribuiu para resolver o problema.

Em suma: o recurso a substituicao nao evita que se tenha de usar primitivacao por partes.
Assim, perante um produto que sugere que se primitive por partes nao é vantajoso comegar
por usar substituigoes.

Observe-se que os argumentos do logaritmo ou da funcao trigonométrica podem ser mais
complexos, sem contudo requerer maior nimero de aplicagoes da primitivacao por partes.

Exemplo.

1. Para primitivar (2% + 1) arctan(z), escolhe-se f'(z) = 2> + 1 e g(x) = arctan(z).

5 3
1
/ (;g2 + 1) arctan(z) dr = (% + x) arctan(x) — / (% - x> 2+1 du
7 9
5 3
= (% + x) arctan(z) — / % dz

xB—i— arctan(z) /x+ 20 d
==+ )arctan(z) — [ = T
3 3 22+1

3 x? )
= E—I—m arctan(m)—g—log{x +1‘+C’

2. Calcular as primitivas de (22 + 1) log |22 — 1].

Primitivando por partes, obtemos

/(x2+1)10g’x2—1‘dx:(x—3+x 10g}x2—1|—/(x—3+x> 2 dx
N N —— 3 3 :132—1

1! g

Para o célculo da ultima primitiva, basta observar (por exemplo decompondo em ele-

mentos simples) que
1 101 1
2—1 2\z—-1 a+1

donde
1 1 1 r—1
=—(1 -1 -1 1 =-1
/xZ_lda: 2(0g|:1c | —log|z+1|) +C 20gx+1‘+(]
e portanto
3 203 8x 4 T —
241)1 21| de = T 1 21— = - = — Zlog|m——|+C
/(x+ )og|x ‘x 3—|—x og‘:p | 9 3 30g 1 +
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Finalmente, ha algumas situagoes de produto dum polinémio por uma funcao em que se
consegue factorizar o polinémio para obter uma primitiva imediata em conjugacgao com a outra
funcao. Esta situacao ocorre frequentemente em funcgoes envolvendo radicais.

Por exemplo, para primitivar \/% pode-se factorizar 2° em 2322, obtendo-se assim uma

primitiva imediata.

x5 N 2 2
i — = I — = 234/ 3 _ 22/ 3
/ 1+x3d$ /xf 1+x3d$ 37 1+ /3:173 1+ 23 dx
————
g/
3
2

:2x3\/1+x3—g(1+x3) +C

3

Da mesma forma, para primitivar produtos de polinémios por exponenciais de poténcias
de = (ou fungoes trigonométricas destes argumentos) é necessario comecar por factorizar o
polinémio. E importante observar que, contrariamente aos casos simples de produtos de
polinémios por exponenciais (ou fungdes trigonométricas) de multiplos de x, fungdes mais com-
plexas deste tipo podem nao ser elementarmente primitivaveis. Outra forma de tratar estes
casos é comecar por efectuar uma substituicao para transformar o argumento da exponencial
(ou fungao trigonométrica) em ¢.

Exercicio 17. Primitive as seguintes funcoes.

(a) (z+1)e* ! (c) (z*+ 4z + 5) cos(2x) (e) (inz)Q
(b) 2zt (d) zsin?(z) cos(z) () %

4.6.2 Logaritmos e fungoes trigonométricas inversas

A primitivacao por partes pode também ser usada em situagoes em que nao é 6bvio que se esteja
perante um produto para permitir calcular primitivas de algumas fungoes que se simplificam
por derivacao. Os exemplos paradigmaticos sao o célculo das primitivas de log(x), arcsin(z) e
arctan(zx).

Consideremos primeiro o problema de calcular [log(z) dz. Vimos na secgao anterior que,
em produtos de polinémios por logaritmos, se resolve o problema primitivando o polinémio e
derivando o logaritmo. Ora, uma vez que log(z) = 1 x log(z), podemos aplicar esta técnica
tomando f'(z) =1 e g(x) = log(x):

1
/ y log(x) de = :jj log(x) —/x; dr = xlog(z) — / ldr =zxlog(x) —z+C
9 9

que é de facto uma primitiva de log(z).

Exercicio 18. Calcule as primitivas de arcsin(z) e arctan(zx).

A mesma técnica pode ser aplicada para calcular primitivas de logaritmos e arcos de tan-
gente (e nalguns casos arcos de seno) de polinémios de grau mais elevado.
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Exemplo.

1. Calcular as primitivas de log |z® + 4z|.

Vendo a expressao desta funcao como um produto por 1 e raciocinando como atras,

obtém-se
322 +4
/Ylog‘x?’—i-llx} dx:xlog’x?’vulx‘ _/Ix3—|—4x dx
g
322 + 4
:xlog|x3+4x‘—/x2+4 x
8
:xlog|x3+4x‘—/3—x2+4dx
:xlog’x3+4x‘—/3—x+dx
(5)" +1

= rlog |x3 + 435‘ — 3z + 4 arctan (g) +C

2. Calcular as primitivas de arcsin(3z + 2).

Tal como antes, vamos interpretar esta expressao como o produto de 1 pelo arco de seno.
Primitivando por partes, obtemos

3
arcsin(3x + 2) dx = x arcsin(3x + 2) — /m dr
g A_Z ( ) 1 — 3z + 2)?
4 g
= zarcsin(3z +2) — / (3x) (1 — (3z + 2)2)*% dx

= zarcsin(3z + 2) — / 1(1891; +12) (1 - (3z + 2)2)‘% —2(1—(3z+ 2)2)‘% dx

D

1 L2
= zarcsin(3z + 2) + 62 (1—(3z+ 2)2)é + 3 arcsin(3z +2) + C

2 1
= (x + §> arcsin(3z + 2) + g\/l —(Bzx+2)24+C

que ¢é a primitiva pretendida.

3. Calcular as primitivas de arctan (z?).

Pelo mesmo processo, obtemos

/ arctan (xQ) dxr = x arctan (1:2) — /:BQTJU dx
S @)+ 1
g

2 2
= g arctan (xQ)—/ 4i1 dx
T

O célculo desta ultima primitiva é um bom exercicio de primitivagao de funcoes racionais.
Comecemos por observar que

2
x4+1:x4—|—2x2+1—2x2:($2+1)2—(\/§x> :<x2—|—1—\/§x) <x2—|—1+\/§$>
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sendo estes dois polinémios irredutiveis. Entao

212 Az +B N Cx+ D
41 2242 +1 22—V2r+1

donde sai a relagao seguinte.

212 = Az <x2 — \/§x+1>—|—B <x2 —Vor + 1)+Ca: (:c2+\/§:1:+1>+D <x2+\/§x+1>

Podemos comecar por tomar z = 0 e © = /2. Para obter a quarta equacio, podemos

calcular o coeficiente em 3.

z=0: 0=B+D
r=12": 4=+2A+ B+5V2C + 5D
T=—V2: 4=-5vV244+5B—+20+D
(x?’): 0=A+C

A primeira e a ultima equagoes permitem escrever C' e D em termos de A e B; substitu-
indo na duas outras equagoes e resolvendo, obtém-se B=D =0e A = —\/75, C= ‘/75

O célculo do resto da primitiva deixa-se como exercicio, apresentando-se apenas o resul-
tado final.

/arctan (xz) dx = x arctan (132) + g log

x2+\/§x+1
22— 20 +1

1
+ NG <arctan(\/§ﬂ3 +1) — arctan(v/2z — 1)>

Exercicio 19. Primitive as seguintes funcoes.

(a) log (z?) (b) arctan(2z + 1) (c) log|L+ 1’ (d) arctan (v/x)

4.6.3 Produtos de exponenciais por fungoes trigonométricas

Outra situagao importante, que surge com alguma frequéncia em aplicacoes, é aquela em que se
pretende primitivar o produto duma fungao exponencial por uma trigonométrica (tipicamente
seno ou coseno). Aqui a técnica de primitivacao por partes nao simplifica o problema, ji que
ambas as funcoes mantém a sua complexidade com a derivagao ou primitivacao; porém, a troca
de sinal na derivagao (ou primitivacao) das fungoes trigonométricas permite que se reduza o
calculo da primitiva a uma equagao linear.

Vejamos como se pode proceder desta forma para primitivar e” sin(x). Tipicamente, opta-
-se por primitivar a exponencial porque nao tem trocas de sinal; ou seja, toma-se f'(x) = e”
e g(x) = sin(z). Tem-se entao

/ e’ sin(z) dr = _e° sin(az)—/ e’ cos(z) dx
—~— ~— ~—

f’ g f g f g/
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A primitiva que falta calcular é novamente o produto duma funcao exponencial por uma
trigonométrica; vamos aplicar novamente primitivacao por partes, mantendo a escolha feita
atras de primitivar a exponencial.

/em sin(x) dx = e sin(z) — / e” cos(zx) dx
~ ——

I’ g

= ¢e”sin(z) — \ef_/cos(a:) — /\ef_/(— sin(x)) dx

f g f g

= e%sin(z) — e” cos(z) — / e? sin(z) dz

Neste ponto parece que voltdmos ao problema inicial. Porém, assumindo que a fun¢ao e* sin(x)
¢ primitivdvel (veremos mais adiante que é de facto o caso), podemos ver a relagao

/er sin(x) dx = €” sin(z) — e cos(x) — /ez sin(x) dx

como uma equagao em que a incégnita é [ e”sin(x) dz. Explicitamente, chamando F'(x) a esta
funcao, a relagao acima pode ser escrita como

F(x) = e"sin(x) — e® cos(z) — F(x),

donde se obtém

2F (z) = €®sin(x) — e” cos(x)

e portanto
ea:

F(z) = E(Si () — cos(z)) .

Esta é uma primitiva de e”sin(x); para obter a expressao geral das primitivas desta funcao,
basta adicionar uma constante arbitraria, obtendo-se

e:E

/ez sin(x) dx = E(Si (x) — cos(z)) + C.

Esta técnica permite primitivar muitas fungoes desta classe (produto duma exponencial por
um seno ou coseno). Ha contudo duas observagdes importantes a fazer.

Em primeiro lugar, observe-se que se poderia ter chegado ao mesmo resultado invertendo
a escolha da funcao a primitivar, ou seja, derivando a exponencial e primitivando a funcao
trigonométrica. Em geral, opta-se por primitivar a exponencial para minimizar as hipéteses
de erros de sinais.

Em segundo lugar, é importante que a escolha de qual fungao derivar seja a mesma nas
duas aplicacoes da primitivacao por partes. De facto, se tivéssemos invertido a escolha no
segundo passo, irfamos essencialmente inverter todo o raciocinio inicial, chegando a relagao
[ e*sin(z) dr = [ e®sin(z) dz, da qual ndo conseguirfamos obter qualquer conclusao.
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Exemplo. Usemos a mesma técnica para calcular as primitivas de e 2**! cos(3x + ).

—2x+1 —2x+1
/62“1 cos(3x + ) dx = ‘ 5 cos(3x + ) —/ (—3sin(3z + 7)) dx
fV/ T T ;7
f f
1 3
- _56—2x+1 cos(3x + ) — 3 / e_jj"“ sin(3x + m) dz
g
1 3 6_233'1'1 —2x+1
= —56_2”1 cos(3x + ) — 3 5 sin(3z + ) — / 5 3cos(3z + 7) dx
—9 , —9 ,
—— ; —— M
f f
1 3 9
= —§e’2x+1 cos(3x + m) + Ze’”“ sin(3x + ) — 1 /62”1 cos(3x + m) dx

Note-se a importancia, neste exemplo, de passar as constantes para fora da primitiva para
obter a funcao inicial. Designando novamente por F(x) uma primitiva de e=2**1 cos(3x + ),
obtemos a equacao

1 3 9
F(z) = —56_2$+1 cos(3x + m) + 1—16_29”Jrl sin(3z + ) — = F(z)

4
donde
13 L oe 3 orti1
ZF(x) =—g¢ cos(3z + ) + 1€ sin(3z + )
e portanto
4 1 —2x+1 3 —2x+1 _;
F(z) = 3\ 3¢ cos(3x + ) + 1€ sin(3z + )
= —16_2‘”1 cos(3x + m) + ie_z’”1 sin(3x + )
- 13 13
donde

13 13

O mesmo raciocinio permite tratar o caso do produto de senos e/ou cosenos com argumentos
diferentes.

2 3
/e—2r+1 cos(3z +7) dv = ——e * T cos(3x + ) + —e F M sin(3x + ) + C.

Exemplo. Calcular as primitivas de sin(2z) sin(3x + ).

— 2 — 2
/sin(?m) sin(3x 4+ ) dx = w sin(3zx 4+ ) — / w 3cos(3x + m) dx
(S L N — —_——
f g 7 g 7 9

1 3
= ——cos(2z)sin(3zx +7) + = /cos(2x) cos(3x + ) dx
2 2 ) ~————-——

f! g
1 3 in(2 in(2
=-3 cos(2x) sin(3x + 7) + 3 w cos(3x + ) — / sm(2 7) (—=3sin(3z + 7)) dz
! J ! v

1 3
=—3 cos(2x) sin(3x + 7) + 1 sin(2z) cos(3x + ) + — [ sin(2z) sin(3x + ) dx

= | ©
—
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Designando por F'(z) uma primitiva de sin(2x) sin(3z + 7), obtemos a equagao

1
F(z) = ) cos(2x) sin(3x + ) + Z sin(2x) cos(3x + 7) + ZF(x)

donde 5 ] 5
—ZF(SL') =3 cos(2x) sin(3x + 7) + 1 sin(2x) cos(3x + )
e portanto
F(x) = g cos(2x) sin(3x + 7) — g sin(2x) cos(3x + )
donde

2 3
/sin(Q:v) sin(3x 4+ ) de = : cos(2x) sin(3x + 7) — = sin(2x) cos(3x + ) + C'.

Exercicio 20. Primitive as seguintes fungoes.

(a) ez sin (—z+ I) (b) % (¢) sin(z) cos(z) cos(3x)

4.6.4 Miscelanea

Para além destas situacoes tipicas, ha casos isolados em que é necessario recorrer a primitivagao
por partes. Para decidir qual das funcoes primitivar e qual derivar, ha uma mnemodnica simples:
deve-se derivar a primeira funcao que ocorre na sigla LIATE.

Logaritmos

Inversas de trigonométricas
Algébricas

Trigonométricas
Exponenciais

Claro que esta regra so pode ser utilizada no caso em que ambas as fungoes sao primitivaveis.
Vejamos alguns exemplos de aplicacao de primitivacao por partes.

Exemplo.

1. Calcular as primitivas de log?(x).

Aqui a situagdo é completamente simétrica, ja que a func¢ao é o produto de log(x) por
si prépria. Tomando f(z) = log(z) = ¢'(z), temos f'(z) = 1 e g(z) = z(log(z) — 1)
(calculada na pagina 226).

/log(x) log(z) dz = log(x)z(log(x) — 1) — / éx(log(x) — 1) dx
!

/

g

— 2log2(z) — xlog(x) — / log(z) dx + / da

= zlog*(x) — zlog(z) — z(log(z) — 1) + 2+ C
= zlog*(x) — 2xlog(x) + 22 + C
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2. Calcular as primitivas de y/z sin \/x.

Neste caso convém comegar por aplicar a substituigdo /x = ¢ para simplificar a fungao
a primitivar (embora se possa aplicar directamente primitiva¢ao por partes). Obtém-se
entdo x = t2, donde dx = 2t dt, e portanto

. - 2 .
/\/Esm\/E dr = / 2t* sin(t) dt
f g
= —2t*cos(t) — / —4t cos(t) dt
N~ N~
f g

= —2t%cos(t) — (—475 sin(t) — / —4sin(t) dt)
= —2t? cos(t) + 4t sin(t) — 4 cos(t) + C

= —2xcos /T + 4/rsin\/x — 4cos/x + C

Exercicio 21. Primitive as seguintes funcoes.

7

(a) el (b) cos(2z) log | tan(z)| (c) —=

T (d) sin(z)log |cos(z)|

As aplicagoes praticas da primitivacao sao diversas. No proximo capitulo discutem-se al-
gumas das mais importantes.

4.7 Exercicios

22. Mostre que a fungao F tal que F(z) = arctan (z?) é uma primitiva de f definida por

B 2z
142t

f(x)
Determine a primitiva de f que toma o valor 1 quando x = 0.

23. As funcoes definidas pelas expressoes seguintes sao todas primitivas imediatas. Calcule
as suas primitivas.

a) tan(z)log |cos(x j et%m 8) el
cos?(x) (x2+x)
(b) 2z + 10 (k) Cosg”(”em) (t) 5z + x?
sin(y/x)
(c) \f ) i_% (n) :L*Q—l—x\/_—%
((d; = (m) sin(3z + 1) (V)
€) ¥ T 2 S S— 24z
(f) &= ) (w) (22 +1)e™™
z4—1 T
(g) o+l (0) 3x cos (22?) (%) 2222+L2+6
z2 . .
() z(? 1)% P) = (v) (sin®(z) + sin*(z)) cos®(z)
1 cos(z)
(i) (log\ﬂi|+1)2 @ i:é;ﬁ (2) (1+sin(x))?
(I‘) cos?(x)
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24. Encontre fungoes satisfazendo as condi¢oes seguintes.

. { Flla)=3ve —1-2 fla)=e" © {f/(:v) = 2

f(2) =5 lim f(z) =2 f(-1) =1
/ a3 / _ 2x+4 / _ 1
(b) {f (LU) = 81n (‘T) (d) {f (J?) T x?44x-3 (f) {f (;C) ~ z(log|z)?
f(2m) =2 f(0)=0 fle) =1
25. Calcule as primitivas das seguintes funcoes racionais.
(a> Igj(i,ll) (d) (m%’;)z (g) 5;32:42;: (J) x;il;ig
(b) 5 () wimm (h) =4 (k)
N —xda?— x*+2x° 42?2z
(€) #% (f) 5 (i) == O e

26. Encontre fungoes satisfazendo as condigoes seguintes.

(f'(2) =35 (f'(@) = 345 (f'(2) = 15
(a) § Dy =]=9,+oc| (¢) { Dy =1, 400 () {D; =R
(f(1) =2 | Jim f(2) =3 L f(1) =0
2 ( 1/ _ z+5
(1@ = i () = =52 f1(e) = w5
(0) Dy =]t 4] (@) {Dy=]-1,+o0| (t) { dimf =R
(f(2)=0 L f(0)=3 | Jim f(a) =0
27. Use substituigoes adequadas para calcular primitivas das fungoes seguintes.
et log |z|)*+(log |z|)3
() 5 (0) e ©) v
(b) Wﬂ (d) 2*v/1 — 22 + 3arcsin(z) () 2—1

28. Encontre fungoes satisfazendo as condi¢oes seguintes.

fl@) = == f'(x) = cos /& (@) = 7=
(a) Df :]07+OO[ (b) Df = [O’ +OO[ (C) D(f) :]_\/57 \/ﬁ[
Jim f(z) =1 f(0)=3 f(0)=-1

29. Recorra a técnica de primitivacao por partes para encontrar primitivas das seguintes

funcoes.

(a) (2 + 2z +4)log|z| (e) (3z*+2)e” (i) xarctan(z)
(b) 2?log (2?) (f) cos (log |x]) () e (e” +x)
(c) 3% cos(x) (g) cos?(x) (k) 5 cos ()
(d) ze** ™! (h) (1_:]6;4)2 (1) 2zsin(z)
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30. Encontre funcoes satisfazendo as condi¢oes seguintes.

(

f'(x) = xsin(2z) (f/(w) = 2 (f'(2) = (2* + )
(a) DfZR (C) Df:R (6) Df:R
S (3) =0 | f(log2) = 1 f()=e
(') = b (f'(z) =log (a? + 1) ( /() = («* + 32) log(x)
(b) §Dr=]-35.5] (d) ¢ Dy =R (F) § Dy =10, 400
/(1) =0 f(1)=V3 f(1) =2
31. Calcule as primitivas das seguintes fungoes recorrendo a(s) técnica(s) mais convenientes.
(a) CoslZots). (m) 2 (tan®(z) + 1) (tan(z) + 1)
(b) log |ze” (n) iﬁi
(€) #n (0) 75
() 3Sin2(x)+258iinn(§f;)c<;f((zw))+30082(56) (p) = (1 + %) arctan(z)
(e) 5sin(r)tar?(x)—2sin(m)+3cos(x) <q> \/E 0g|l”
sin(x)—cos(z) 1
(f) 2 (1) G
(g) %+ () s
(h) zsin(2z2)e*" (t) (x+31)2
(i) (log|a])’ (W) 2
(G) *+ 3z —1 (v) (*+ 1) cos(x)
() W)
1) Zifi;“ (x) (sm (x )+sin4(x)) cos(x)
32. Encontre funcoes satisfazendo as condigoes seguintes, indicando o dominio em que estao
definidas.
W [[@=Fs ) [ =g 1 {70 =
F0) = -1 £(0) =2 F(0) =1
R A PR A o {F0="F
Flr) =1 F(0) =1 F(4) = —2
(© {f’(m) = \/ﬁﬁ ) {f’(x) = z3e” (m) {f’(a;) = ¢?* sin(3x)
f(1) =2 f(=1)=0 f(0) =
W {f’(x) = ) {f’(x) —ees(e) { f(w) =
fle)=3 f(log(m)) =2 f) =1
” {f’( ) = i {f’<x> =z (a? = 1)° n {f’(rc) = Trve
f=1) =0 1) =3 1) =—1
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33. Calcule as primitivas das

(a) 22;2111
(b) e
(c) 2x23+4
(d) =
(e) ze ™

21og|x\

()
(2)

—~

31’ — 5x) €e?

34. Calcule uma primitiva de

seguintes fungoes recorrendo a(s) técnica(s) mais convenientes.

(h) (2? 4+ 1) Va3 + 3z (0) 3xv/1 — z?arcsinz
. \/5_1
() Fo (p) 2V
o\ 42243242 z
(J) 342242 (q) a:(m-i——i)2
2
(k) x2+4z+4 (1") 3(log(x))2+2log(x)+3
(1) \[\/2:11 zlog(m)((log(m)) +1)x
2
(m) sin(z)ecs® (5) ==
(n) sin®(z) cos?(z) (t) cos*(x)
2+ 1 sin(3x) e’

35.

+ + .
Va3 + 3z 1+cos(3z) V4 —ex

(a) Primitive a fungdo f definida por

322+ 7
(22 +4) (22 —1)°

fz) =

(b) Calcule a primitiva F} de f que satisfaz F;(0) = 1.

(c) Calcule a primitiva Fy de f que satisfaz lim, ., F»(0) = Z

36. Determine a funcao f tal

R

que f"(r) =

m e o grafico de f passa pela origem, onde é

tangente ao eixo horizontal.

Apontamentos de Analise Matematica I



236 CAPITULO 4. PRIMITIVACAO

L. Cruz-Filipe e P. Engracia



Capitulo 5

Calculo Integral

Neste capitulo, vamos estudar o problema da determinacao de areas de figuras planas, formu-
lado em termos de dreas sob graficos de funcoes. Um dos primeiros resultados que teremos
oportunidade de demonstrar permite resolver este problema de forma sistemaética recorrendo ao
calculo de primitivas — ilustrando a importancia e utilidade do estudo que fizemos no capitulo
anterior.

O Calculo Integral tem, contudo, inimeras aplicacoes praticas que vao bastante além do
calculo de dreas. Nos exemplos ao longo do texto, mostraremos como muitos problemas do
dia-a-dia, de areas bastante distintas, podem ser formulados como problemas de calculo de
areas e resolvidos através dum integral.

5.1 Areas de figuras planas

Um dos problemas mais antigos da Geometria é a determinacao de areas de figuras, motivado
originalmente pela necessidade de dividir terrenos (por questoes de partilhas e herangas) cuja
forma nao era uma figura regular, devido quer a fenémenos naturais (como o serem limitados
por rios, por exemplo), quer devido a partilhas anteriores. Assim, ja desde a Antiguidade que
varios estudiosos se debrucaram sobre o problema de determinar areas de figuras regulares e
de construir figuras com determinadas dreas; alguns desses problemas ficaram célebres (como o
problema da quadratura do circulo ou o problema da duplicacao do cubo, ambos demonstrados
irresoliiveis no século XIX), outros tornaram-se parte da formagao basica do mundo ocidental
(como o célculo da drea dum quadrado, dum rectangulo ou dum circulo).

Nesta seccao vamos discutir o problema do calculo de areas de figuras limitadas por graficos
de funcoes, ou seja: figuras limitadas pelo eixo horizontal entre dois pontos a e b, pelas rectas
verticais © = a e x = b, e pelo gréifico de y = f(x) no intervalo [a, b], como exemplificado na
Figura 5.1. Para ja, exigiremos ainda que a funcao f seja nao negativa nesse intervalo, ou seja,
f(z) > 0 para todo o z € [a, b].

N

A area duma figura destas chamamos integral definido da funcao f entre os pontos a e b,

que denotaremos por
b b
/ f ou / f(z) dz.

A segunda notacao ¢é de longe a mais utilizada, nomeadamente quando estamos interessados
em efectuar cdlculos, sendo a primeira (mais sintética) itil em contextos mais teéricos. No
simbolo fa f(z) dx a varidvel x é, como habitualmente, um simbolo auxiliar para representar
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y=f(x)

yx

Figura 5.1: Figura plana limitada pelo grafico duma funcao.

o parametro da funcao — poderiamos escrever com o mesmo sentido qualquer das variantes

/abf(t) dt,/abf(y) dy ou mesmo /abf(*) ix

Para ja, nao nos vamos preocupar com a questao de saber para que funcoes é que faz sentido
falar de integral definido. Quando dermos uma definicao formal deste conceito, ficaremos em
condicoes de responder a esta pergunta.

A Figura 5.2 mostra algumas figuras deste estilo. Na figura (a), a fungao f tem a expressao

Ay
y=2-x* y=cos(x)
14
X
57 A
4
X
12 g

()

Figura 5.2: Exemplos de integrais definidos.

f(z) =2 — 22, pelo que a drea a sombreado pode ser denotada por qualquer das expressoes

/1 (2 —2?) dx,/ll(2—y2) dy ou /11(2_*2) d

1 —

enquanto a fungio f da figura (b) tem a expressao f(x) = 2, podendo a drea a sombreado ser

denotada por
2 2 2
/ ;U3d35,/ 3 dt ou / de .
0 0 0
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Na terceira figura, a expressdao da fungao f é f(x) = cos(x) e drea a sombreado pode ser

expressa como
/ cos(z) dac,/2 cos(w) dw ou / cos(z) dz.
— _% —

Em geral, seguiremos a pratica corrente e utilizaremos predominantemente as varidveis z e t
como variaveis mudas do integral definido; em casos particulares, contudo, poderemos recorrer
a outras notacoes que sejam mais adequadas no contexto.

NI}
[VE]

[ME]
[ME]

Exercicio 1. Escreva as areas das figuras abaixo como integrais definidos.

Ay Y=-X2HX+2 2‘\ y

2

14

X
: > 1
1 1
-1+
2 A 1 X

()

Se ¢ for um ponto em [a, b], entao o integral entre a e b é igual & soma dos integrais de f

em [a,c] e em [c,b] : , b
=Ll

De facto, nao estamos a afirmar senao que dividindo uma figura ao meio obtemos duas figuras
cuja area total é igual a area da figura original. Esta observacao, contudo, é 1til quando
a funcao f é definida por ramos: permite-nos escrever o integral de f como uma soma de
integrais, cada um definido pela sua expressao. Esta situagao estd ilustrada na Figura 5.3.

Ay

y=f(x)

\ e

Figura 5.3: Integral duma fungao com uma descontinuidade.
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Exercicio 2. Escreva as dreas das figuras abaixo como integrais definidos, tendo o cuidado
de separar a fungao que limita superiormente cada figura nos seus pontos de descontinuidade.

10{5 y 1-cos(x) 2‘\ Y 1-sin(x) A Ay
| | 3f
51 ) 11 21 &
1 y=10-x | 2/x
| | 1
T X i X / X
T T T 8 — _2'_'_[ T T T 0 T T T 21—[ T T T T T T T T T _—

5.2 Definicao analitica do integral definido

Até agora, o integral definido é simplesmente uma notagao. O préximo passo € ver como
podemos defini-lo formalmente e atribuir-lhe um valor — embora, como veremos mais tarde,
esta definicao nao nos forneca uma forma muito pratica de efectuar os calculos em situagoes
concretas.

Praticamente todas as técnicas de calculo de ares se baseiam no conceito de limite, recor-
rendo a aproximacgoes sucessivas. Por exemplo, os primeiros valores para areas de circulos
foram obtidas considerando poligonos regulares com cada vez mais lados (quadrado, pentégono,
hexdgono, etc.). A ideia é que, intuitivamente, quanto mais lados o poligono tiver, mais préxima
a figura geométrica esta do circulo e mais préxima ¢ a sua area da do circulo.

Para o célculo integral, a técnica que vamos utilizar é extremamente simples e recorre
unicamente a divisdo de figuras em rectangulos. A drea dum rectangulo (Figura 5.4 (a))é
extremamente simples de calcular: um rectangulo de base b e altura h tem uma &area b X h
— ¢é alias esta uma das motivagoes para introduzir a operacao de multiplicacao entre niimeros
reais. Se tivermos uma figura que nao seja um rectangulo, mas se consiga decompor em varios
rectangulos (Figura 5.4 (b)) também podemos calcular a sua drea somando as dreas dos vérios
rectangulos que a compoem.

O problema surge quando temos uma figura que nao se pode decompor em rectangulos.
Aqui, esta técnica nao nos permite calcular a sua area exacta; porém, se decompusermos a
figura aproximadamente em rectangulos, podemos obter um valor aproximado, que sera tanto
mais exacto quanto menor for a diferenga entre a figura e a sua decomposicao. Intuitivamente,
quanto mais pequenos forem os rectangulos, menor serd este erro (Figura 5.5).

Outra alternativa é cobrir a figura de rectangulos, obtendo uma aproximacao por excesso da
sua area. Neste caso, quanto mais pequenos forem os rectangulos, melhor serda a aproximagao
— mas agora o erro é por excesso (Figura 5.6).
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9
11
9| A=81 A=66 5
A=b.h h 15
I A=101
S| s 11 4
" A=55 ©
b S |7
(a) 3 6| A=54 <
9
(b)
Figura 5.4: Area dum rectangulo (a) e duma figura que se decompde em rectangulos (b).

e

Figura 5.5: Decomposigdo aproximada duma figura em rectangulos. Na figura (b), os
rectangulos sdo quadrados de lado 1 (e portanto de drea 1) e a figura contém 28 quadrados, pelo

que o valor da sua érea é aproximadamente 28. Nas figuras (c) e (d), os quadrados tém lado
respectivamente 3 le 5, sendo as suas areas é e 25; as aproximacoes contém, respectivamente,

343 e 1053 quadrados sendo o valor aproximado da area 38.11 e 42.12.

()

Figura 5.6: Decomposi¢do por excesso duma figura em rectangulos. Na figura (a), os
rectangulos sdo novamente quadrados de lado 1 (e portanto de édrea 1) e a figura é coberta
por 62 quadrados, pelo que o valor da sua drea é aproximadamente 62. Nas figuras (b) e (c), os

quadrados téem lado respectlvamente 1 el sendo as suas areas i e =; as aproximacoes contém,

5 9 €25
respectivamente, 443 e 1216 quadrados sendo o valor aproximado da area 49.22 e 48.64.
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Observe-se que os valores das aproximacgoes vao convergindo. A decomposi¢ao em quadra-
dos de lado % permite-nos dizer que a area da figura esta entre 42.12 e 48.64; tomando quadrados
(ou rectangulos) mais pequenos, obterfamos aproximagdes mais e mais precisas.

No caso duma figura limitada superiormente pelo grafico duma funcao, podemos fazer esta
divisao de forma sistemdtica. Comegamos por dividir o intervalo [a,b] em subintervalos; e
aproximamos em cada um deles o grafico de f por uma recta. Para que os rectangulos obtidos
estejam todos contidos na area a medir, a altura de cada um deles deve corresponder ao menor
valor de f nesse intervalo (Figura 5.7 (a) a (c)); para que contenham a drea a medir, a sua
altura deve corresponder ao maior valor de f nesse intervalo (Figura 5.7 (d) a (f)).

Figura 5.7: Aproximacao da area sob o grafico de f por rectangulos, obtidos dividindo o inter-
valo [a, b] em subintervalos e aproximando f por rectas. Neste caso, f(x) = 2—x? e o intervalo
é o intervalo [—1, 1]; na figura (a) os subintervalos tém comprimento %, na figura (b) tém com-
primento }1, e na figura (c) tém comprimento %. As dreas aproximadas sao, respectivamente,
2.75, 3.0625 e 3.23. Nas figuras (d), (e) e (f), os subintervalos tém os mesmos comprimentos,
mas as alturas dos rectangulos correspondem ao maximo de f em cada subintervalo, pelo que
os valores aproximados da area sao, respectivamente, 3.75, 3.5625 e 3.43. O valor exacto da
drea ¢ 4 ~ 3.33.
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Defini¢ao. Uma particao do intervalo [a,b] é uma sequéncia P = xg, 21, ..., x, de pontos tal
que a =19 <] < Ty < -+ < xp1 <z =b. O didmetro da particdo P, § (P), é o maior dos
valores x1 — xg, Lo — T1,...,Ly, — Tp_1.

Exemplo. Nos exemplos da Figura 5.7, as particoes utilizadas sao as seguintes.

P, =-1,-0.5,0,0.5,1
P, = —1,-0.75,—0.5, —0.25,0,0.25,0.5,0.75, 1
P.=—1,-0.9,-0.8,—0.7,...,0.7,0.8,0.9, 1

OdiémetrodePaéé(Pa):%,odePbéé(Pb):ieodePcéé(Pc):%,

Observe-se contudo que poderiamos ter escolhido particoes cujos pontos nao fossem igual-
mente espagados. As seguintes sequéncias também sao partigdes do intervalo [—1, 1].

P =-1,-0.8,-0,3,0.6, 1
Py =—1,-0.9,-0.6,-0,2,0.4, 1
Py=-1,0,0.2,0.5,1

Exercicio 3. Determine o diametro das particoes P;, P» e P3 acima e utilize-as para calcular
aproximadamente a drea sombreada na Figura 5.7.

Dada uma particao, podemos calcular um valor aproximado por defeito da area sob o grafico
de f escolhendo em cada intervalo [z;_1, ;] o ponto z; onde f toma o valor minimo e podemos
calcular um valor aproximado por excesso da mesma drea escolhendo o ponto x; onde f toma
o valor maximo.

Defini¢ao. Sejam f : [a,b] — R uma funcdo, P = xg,z1,...,x, uma particao de [a,b],
Ty,%y,...,x, os pontos de cada intervalo [z;_1,x;] onde f atinge o valor minimo nesse inter-
valo, e xf, 25, ...,z os pontos onde f atinge o valor mdximo nos mesmos intervalos. A soma

inferior de f associada a particao P é a soma

n

Smin (fap) = Z(ml —377;—1)]6 (xl_)

=1

das areas dos rectangulos que tém por base os segmentos entre pontos consecutivos da partigao
P e por altura os valores minimos da funcao nesses intervalos. A soma superior de f associada

a particao P é a soma
n

_ +
Smax (f, P) = § (v — 1) f (% )
i=1
das areas dos rectangulos que tém por base os segmentos entre pontos consecutivos da partigao
P e por altura os valores maximos da funcao nesses intervalos.

Por outras palavras, as somas inferiores sao as areas assinaladas com o sombreado mais
escuro da Figura 5.7 (a) a (c) e as somas superiores sao as dreas assinaladas com o sombreado
mais escuro da mesma figura (d) a (f).

Se a funcao f for continua, sabemos que podemos escolher um valor ¢ e encontrar € tal que
|f(x)— f(y)| < d sempre que |x —y| < . Se P for uma parti¢cdo com diametro 6 (P) < &, entao
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as somas Spin (f, P) e Smax (f, P) estao bastante préximas uma da outra: a variacao de altura
de cada rectangulo é a diferenga entre o maximo e o minimo de f nesse intervalo, que é no
méximo ¢; entao a diferenga maxima entre as duas somas Sy, (f, P) € Syax (f, P) é 6(b — a),
correspondendo a soma das areas de todos os rectangulos de base x; — x;_; e altura J para
1=1,...,n. Concluimos assim que esta variacao tende para 0 quando 6P — 0.

Por outro lado, um argumento geométrico mostra que, se P’ tiver mais pontos do que P,
entao Smin (f, P') > Smin (f; P) € Smax (f, P') < Smax (f, P), visto que o méximo e o minimo de
f em cada intervalo de P’ estao limitados pelos mesmos valores no intervalo correspondente
de P (Figura 5.8).

] ]
X; X X1 Xisq

Figura 5.8: O maximo e minimo de f num intervalo da partigao P’ estdao entre o méximo e
minimo de f no intervalo correspondente da partigao P. Os pontos ’; e 2, sao pontos de P/,

os pontos x;_1 e x; sao os pontos de P que definem um intervalo contendo [x}_l, :Bﬂ

Proposicao. Seja f : [a,b] — R uma fungao continua e nao negativa. Entao

Jim S (£.P) = i S (£,P) = / 3

ou seja, quando o didmetro das partigoes de [a, b] tende para zero, as somas correspondentes
convergem para o valor da area limitada pelo eixo horizontal, pelas rectas x = a e x = b e pelo
grafico de f.

Temos assim uma primeira propriedade que nos permite calcular o valor do integral de f.
Observe-se que, caso f seja limitada e continua por trogos em [a,b], podemos decompor o
intervalo [a,b] nos trogos onde f é continua e calcular o seu integral como uma soma de
integrais em cada um desses trogos. O resultado anterior generaliza-se portanto para funcgoes
limitadas e continuas por trocos.

Embora haja funcoes f que para as quais aqueles limites nao convergem para o mesmo valor
(e portanto para as quais o valor de fab f nao esté definido), estas ndo surgem em contextos
comuns nas aplicacoes em que estamos interessados. Todas as fungoes obtidas por modelagao
de sistemas do mundo real (sistemas fisicos, bioldgicos, econémicos e estatisticos) sdo pelo
menos continuas por trogos.

Analiticamente, é pratica corrente usar a convergéncia do limite acima como definicao de
integral e (procedendo de modo inverso) mostrar que corresponde a drea sob o grafico de f
em |[a,b]. Nesta exposicdo, preferiu-se usar o percurso inverso por forma a obter desde o inicio
um significado geométrico claro para o simbolo de integral.
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Na préatica esta forma de calcular integrais é extremamente 1til para obter valores numéricos
de areas: os métodos computacionais para o calculo de integrais resumem-se em geral a dividir
o intervalo [a, b] num nimero suficientemente grande de pontos (para muitas aplicagoes, mil é
suficiente) e a calcular uma soma Sy, (f, P) ou Spax (f, P) (ou ent@o escolhendo simplesmente
um ponto aleatério z} em cada intervalo).

Contudo, para obter valores ezactos de integrais definidos, aquela expressao é muito pouco
pratica. O proximo passo vai ser obter uma férmula explicita para o cdlculo de integrais
recorrendo ao calculo de primitivas. Para tal, vamos estudar algumas propriedades do integral
que sao consequéncia directa da definigao.

Em primeiro lugar, observemos que a proposicao anterior é aplicavel a qualquer funcao
continua em [a, b], e ndo apenas a fungdes que nao tomem valores negativos. Se pensarmos em
termos de partigoes e somas, vemos que, se f(x) < 0 para qualquer x em [a, b], entao o integral
de f nesse intervalo é negativo. Como é que podemos dar sentido a esta afirmagao?

De facto, o integral definido mede aquilo que é costume chamar uma area orientada. Pense-
mos novamente na Figura 5.1, reproduzida na Figura 5.9 (a). Se percorrermos a fronteira da
figura de tal forma que o grafico de f é percorrido de a para b (ver Figura 5.9 (b)), verificamos
que a area que queremos medir estd toda a direita da figura. Convenciona-se (por motivos rela-
cionados com aplicagoes que veremos adiante) definir esta drea como sendo uma érea positiva,
correspondendo a orientacao positiva da figura.

Ay Ay
y=f(x) y=f(x)

y >
y %

(a) (b)

Figura 5.9: Uma area orientada positivamente.

Por outro lado, se o grafico de f estiver abairo do eixo horizontal e percorrermos a fron-
teira da figura limitada por este gréafico, pelo eixo horizontal e pelas rectas * = a e x = b
(Figura 5.10), verificamos que a area a medir fica sempre a nossa esquerda. Dizemos entao
que esta area é negativa e atribuimos-lhe um valor negativo, sendo o seu médulo o da area
(habitual) da figura.

Como consequéncia das propriedades elementares da soma, temos as seguintes propriedades
do integral definido.

Proposicao (Linearidade do integral). Sejam f, g : [a,b] — R duas fungées continuas e ¢ um
numero real. Entao verificam-se as duas propriedades seguintes.

/ab(f+g)=/abf+/abf /ab(CXf)zc/abf
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Figura 5.10: Uma area orientada negativamente.

Demonstracao. A prova destas duas propriedades é muito simples. Pensando por exemplo
em ff( f +g), este pode ser calculado através do limite seguinte.

/ (Fig) = lim Sum((f+9).P)

0(P)—0

Expandindo a definigdo de Spin ((f + g), P) @ e aplicando propriedades dos limites, temos que

n

lim Spin (f +9), P)Q = lim > (i —zi1) (f +9) (a7)

6(P)—0 §(P)—0 —

= 5(21;202: (i — i) (f (277) + 9 (27))

=1
S 1)+ i, Do )

L[

Analogamente, aplicando a definicao de f:(c x f) e propriedades dos limites, temos que

n

/(cxf): lim S (% £),P) = Tim 3 (s = 201) (e % f) (27)

5(P)—0 3(P)=0 =
= 1 i~ Ti— i) =l @ b 3
5(;§20i:1 (x; — zim1) of (z7) 5(152062-:1 (z; — wiz1) f (27)
n b
©sP)s0 — (25 = ica) f (@) C/a /
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Em particular, tomando ¢ = —1, obtemos a relacao ff(— f)=- f: f, que é coerente com
a observacao anterior relativa a areas orientadas.

Outro caso particular importante é o caso de a fungao f ser constante, f(x) = c¢. Entao,
para qualquer partigdo P do intervalo [a,b], os rectangulos considerados quer em Sy, (f,p)
quer em Spax (f, P) tém altura ¢; decorre dai automaticamente que

/abcdx:c(b—a).

Consideremos agora a relacao entre os extremos de integracao. Até agora assumimos sempre
implicitamente que se tem a < b; porém, nao ha necessidade de o fazer. Se pensarmos no
significado geométrico de faa f, trata-se da area da figura por baixo do grafico de f entre a e a
— que é um segmento de recta vertical, tendo portanto drea nula. Concluimos assim que

| =0

Por outro lado, se invertermos os extremos de integracao (ou seja, se escrevermos fba f, com
a < b) estamos ainda a considerar a drea sob o grafico de f, mas agora quando percorremos
este grafico partindo de b em direccao a a. Um pouco de reflexao mostra que isto corresponde
a inverter o sentido da trajectoria da fronteira, o que, conforme discutimos atras, inverte a
orientacao da figura e troca portanto o sinal do valor da sua drea (orientada). Temos assim

que .
/bafz—/a 3

Em qualquer destes casos, continua a verificar-se a seguinte relacao.

Proposicao. Seja f uma funcao continua num intervalo contendo os trés pontos a, b e c.

Entao ) . )
/afz/aer/cf-

Demonstragao. J4 verificAmos esta relagao para o caso a < ¢ < b. No caso a = ¢, obtemos

/abfz/aaf+/:f,

’ . a 7 ’ .
que é verdadeiro uma vez que fa f =0; o caso b = c é andlogo. Finalmente, no casoa < b < ¢
sabemos que

c b c c c b c b b
fr=fosfsefo-fo=fo= e [o=]
a a b a b a a c a
conforme queriamos demonstrar. O caso ¢ < a < b é analogo.

Se b < a o raciocinio é idéntico, trocando os papéis de a e b. O

Esta proposi¢ao tem uma consequéncia muito simples, mas tutil na pratica: da relacao

[P f=[°F+ [°f, obtemos
[r=fo=]r

identidade que utilizaremos varias vezes no seguimento.
Outra propriedade cuja validade ¢ muito simples de estabelecer geometricamente ¢é o se-
guinte resultado.
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Teorema (Teorema da Média). Seja f : [a,b] — R uma fungao continua e m, M dois nimeros
reais tais que m < f(x) < M para qualquer x € [a,b]. Entao

b
m(b—a)g/ f<M(b-a).

Demonstragao. Os valores m(b—a) e M (b—a) correspondem a Sy, (f, P) € Smax (f, P) para
a particao mais simples P que s6 contém os pontos a e b. Para qualquer outra particao P’ tem-
se (por P’ ser mais fina do que P) que Syin (f, P') = Smin (f, P) € Smax (f, P') < Smax (f, P);
sendo o valor do integral definido o limite daquelas sucessoes quando 0 (P') — 0, este estara
necessariamente entre aqueles dois valores. O

Exercicio 4. Mostre que 2 < f02 e dr < 2e4.

Teremos oportunidade de ver mais adiante como estas propriedades sao usadas na pratica
no calculo de integrais definidos. Para ja, o seu interesse é essencialmente tedrico, no sentido
em que serao estas propriedades que nos permitirao finalmente encontrar uma regra de calculo
de integrais.

Para terminar esta seccao, vamos apenas fazer uma referéncia a uma questao notacional.
Na notacao para o integral definido, o simbolo de integral ([) e a denotacdo da varidvel
de integragao (tipicamente dzx) funcionam como uma espécie de “paréntesis”, no sentido em
que marcam o inicio e o fim da fungao a integrar. Porém, é frequente (até por questoes
ligadas a algumas aplicagoes do integral, conforme discutiremos na Secgao 5.5) ver o integral
definido como uma soma de infinitas parcelas (um pouco a semelhanga duma série), em que se
“somam” as dreas de infinitos “rectangulos” com altura f(x) e base dx. Dentro desta tradigao,
o simbolo dz é visto como uma parcela dum produto, sendo frequente fazer as simplificacoes
habituais, nomeadamente quando a funcao a integrar é constante e igual a 1 ou uma fracgao.

Por exemplo,
b b
/ 1 dx abrevia-se para / dx

b1 ) b dx
— dx abrevia-se para —
x? x?
a a
b2

x . b o dx
/ dx abrevia-se para /
. T2+ 1 . T2+1

e assim por diante. Alids, ja utilizamos esta notacao no contexto da primitivacao, embora sem
a justificar formalmente.

5.3 Integral indefinido e o Teorema Fundamental
do Calculo

Nesta seccao vamos mostrar a relacao intima existente entre o célculo de integrais e o calculo

de primitivas. Para tal, vamos introduzir um conceito novo: o de integral indefinido.
Suponhamos que f é uma funcao integravel num intervalo I e seja a um ponto desse

intervalo. Para cada valor x € I, sabemos como dar sentido ao integral faw f — vimos na
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seccao anterior como interpretar os casos inicialmente nao previstos em que x = a ou x < a.
7 7 xX ’ ~ .

Ora x é um numero real e fa f também; a regra de tranformacao que associa a cada real x

aquele integral definido é entao uma funcao (de x), designada por integral indefinido de f.

Definicao. Sejam [ um intervalo, f : [ — R uma fungao integravel em I e a € I. O integral
indefinido de f a partir de a é a fungao F': I — R definida por

F(z) = /xf(t) dt .

Uma vez que o integral indefinido é fungao de x, é importante escolher uma variavel dife-
rente para a integracao, para evitar ambiguidades. Observe-se ainda que escolhemos a mesma
notacao para o integral indefinido que usamos no capitulo anterior para designar primitivas.
Veremos de imediato que esta escolha é perfeitamente justificada.

Dados dois pontos x e y, temos

F(x)—F(y>=/:fdt—/ayf:/:f,

pelo que F(x) — F(y) — 0 quando z — y. Temos assim o resultado seguinte.
Proposicao. O integral indefinido de qualquer funcao é uma funcao continua.

Sendo F' uma funcao continua, faz sentido tentar calcular a sua derivada. Por definicao de
derivada, temos que

P - i PEHN = F@) @ d = [T de A de
h—0 h h—0 h h—0 h

Ora sendo my, o valor minimo de f entre e x + h e M), o valor maximo de f no mesmo
intervalo, sabemos do Teorema da Média que mph < f;+h f(t) dt < Mph. Concluimos entao
que

mp < < My;

S () dt
h
mas se h — 0, os valores de mj, e M}, tendem ambos para f(x) (desde que f seja continua no
ponto x). Tem-se entao
O
lim =£ =
h—0 h

Dito de outra forma, F'(x) = f(z).

f(z).

Teorema (Teorema Fundamental do Célculo I). Seja f : [a,b] — R uma funcdo continua.
Entao o integral indefinido de f é uma primitiva de f.

Este resultado tem duas consequéncias imediatas.

Teorema (Teorema Fundamental do Célculo II). Seja f : [a,b] — R uma fungao diferenciavel.
Entao f é a derivada do integral indefinido de f.

Proposigao. Toda a funcao continua é primitivavel.

Apontamentos de Analise Matematica I



250 CAPITULO 5. CALCULO INTEGRAL

Note-se que o Teorema Fundamental do Célculo nao refere explicitamente o ponto de origem
do integral indefinido; de facto, qualquer ponto do intervalo I serve. Se tomarmos dois integrais
indefinidos F} e F, com origem em pontos diferentes, por exemplo a; e as, temos que

Fl(x)—F2(x)—/:f(t) dt—/wjf(t) dt—/:f(t) dt

é constante. Obtemos mais uma confirmacao dum dos resultados do capitulo anterior, que
dizia que duas primitivas da mesma funcao diferem por uma constante.
Por outro lado, sendo F' o integral indefinido de x a partir dum ponto a, temos que

[rwa= [ rwas [Traya= [Caya- [0 a= o) - Fo).

Uma vez que o ponto a é arbitrario, esta férmula é valida para qualquer integral indefinido
de f; mais, é valida para qualquer primitiva de f, ja que todas elas diferem entre si por uma
constante. Se F™* for outra primitiva de f, temos que F*(z) = F(z) + C, donde

Fi(y) = F*(z) = (F(y) + C) = (F(2) + C) = F(y) — F(x).
Obtemos daqui uma férmula de célculo para o integral definido.

Teorema (Regra de Barrow). Sejam f : [a,b] — R uma fungao continua e F' uma primitiva
de f nesse intervalo. Entao

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).
Nesta fase, podemos finalmente calcular valores de integrais definidos.

Exemplo. Vamos agora calcular as areas da Figura 5.2, que escrevemos anteriormente na
forma de integral indefinido.

1. Vimos anteriormente que a area da Figura 5.2 (a) é dada pela expressao

/j@_xadm

Ora a fungio f(z) = 2 —2? admite como primitiva a fungao F(r) = 2z — %—3; entao temos

que /_11(2_;62) dq::F(l)—F(—l):<2—%)_<_2+%>:%'

2. Também vimos atras que a area a sombreado na Figura 5.2 (b) é dada pela expressao

2
/xgdx.
0

Uma primitiva de f(z) = 2% ¢, por exemplo, F(x) = %4. Entao temos que

/2x3dx:F(2)—F(O):4—O:4.
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3. Finalmente, no caso da Figura 5.2 (c), a drea a sombreado é dada pela expressao

/_72r cos(x) dx .

Uma primitiva de f(x) = cos(z) é, por exemplo, F'(z) = sin(z). Entao temos que

/5

Exercicio 5. Considere novamente o Exercicio 1. Calcule as dreas das figuras nas alineas (a)
e (b). Qual é o problema que surge com o célculo da &rea da alinea (c)?

[ME]

™

cos(z) de = F (g) - F <—§> =1-(-1)=2.

VB

Exercicio 6. Calcule as areas das figuras do Exercicio 2.

O Teorema Fundamental do Calculo também nos permite calcular derivadas de funcoes
mais complexas definidas como integrais indefinidos. Imaginemos que queriamos derivar a
funcao g definida da seguinte forma.

3

g(x) = /; . arctan(t) dt

r+1

O Teorema Fundamental do Calculo s6 nos permite derivar funcoes da forma fax f(t) dt;
precisamos entao de escrever g nesta forma. Sendo f(z) =2z + 1 e h(z) = 2% — 1, temos que

h(x)
g(x) = / arctan(t) dt
!

a h(zx)
= / arctan(t) dt +/ arctan(t) dt
f(@) a

h(z) f(@)
= / arctan(t) dt — / arctan(t) dt

para qualquer ponto a para o qual os integrais indefinidos considerados facam sentido. Ora

sendo g, = [ f(t) dt o integral indefinido de arctan(t), temos que o integral fah(‘r) arctan(t) dt
é a composicao de g, com h(zx); entao

9(x) = gu(h(x)) — g.(f(x)),
donde pela regra da cadeia obtemos
g'(z) = gi(h(z))l (z) — g.(f(x)) [ (z) = arctan (z* — 1) x 32® — arctan (2z + 1) x 2.
Em geral, temos a seguinte relacgao.

h(z) !
(/ f(¢) dt) = f(h(@)N (x) — f(g9(x))d (x) .

(=)
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Exercicio 7. Para cada uma das seguintes funcoes, calcule a sua derivada e use o resultado
obtido para determinar os seus maximos, minimos e intervalos de monotonia.

(a) F(z) = [Te P (t+3)dt (b) Gx)= [ L6 gt (¢) H(z)= [ tlog(t) dt

0

5.4 Calculo de integrais

A seccao anterior apresentou uma férmula de célculo para integrais definidos com base na regra
de Barrow, que relaciona o integral definido de f com valores das primitivas de f.

Nesta secgao vamos introduzir uma notagao usada muito frequente no calculo de integrais,
que ¢ util quando a fungao integranda nao é uma primitiva imediata. Vamos ainda reescrever
as regras de primitivacao em termos de integrais definidos — uma técnica que simplifica o
calculo de integrais concretos, por permitir poupar alguns calculos.

A regra de Barrow afirma que o integral definido de f entre a e b pode ser calculado como
F(b) — F(a), onde F é uma primitiva de f. E muito comum representar esta diferenca pela
notagio [F(z)]%, que se 1& “F somada entre a e b”. Recorrendo a esta notagao, a regra de
Barrow passa a ter a forma

b
/ﬂwm:wmm

Usando esta notacao, os exemplos do final da seccao anterior poderiam ter sido escritos da
seguinte forma.

1 237! 1 1 10
2—a) de= 20— =(2-2)—-(-24+2)==+
[ty o= o] = (2-5) - (2+5) =3
2 4
/dex:[w—} =4-0=1
0 40

/ cos(x) dx = [Sin(x)ﬁ =1-(-1)=2

Jus
2

Wl

A grande vantagem desta notacao ¢ permitir-nos incluir o calculo da primitiva durante a
resolucao do integral definido, evitando que se tenha de interromper um problema para resolver
outro no entretanto. Esta vantagem ¢é ainda mais notoria quando a primitiva nao é imediata
— nomeadamente nos casos da primitivacao por partes e por substituicao. No primeiro caso,
permite-nos ir somando as primitivas que vao surgindo; no segundo caso, permite-nos poupar
o trabalho de desfazer as substitui¢oes no final.

Consideremos em primeiro lugar o caso da primitivacao por partes. Vimos que esta regra

pode ser escrita como
/f’ngg—/fg’

[ r@a) do = @) - [ )9 do.

ou, explicitando a variavel,
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Uma vez que a expressao da direita é uma primitiva de f'(z)g(x), se quisermos calcular um
integral definido desta tltima expressao entre a e b temos de somar a funcao da direita entre
esses dois pontos. Mas somar [ f(x)¢'(z) dx entre a e b é precisamente calcular o integral
definido desta funcao entre esses dois pontos. Obtemos entao a seguinte regra.

Proposicao (Integragao por partes). Sejam f e g duas fungoes tais que f'g e f¢' sao fungoes
integraveis entre a e b. Entao

[ 1@ste) dr = gl - [ @) de.

Suponhamos que queriamos calcular ff log(xz) dz. Uma vez que log(z) se primitiva por
partes, podemos utilizar a regra da integracao por partes para calcular o resultado.

2 2 2

/log(:v) dw:[xlog(x)]%—/ de:(210g2—10g1)—/ dx

1 1 T 1
=2log2 — [2] =2log2 — (2 —1) =2log2 — 1

Esta regra é particularmente 1til quando precisamos de primitivar varias vezes por partes.
X 2
Por exemplo, vejamos como calcular [, (2% — z) e” dx.

[ e w=(w e, - [ e a

-1 1

1
= (2¢* — 2¢7) — [(22 — 1)e")?, +/ 2¢” dx
—1

1
= (262 — 26_1) — (362 + 36_1) +/ 2¢e” dx
-1

= —e? — 5t 2[e*]?,

=2 —bet 422 -2t =2 —7e!

Calculando a primitiva separadamente os calculos seriam bastante mais trabalhosos.

Exercicio 8. Aplique a regra de integracao por partes para calcular os seguintes integrais.

(a) fol r2%e” dx (b) f02 T dr (c) [y a®sin(x) dx

A regra de primitivagao por substituicao gera uma regra de integragao um pouco diferente.
Relembremos: para primitivar f(z) com z = g¢(t), primitivamos f(g(t))g'(t) em ordem a t e
depois desfazemos a substitui¢ao. Temos entao a féormula

[ @iz = [ foeng @) .

Em termos de integrais, isto significa que a expressao do lado direito é uma primitiva de f(x)

— mas escrita em termos da variavel ¢t. Entao, para calcular f; f(z) dz, podemos somar a

primitiva da direita em x entre a e b. Ora usando a relagdo = = g(f) podemos somar essa

mesma primitiva em t desde que ajustemos os extremos do intervalo por forma a manter essa

relacao. E ainda necessério que a fungao g seja mondétona no novo intervalo de integracao.
Obtemos entao a seguinte regra.
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Proposicao (Integracao por substituicao). Sejam f e g duas fungoes tais que f é integrével
entre a e b e (fog)g éintegravel entre a e 8, com g(a) = a e g(8) = b; assuma-se ainda que
g ¢ monotona entre a e §. Entao

b B8
/ f(x) dz = / Fg(t)g'(¢) dt.

Esta regra parece muito complicada, mas na realidade é bastante simples de aplicar. Vamos
ver como esta técnica nos permite calcular de forma relativamente simples o integral

T

/ “log() — (log(x)?) +3 (log(a)®) |

Uma vez que % é a derivada de log(x), fazendo t = log(z) obtemos dt = % dx, que nos permite
simplificar a fungao a primitivar.

O que é que acontece aos extremos de integragao? Se x = 1, entao t = log(x) = 0; se z = e,
entdo t = log(z) = 1. Vamos portanto integrar em t entre 0 e 1. Os restantes calculos sao
simples.

o —( 2 1 3 1

/ og(r) (Og(x))+3(og(x))dx:/t—t2+3t3dt

1 x 0
_ ﬁ_ﬁ—i_g_t‘ll_ l—l—i—% _E
12 34, \2 3'4) 12

Vejamos outro exemplo. Suponhamos que queriamos calcular

1
/ V1— 22 dx,
-1

integral que sabemos ser resolivel com a substituicao x = sin(¢). Entao temos que dx =
cos(t)dt; para usar a regra de integracao por substituigdo, precisamos de encontrar dois pontos
a e [ tais que sin(a) = —1, sin(f) = 1 e a fun¢do seno é mondtona entre « e 5. Uma
possibilidade é tomar a = —7 e § = 7. Temos entao as seguintes igualdades.

/_11 VI-ade= /_g mws(t) dt = /_g cos’(t) dt

s
2

[NERNTE

cos(2t) + 1

[t

-2/ * (cos(20) + 1) dt = . Fm(m +t]

G- (D)

A grande vantagem é nao termos de desfazer a substituicao no final. Em geral, isto representa
uma grande simplificacao nos calculos a realizar.

s
2
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Exercicio 9. A escolhade a = —7F e 8 = § nao ¢ a tnica nas condigoes da regra de integracao
por substituicao. Verifique que o valor do integral é o mesmo se se usarem as seguintes escolhas.

_ 3m __ 5w _ 3m _m
(a)@*7> =35 (b) a 5P =73
O que ¢ que acontece se tomarmos a = —5 e f = 57”? Porque é que isto nao contradiz a

regra de primitivagao por substituigao?

Exercicio 10. Aplique a regra de integracao por substituicao para calcular os seguintes
integrais.

1 T e 1+log(x logh e®\/eT—
(a) S, (1Jic2)2 (b) Ji ++g() dx (©) J3™* e +3 s dx

Exercicio 11. Verifique que fg % sin (:c — %) dxr = 0, com a # 0, usando a substituicao xr = %

5.5 Aplicacgoes

Agora que sabemos calcular integrais definidos recorrendo a regra de Barrow, vamos discutir
problemas praticos cuja formulacao conduz naturalmente a resolugao de um destes objectos.
Naturalmente, alguns destes exemplos sao geométricos, dada a nossa motivagao inicial baseada
no calculo de dreas; porém, o integral definido permite resolver outro tipo de problemas que a
partida pouco parecem ter a ver com este contexto.

5.5.1 Calculo de areas

Definimos o integral duma func¢ao f num intervalo [a,b] como sendo o valor da drea sob o
grafico de f nesse intervalo. Isto significa que podemos usar integrais definidos para calcular
areas de figuras desta forma — como alids fizemos ja nalguns exemplos e exercicios de secgoes
anteriores.

Porém, a mesma técnica pode ser usada em casos mais gerais. Consideremos por exemplo
a area a sombreado na Figura 5.11 (a). A partida, a area desta figura nao corresponde a area
sob o grafico de nenhuma fung¢ao; porém, podemos ver o seu contorno superior como o grafico
duma fungao f e o seu contorno inferior como o grafico duma funcao g (Figura 5.11 (b)) e
escrever a sua area como a diferenca de duas dreas (Figura 5.11 (c)).

Concluimos entao que a area pretendida é dada por fab f— fab g, que, por linearidade, é

igual a
b
/ f=g

Vamos ver como podemos usar este método para calcular areas de algumas figuras. Para
comegar, vamos determinar a area dum circulo de raio R. Uma vez que esta area nao varia por
translacgao, podemos escolher o sistema de eixos centrado no centro do circulo (Figura 5.12).
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Ay

y =
y >

(a) (b) (c)

Figura 5.11: A 4rea representada na figura (a) pode ser vista como limitada pelos graficos de
duas fungoes f e g (b). Assim, podemos representa-la como a diferenca de dois integrais (c):
a area B ¢é a diferenga entre o integral de f (que mede A+ B) e o integral de g (que mede A).

A equacao analitica da circunferéncia é 22 + y? = R?. Resolvendo esta equacao em ordem

a y, obtemos
P+ =R <=y =R’—2* = y=4+VR?—22.

As duas solugoes desta equacao correspondem as duas funcgoes que limitam a circunferéncia
superior e inferiormente. Temos entao que a area do circulo é dada por

R R
/ VR2—1’2—<—\/R2—3:2) dx:/ 2V R?2 — 22 dx .
“R R

Para resolver este integral, vamos aplicar a substitui¢do z = Rsin(t). J& sabemos que
dx = Rcos(t) dt, v = —R quando t = —7 e x = R quando ¢t = 7. Por outro lado, temos que

VR? — 22 = \/R? — R?sin’t = VR?cos®t = Rcos(t)

Ay
R

y={R

Figura 5.12: Célculo da area dum circulo.
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uma vez que R > 0 e cos(t) é positivo no intervalo considerado. Obtemos

us

R R z
/ 2VR? — 22 dx = 2/ VR? — 2?2 dr =2 R? cos®(t) dt
R R —

vl

= 2R? /2 cos?(t) dt = 2R2g = mR?

jus
2

usando o valor do integral ja calculado anteriormente.

Exercicio 12. Recorrendo a um integral indefinido, calcule:
(a) a drea dum triangulo com vértices (0,0), (0,a) e (b, a);
(b) a drea duma elipse de equagao 2% + 2y? = 3;

(c) a area da figura limitada superiormente pelo grafico de y = e”, inferiormente pelo gréfico
de 22, e horizontalmente pelas rectas y = 1 e y = 3.

Um caso muito frequente é haver interesse em calcular a drea duma figura limitada por
varias curvas. Nestas situacoes, é conveniente comecar por desenhar a figura e determinar
os pontos relevantes para a expressao da sua area como integral: pontos onde a equagao da
fronteira muda e extremos de integracao, entre outros. De seguida, escreve-se a area a calcular
como um integral definido ou uma soma de integrais definidos e calcula-se pelos processos
usuais.

Exemplo.

1. Vamos calcular a drea limitada pela pardbola y = 22 — 2z e pela recta y = .

O primeiro passo é determinar os pontos de interseccao daquelas duas curvas, que serao os
vértices da fronteira da regiao a integrar. Estes pontos determinam-se igualando ambas
as fungoes e resolvendo a equacao resultante.

- r=r+=2"-3r=0<=2(r-3)=0<=zr=00uz=3

Concluimos portanto que as curvas se intersectam nos pontos (0,0) e (3,3). Em seguida,
precisamos de esbocar a figura para perceber qual das curvas limita superiormente a
regiao e qual a limita inferiormente. O desenho esté feito na Figura 5.13; uma vez que
no intervalo [0,3] a recta y = z estd acima da pardbola y = z? — 2z, vamos tomar a
primeira expressao como o grafico de y = f(x) e a segunda como o de y = g(x). A érea
da figura é entao dada pelo seguinte integral.

3 3
/l’—<$2—2$) d:v:/—:BQ—i—B:de
0 0

B x3+3x23_ oy 2T _9
L3 2, 2) 2
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Ay
B s
2+
y=X
14+
X
{ | } >
-1 1 2 3

14+ y=x2-2X

Figura 5.13: Regido limitada pela pardbola y = 22 — 2z e pela recta y = x.

2. Consideremos agora a regiao limitada pelas trés rectas y = %x + %, Yy = %x = % e
y = —2x + 4. Para podermos escrever esta regiao como um integral, vamos calcular os
pontos de interseccao destas rectas, resolvendo as trés equagoes seguintes.

3 1 1 2
Tt ==t 3=r -4 Tr=-"T<+=ao=-1

2 2 3 3
1
gx+§:—2x+4<:>3x+1:—4x+8<:>7x:7<:>x:1

1 2
gx—gz—21:+4<:>x—2:—6x+12(:>7x:14<:>$:2

Estas rectas intersectam-se portanto nos pontos (—1,—1), (1,2) e (2,0). Desenhando a
regiao (Figura 5.14), verificamos que esta é limitada entre z = —1 e = 1 pelas rectas
y =32+ 3 (acima) e y = %x — % (abaixo), enquanto que entre x = 1 e x = 2 é limitada
por y = —2x + 4 (acima) e y = sz — 2 (abaixo). A drea desta regido ¢ portanto dada

pela soma de dois integrais definidos.

y=3x/2+1/2

Figura 5.14: Regiao limitada pelas trés rectas y = %x + 5,y =30 — % ey=—2x+4.
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D)-D)- (55 ()

3. Para concluir, vamos calcular a area da regiao acima de uma, mas nao de ambas as
parébolas y = 2% e y = (v + 1)? e abaixo da recta y = 4.

Uma vez que as duas parabolas tém concavidade virada para cima, vao-se intersectar
necessariamente. O ponto de interseccao satisfaz

2 2 1
¥ =(x+1) <:>2$+1:0<:>[L':—§,

sendo portanto o ponto (—%, %)

Os pontos de intersec¢ao com a recta horizontal sao as raizes das duas equagoes seguintes.

=4 = =42
(r+1)P=d4<=2"+21-3=0<=1=-1+2+=1=-3our=1

Podemos entao esbocar a regiao a integrar como na Figura 5.15.

\ \y=s Ay

'S

y=x*

Yy

1+

Figura 5.15: Regiao limitada pelas pardbolas y = 2% e y = (x + 1)? e pela recta y = 4.

Observando a figura, vemos que temos quatro regioes distintas de integracao consoante
o valor de z:
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- em [—3, —2|, a regiao é limitada em baixo por y = (z + 1)? e em cima por y = 4;
2, —

- em [~

- em [—%, 1}, a regiao é limitada em baixo por y = x

] a regiao é limitada em baixo por y = (z + 1)? e em cima por y = 2%

2 e em cima por y = (x + 1)%;

- em [1,2], a regiao é limitada em baixo por y = 2% e em cima por y = 4.

Podemos entao expressar a area desta regiao como a soma de quatro integrais.

1

2

A= / x—l—l))dm—i—/ (2 = (z+1)%) dz

-2

+/ ((x+1)2—x2) dx+/12(4—x2) dx
/32 —z% — 2z + 3) dm—l—/_Q (—2x —1) dx—i—/_1
52 +a] :

apgﬂ +Pﬁ—ﬂ3+h“”ﬁf¢“‘§r
(G

-3 1
5.0
3 4

M\»—‘

(NI

(2¢+1) da:+/2(4—x2) dx

NI

| 8

ooIOo w
\_/
|
©
|
Ne)
|
Nej
S—
~~_
+
VR
/T\
] =
+
N | —
~_
N
+
>
~~

4

+§uzl>7(i%)>+<(8§)(4§))

3 6

Exercicio 13. Calcule a area das regioes do plano delimitadas pelas seguintes curvas.

(a)

y=a? (b) {y =12 © {y2 = 6z Y= Sin‘(x)

y=ox y=8—2a? z? = 6y y = xsin(z)
_ (d) 3, _

r=1 z=0

x =06 T=Tm

Exercicio 14. Calcule a area das regioes do plano definidas pelas seguintes condicoes.

(a)

y> = y>a’ (-1 4y’ <t o Jy<de—a?
y<uz (b) y> T (c) dz—y—1>0 y>x
y<i y <4 v <4

x>0

5.5.2 Comprimentos de curvas

A definicao do integral como o limite de um somatério leva a que este surja de forma um
pouco inesperada como solucao de outro tipo de problemas. Uma das aplicagoes — também
ela geométrica — é a determinacao de comprimentos de curvas.
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O comprimento dum segmento de recta horizontal ou vertical mede-se directamente. O
segmento horizontal que une dois pontos (a,y) e (b,y) tem comprimento b — a, tal como o
segmento vertical que une dois pontos (x, a) e (z,b). Para segmentos diagonais, o comprimento
¢ calculado com base no Teorema de Pitdgoras: um segmento entre A = (z,,y,) € B = (T, Yp)
¢ a hipotenusa dum triangulo rectangulo cujo terceiro vértice é (z3,¥,), tendo portanto os
catetos comprimentos x, — z, € ¥ — Yo. O segmento AB tem portanto comprimento

A (@ara) + o)) = (@6 — 20)* + (3 — 9)?

conforme ilustrado na Figura 5.16.

VXX P+ (Yo-Ya )2

Yb-ya

A XX c

a

Figura 5.16: Célculo do comprimento dum segmento de recta.

Como podemos determinar o comprimento duma curva em geral? Num curso mais avan-
cado, podemos resolver o problema para o caso de qualquer curva; com o estudo de integrais
definidos feito neste texto, vamos limitar-nos ao contexto em que a curva €, mais uma vez, o
grafico duma funcao continua (ou a uniao de graficos de fungoes continuas).

O raciocinio é semelhante ao que usamos para calcular o valor do integral definido. Es-
colhendo uma curva genérica (Figura 5.17 (a)), vamos dividi-la em vérios trogos e aproximar
cada trogo pelo segmento de recta que une os seus extremos. Quanto mais pontos marcarmos,
melhor (em principio) serd esta aproximagao (Figura 5.17 (b) e (c)).

(a) (b) (c)

Figura 5.17: Calculo aproximado do comprimento duma curva.
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Qual é o comprimento de cada aproximagao? Uma vez que a curva é o grafico duma
funcao f, cada aproximacao é determinada pelos pontos z;, ou seja, novamente por uma
partigao do intervalo [a, b]. Sendo P a parti¢ao constituida pelos pontos a = xg, 1, ..., T, = b,
as coordenadas de cada ponto sobre a curva sao (x;, f (z;)) e cada segmento tem comprimento

V@ =20 + (f (@) — f (w0)?

O comprimento da aproximacao associada a particao P é entao a soma de todos estes compri-
mentos, para i = 1,...,n, e estamos interessados no limite deste valor (caso exista) quando o
diametro de P se aproxima de 0.

Encontramos aqui varias semelhancas com a definicao de integral, ja que estamos novamente
a considerar um limite duma soma quando § (P) — 0. Para conseguir escrever o comprimento
da curva como um integral, precisamos de fazer uma observacao. Pelo Teorema de Lagrange,
em cada intervalo [x;_1, ;] existe um ponto z} tal que

(@) (w5 — ziy) = f (@) — f (zic1)

Podemos entao reescrever a expressao do comprimento de cada segmento como

V@ =2+ (F (@) — F ()’ = (= i) + (@) (@ — 200))°
= /(@i — 21)? + (f (1)) (2 — 2i21)?
=/ (zi — 2i1)” [L+ (f (27))7]

= (w; — mim1) A1+ (f (20))*

Porém, como x; — x;_1 — 0 e f é continua, o limite desta expressao nao se altera se
substituirmos z} por z; ou z;. No primeiro caso, estamos a aproximar o comprimento da

curva por
S (\/ (R, P) ,
Shmax <\/1+ (f’)Q,P) .

Conclui-se entao que o comprimento do grafico de f entre a e b é dado pela expressao

/ab\/1+ (F(x))? dz.

Como primeiro exemplo, vamos calcular o comprimento do grafico de f(x) = vx3 entre os
pontos (0,0) e (4, 8), desenhado na Figura 5.18.
Uma vez que f é uma poténcia, temos que

no segundo por

fay=(e3) = 2ai = 2va,
donde -
(F@) ==
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X

1 2 3 4

Figura 5.18: Gréfico de f(z) = Va3 entre os pontos z =0 e x = 4.

Temos entao que

1

[Vimrara- [ [ (1)

3
(1+2)2 102 —1  80v/10—8
=|"o 5| =~z =5~
1%3 B

0

Exemplo. Vamos usar a mesma técnica para determinar o perimetro duma circunferéncia
de raio R. Conforme discutimos anteriormente, podemos escolher um referencial com origem
no centro da circunferéncia; esta passa entao a ser a uniao dos graficos das duas funcgoes

y = £V R? — 22 (ver Figura 5.19).

Ay
R

y=\R=

Figura 5.19: Calculo do perimetro duma circunferéncia.

Sendo f(x) = v R? — 22 a expressao da funcao que define a metade superior da circun-
feréncia e g(x) = —v R? — 22 a que define a sua metade inferior, temos de calcular as expressoes

\/1 +(f'(x) e \/1 + (¢'(z))*. Antes de mais, note-se que

Vit @) =L+ @) =L+ (@)
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pelo que podemos reduzir o problema ao calculo dum integral. Temos ainda

f’(a:)— —2x _ x
TWR -2 VR

donde a expressao \/1 + (f'(z))? se simplifica a

R2
\/ + (f'(x \/ _xzz\/Rz_xQ'

Uma vez que nesta expressao ocorre o termo v/ R? — x2, vamos calcular este integral aplicando
primitivagao por substitui¢ao, com x = Rsin(t), donde decorre novamente que dx = R cos(t) dt

e os limites de integracao passam a ser t = —5 et = 7.

p:/immf V1t (@) da
:/R(\/l+(f’ 1+ (g )dw-Z/ V14 (f(x

=2 =2

/ VR2—952 /;“ \/ cos.2 RCOS

=2 — R dt =2 R dt =27R
/QRCOS() cos(t) /_ T

H4& substituigoes especificas para primitivar fungoes da forma /1 + ( f/ (x))Q, nomeadamente

Wl

a substitui¢do = = tan(¢) discutida no capitulo anterior. Contudo, é importante ter em conta
que, mesmo recorrendo a essas substituicoes, ha muitos graficos de fungoes cujo comprimento
nao conseguimos calcular usando esta técnica porque a funcao integranda nao é elementarmente
primitivavel. Recorrendo mais uma vez a métodos numeéricos de calculo de integrais, a férmula
do célculo do comprimento permite-nos obter aproximacgoes tao boas quanto o desejado daquele
valor.

Exercicio 15. Calcule o comprimento das seguintes curvas.

(a) Uma elipse de equagao z? + 2y* = 3.
(

)
b) O gréfico de y = 2% — % com z € [2,3).
(c) O gréfico de y = log(cos(r)) com 7 < < %.
)

(d) O grédficodey =z*entrex = -lex = 1.

5.5.3 Volumes de sélidos de revolucao

Outra aplicacao semelhante a anterior diz respeito ao calculo de volumes de sélidos de revolu-
cao. Estes solidos sao obtidos por rotacao duma figura plana em torno dum eixo. Exemplos
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tipicos sdo uma esfera (rotagdo dum circulo em torno do seu diametro), um cone (rotagao de
um triangulo rectangulo em torno dum dos catetos) ou um toro (rota¢ao dum circulo em torno
duma recta que lhe é exterior).

O volume destes sélidos pode ser escrito mais uma vez como um integral simples, uma
vez que pode ser visto como um limite dum somatério. Seja f uma fungao definida num
intervalo [a, b] e consideremos o sélido obtido por rotagdo do grafico de f em torno do eixo
horizontal (Figura 5.20).

v
U

\Ae
<l
x

Figura 5.20: Sélido de revolucao obtido por rotacao do grafico duma fungao em torno do eixo
horizontal.

Tal como aproximamos a area sob o grafico de f recorrendo a partigoes do intervalo [a, b,
podemos aproximar o volume deste sélido duma forma semelhante. Fixada uma particao, cada
um dos rectangulos usados para aproximar a area de f gera por rotagao um cilindro com eixo
horizontal de altura z; — z; 1 e raio f (z}); entdo o volume do sélido é aproximado por

n

Z (zi — @) 7 (f (x:))z

i=1

que, a medida que o diametro da particao tende para 0, converge para

[ a.

Da mesma forma, se o sélido for obtido por rotagao em torno do eixo horizontal da figura
entre os graficos de duas fungdes positivas f e g, com g(x) > f(x) em [a, b, o seu volume sera
dado pela diferenga entre o sélido de revolucao obtido a partir de f e o sélido de revolugao
obtido a partir de g, que por linearidade do integral é igual a

/ r(9(2))? — (f())? da.

Observe-se que nao podemos generalizar estes resultados a fungoes que tomem valores
negativos, ja que nem é claro definir o solido de revolugao associado ao seu grafico.
Vejamos alguns exemplos.

Exemplo.

1. Vamos usar este resultado para calcular o volume duma esfera de raio R. Este solido
pode ser obtido por rotacao dum semi-circulo assente no eixo horizontal em torno desse
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f(x)=\[RPx2

Figura 5.21: Obtengao duma esfera a partir da rotacao dum semi-circulo em torno do eixo
horizontal.

eixo; se centrarmos o semi-circulo na origem do referencial, este correspondera novamente
a area sob o gréfico da fungao f definida por f(x) = v/ R? — 22 (ver Figura 5.21).

Entao o volume pretendido é dado por

R R
V:/ W\/RQ—x22da:=7r/ (R> —2%) da
~R

R
N R 23717 2 4
:7T/ R? dx—ﬂ/ 22 dr=2rR® — 7 {—] =2TR? — Z7R® = 7R3,
_R _R 31 g 3 3

2. Fazendo rodar a parébola de equagao y = z* no intervalo [—1,1] em torno do eixo
horizontal, obtemos um sélido de revolugao cujo volume podemos calcular.

1 1 571
2
V:/ 7T(1172)2 dx:ﬁ/ x4dx:7r{$—] =Z7.
., ) 5,75

Ay Ay

f(x)=x2

y>

L. Cruz-Filipe e P. Engracia



5.5. APLICACOES 267

3. Consideremos agora a regiao do primeiro quadrante limitada pela curva y = \/x e a recta
y = 1 e calculemos o volume do sélido que se obtém por rotacao desta regiao em torno
do eixo horizontal.

Comecemos por desenhar a regiao para poder esbocar o sélido.
Ay
1 Y=

f(x)=\x’

<l
¥

O volume do sélido gerado é entao

1 ) 1 1 210 &
V:/W(l—\/f)dxzw/ dm—ﬂ/xdxzw—ﬂ[—] =—.
0 0 0 2 0 2

Exercicio 16. Calcule o volume dos sélidos obtidos pela rotagao em torno do eixo dos zx da
regiao limitada por esse eixo e pelo grafico de cada uma das seguintes funcgoes.

(a) f(z) =22 em [0,2] (b) f(z) = 2cos(x) em [0, ]

Exercicio 17. Calcule o volume dos seguintes sélidos de revolucao.

(a) Um cone, obtido pela rotagao em torno do eixo dos zz dum triangulo rectangulo de altura h
e base r, com os catetos assentes nos eixos coordenados.

(b) Um cilindro, obtido pela rotagao em torno do eixo dos zz dum rectangulo de lados h e k,
com um dos lados de comprimento h assente no eixo horizontal.

A outra possibilidade é gerar um sélido de revolucao por rotacao do grafico da funcao f
em [a,b] em torno do eixo vertical (ver Figura 5.22).

Agora, cada rectangulo associado a uma particdo do intervalo [a,b] gera um cilindro de
altura f (2*). O volume de cada cilindro é obtido como a diferenga entre os volumes um
cilindro exterior de raio z; e um cilindro interior de raio z;_;, ou seja, m (xf — x?fl) f(zD),

expressao que pode ser reescrita como 7 (x; — ;1) (z; + ;1) f (xF); obtemos novamente uma
soma como aproximagcao do volume do sélido.

Zﬂ' (i — xi1) (v + 2im0) f ()
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Ay Ay

\ ke

S -

Figura 5.22: Sélido de revolucao obtido por rotagao do grafico duma funcao em torno do eixo
vertical.

A medida que o diametro da particao tende para 0, esta soma também converge para um
integral, desta vez

/b27r:cf(:c) dx = 27r/barf(x) dx .

Mais uma vez, se a regiao for limitada superiormente pelo grafico de f e inferiormente pelo
grafico de g, o seu volume ¢é dado por

2 / £(f(2) — g(a)) d.

Podemos usar esta formula para calcular novamente o volume duma esfera de raio R, obtida
agora por rotagao dum semi-circulo assente no eixo vertical e centrado na origem do referencial

(Figura 5.23).
A
Y =R Y
\ | |
>
g(x)=-(R2-x?
S

Figura 5.23: Obtengao duma esfera a partir da rotacao dum semi-circulo em torno do eixo
vertical.
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Este semi-circulo ¢ limitado superiormente pelo grafico de f(z) = v R? — 22 e inferiormente
pelo de g(z) = —v R? — 2%, mas agora estas fungoes estao definidas apenas entre 0 e R. O
volume pretendido é entao dado por

R R )
V=27r/ x(\/RQ—x2—\/R2—x2) dx:47r/ z (R*—2%)? duo
0 0

31 R
e (R2—x2)2] RS 4

=dr— = —7R’.
—2x 32 SR

Exemplo.

1. Consideremos o s6lido obtido por rotacao em torno do eixo dos yy da regiao limitada por
y=3—2%ey=23xr—1, comx > 0. Estas curvas intersectam-se em = = 1, como se pode
verificar.

Para calcular o volume deste sélido, temos de comecar por desenhar a regiao que o gera.

Ay

y=3x-1

y >
y >

O volume pretendido é entao

1 1
V:27r/x(3—x2—(3x—1)) d:c=27r/ (—2® — 32° + 4z) du
0 0

4 1
1 3
— o {—x——x3+2$2} :2w<———1+2)=7”.

2. A rotacao dum circulo em torno dum eixo exterior gera um toro. Se posicionarmos o
circulo por forma a que o seu diametro assente no eixo horizontal, obtemos um sélido
como o ilustrado na Figura 5.24.

Supondo que o raio deste circulo é 1 e que o seu centro é o ponto (2,0), as fungoes

que o delimitam sdo f(x) = /1 — (x — 2)? (superiormente) e g(z) = —y/1 — (x — 2)?

(inferiormente), donde obtemos o seguinte valor para o seu volume.
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-3 -2 -1 1 3

N

IS IS

Figura 5.24: Obten¢ao dum toro a partir da rotacao dum circulo em torno dum eixo exterior.
3 3
V:27T/ x2\/1—(x—2)2dx:47r/(x—2+2)\/1—(:v—2)2dx
1 1
3 3
_47'('/($—2)\/1—($—2)2d$—|—4ﬂ'/ 21— (z—2)%dx
1 1
1 2231’
— J— 2
o [( (x —2)%)

WP

+87r/ cos?(t) dt

_ 3 x
2 x 3 z
N\ —~ vl _’_/
0 x—2=sin(t)
T
= 8n— = 47°
2

Exercicio 18. Calcule o volume dos sélidos obtidos pela rotagao em torno do eixo dos yy da
regiao limitada pelo grafico das seguintes funcgoes.

flx)=3—2a? f(x) = (x —2)?
(a) {g(a:) g, g o 0,1] (b) { em [1, 3]

5.6 Integrais improéprios

Até agora, tratamos sempre de integrais de funcoes limitadas. De facto, para o integral definido
de f entre a e b estar definido, requeremos inicialmente que f fosse continua em [a,b] e pos-
teriormente (no caso das fungoes continuas por trogos) que o seu dominio fosse divisivel em
intervalos fechados onde f fosse continua. Assim, nao temos maneira de dar sentido a ex-
pressoes como por exemplo f_21 df, uma vez que neste no intervalo [—1,2] a fun¢ao f(x) = %
nao é continua por trogos — ja que nao é limitada em nenhuma vizinhanca da origem.

Nesta seccao, vamos discutir extensoes do conceito de integral que nos vao permitir calcular
areas de regioes ilimitadas do plano. Embora possa parecer contra-intuitivo a principio, na
realidade este estudo apresenta bastantes semelhancgas com o estudo de séries: em ambos os
casos estamos a tratar de somar um nimero infinito de quantidades pequenas, podendo obter
um resultado finito. No final desta seccao veremos um resultado que relaciona directamente
este tipo de integrais com a convergéncia de séries.
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Os chamados integrais impréprios classificam-se em trés categorias, consoante a restrigao
que estamos a retirar. Nos integrais improprios de primeira espécie, estamos a integrar uma
funcao limitada num intervalo ilimitado; nos integrais improprios de sequnda espécie, o inter-
valo de integragao ¢é limitado, mas a funcao assume valores arbitrariamente grandes. Final-
mente, nos integrais improprios de terceira espécie ou integrais improprios mistos temos uma
combinagao dos dois casos anteriores.

5.6.1 Integrais impréprios de 12 espécie

O primeiro tipo de integral impréprio é talvez o mais importante para as aplicagoes praticas
desta matéria: integrais cujo dominio de integracao ¢ ilimitado. O tratamento deste tipo de
integrais é muito semelhante ao das séries: vamos considerar integrais cujo extremo superior
de integragao é +00, ou cujo extremo inferior ¢ —oo. Uma das areas em que mais se usam
este tipo de integrais é a Teoria das Probabilidades — e, por consequéncia, todas as aplicacoes
desta a outras disciplinas, como a Fisica ou a Economia.

Definigao. Seja f : [a, +00[— R uma func¢ao. A expressao

+oo

f(z) dx

a
diz-se um integral improprio (definido) de primeira espécie.

Tal como nos integrais anteriores, por vezes ditos préprios, interessa saber quando é que
faz sentido atribuir um valor ao integral de f entre a e b. Pensando mais uma vez em termos
de aproximacoes, podemos pensar em aproximar o valor de f: f(z) dz por integrais (préprios),
sendo a aproximacao tanto melhor quanto maior for o valor de b. Dizemos entao que o integral
impréprio converge se essa aproximacao tender para um limite finito quando b — +oc.

o f(z) dz = lim /b f(z) dx

a b—+400

Vamos ver alguns exemplos. Comecemos por pensar na funcao f(r) = - e tentemos
calcular o seu integral entre 1 e +00. Temos que

b q 11° 1
[La-[] it
L x x|, b

que tende para 1 quando b — +oo. Entao este integral converge e o seu valor é 1.
Uma vez que a primitiva de qualquer fungao é uma fungao continua (porque é um integral
impréprio), é comum usar a notagao abreviada para limites e escrever directamente

Note-se que o uso do simbolo de infinito deixa bem claro desde o inicio que estamos a trabalhar
com limites.

O integral improprio de primeira espécie tem um significado muito directo: corresponde
ao valor acumulado total duma funcao. Por outras palavras, se conhecermos a derivada f’
duma fungao f e o valor f(a) de f num ponto a, entao f(a)+ f;oo f(x) dx da-nos o limite de
f(x) quando = — +o00. Em problemas concretos, este valor corresponde ao comportamento
assimptotico (ou a longo prazo) dum sistema que seja modelado pela fungao f.
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Exemplo.

1. O integral impréprio f0+°° e~ dx é convergente. Recorrendo a definicao, tem-se que
+00 "
/ e ¥dr = [—e’x]ooozl.
0

2. O integral improprio f1+oo 4z n&o é convergente. De facto, tem-se que

oo g
[ 5 = hogw)l™ = o0,
1 T

que nao é um valor finito.
. . —+o00 . s
3. Podemos fazer o estudo dos integrais da forma fa x®, com a > 0, de forma sistematica.

Se a < 0, a primitiva de x® é O%LI:BC“H se a # —1, e log(z) caso contrério. Neste tltimo

caso, vimos ja que o integral é divergente; para o # —1, temos

+o0 b 1 b potl qo+!
/ x* dr = lim % dr = lim 2T = lim —
a b—=+oo J, b—too | v + 1 a b—too \ @ + 1 a-+1

a+1
{—‘;H se v < —1

+00 se > —1

Concluimos assim que estes integrais convergem precisamente se a < —1.

dz
1422

. . . . 4 . +oo ~ .
4. Finalmente, consideremos o integral impréprio fo Uma vez que a funcao inte-

granda é a derivada do arco de tangente, temos que

too dx T
— [arct too _ D
/0 T2 larctan(z)], 5

e concluimos portanto que este integral é convergente.

Exercicio 19. Estude a natureza dos seguintes integrais e, no caso de convergéncia, calcule
o seu valor.

(a) 0+°° COS(t) dt (b) fo"rOO e—ax dl’, coma >0 (C) f;oo m%sin (%> du

Existem outros dois tipos de integrais impréprios de primeira espécie, que se reduzem ao
caso apresentado. O primeiro diz respeito a intervalos de integracao ilimitados inferiormente,
ou seja, da forma | — 0o, b]; neste caso, definimos de forma andloga

/b f(z) dr = lim bf(ac) dx ,

a——0o0

sendo o integral convergente quando aquele limite for finito. Assim, temos por exemplo que

0 0
I I 1
/_Oo xe " dr = [ 7€ ]_OO =3
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e portanto este integral é convergente, enquanto que

2 Az 2l
/ —:/ — dg = [log|log |z|[| %, = +oo
i

e portanto este integral é divergente.
O segundo tipo de integral diz respeito a integrais sobre toda a recta real, denotados por
f_t:)o f(z) dx, fj;o f, Ja f(z) dz ou [ f. Neste caso, usamos a aditividade do integral para

escrever
+o0

e [ @i [ i@

para um ponto arbitrario ¢ (tipicamente usa-se 0, mas nao é obrigatério) e o integral em R
converge se ambos os integrais impréprios do lado direito da equagao convergirem.

Por exemplo, suponhamos que queriamos calcular fosin (2?) dx. Dividindo este integral
em dois, temos

0 400

/ x sin (a:Q) dr = / xsin (xQ) dz + / x sin (x2) dz .
R —oo 0

Uma vez que uma primitiva de z sin (2%) ¢ —3 cos (22), o primeiro integral reduz-se a

0 0 0
/ 2 sin (xQ) dr = lim 2 sin (1’2) dr = lim [—%COS ($2) dx] =

(cos (az) — 1)

DO | —

a——00 a——00

—o0 a a

e este limite nao existe. Logo este integral é divergente, e portanto fR xsin (2?) dr também é
divergente.
Por outro lado, temos que

/d:v _/0 dz +/+°° dz
pl+a2 1422 Jy 1422

+ [arctan(z)] > = [O — (—g)} - [g — 0} =T.

= [arctan(x)}[loo

Observe-se que neste ltimo caso poderiamos ter escrito simplesmente

/R : ixxz = [arctan(2)] 7% = |5 = (-3)] = -

Embora esta notacao seja aceitavel, sé faz sentido usa-la em caso de convergéncia do integral;
assim, a menos que esta seja clara desde o inicio, é recomendavel seguir sempre pela via anterior.

Exercicio 20. Estude a natureza dos seguintes integrais e, no caso de convergéncia, calcule
o seu valor.

(a) fi)oo L (b) [T¥e ppdr,coma>0 (c) [,wsin(z?) do

(z—5)? —o0
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5.6.2 Critérios de convergéncia

Tal como vem sendo hébito, na pratica ha muitos integrais improprios de primeira espécie que
nao se conseguem calcular exactamente, pelo que interessa recorrer a métodos numéricos para
obter aproximacgoes do seu valor. Contudo, ha uma questao a que é preciso responder antes de
aplicar métodos numéricos: serd que o integral é sequer convergente? Repare-se que, se nao
for este o caso, qualquer aproximacao obtida serd desprovida de sentido.

Existem varios critérios de convergéncia de integrais improprios. Todos eles tém uma
justificacao geométrica bastante simples e todos eles tém semelhancgas com alguns critérios de
convergencia de séries.

A ideia de base em todos os critérios de comparacao € a seguinte: se uma figura geométrica
esta incluida dentro de outra, entao a area da primeira é menor do que a area da segunda.
Um caso particular é o caso em que o grafico duma funcao f positiva esta acima do doutra
funcao g; entao o grafico de f limita uma area maior do que a de g, pelo que se o integral
impréprio de f convergir entdao o de g também converge (Figura 5.25) e, reciprocamente, se o
integral impréprio de g divergir, entao o de f também diverge.

Ay

Figura 5.25: Critério geral de comparacao para integrais impréprios de 1* espécie. Se a area
sob o grafico de f (toda a drea sombreada) for finita, entao a area sob o grafico de g (sombreado
claro) também é; se a drea sob o grafico de g for infinita, entao a area total também o sera.

Proposigao (Critério geral de comparagao). Sejam f, g duas fungdes definidas em [a, 00
tais que 0 < g(z) < f(x) para todo o x € [a, +0o0].

1. Se o integral impréprio f:oo f convergir, entao f:oo g converge e f:oo g < f:oo f.

2. Se o integral impréprio fa+°o g divergir, entao f:oo f diverge.

O critério geral de comparagao permite determinar a convergéncia/divergéncia de muitos
integrais impréprios envolvendo fungoes que nao sao elementarmente primitivaveis, recorrendo
nomeadamente a comparacao com funcoes da forma .

Exemplo.

dzx

Ton(a] é divergente. De facto, para z € [1, 400 tem-se a

1. O integral impréprio f;roo

relagao 0 < |sin(z)] < 1 < x, donde 0 < 1 < \sTl(:cn Uma vez que f;roodf diverge,
dx

| sin(z)]

conclui-se que o integral f;roo ¢é também ele divergente.
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2. J& o integral imprdprio f;oo % dx converge. Uma vez que 0 < |sin(z)| < 1, tem-se

’ i +o0o +0o0o |si ’
também 0 < B@l < L. opy [:7 % converge, logo L@l 74 também converge.
T x2) 5 ) T

2 5

. . , . +0o 2 7
3. O integral impréprio fo e~ dx é convergente. Escrevendo

Foo 2 ! 2 Foo 2
/ e ” dx:/ e ™ dac+/ e dr,
0 0 1

temos que o primeiro integral é um integral definido (préprio), enquanto que em [1, 4o0|
se tem = < 22 e portanto —2% < —z, donde e™* < e *. Uma vez que f:roo e dx é

. . +oo .2 +oo .2 , ~
convergente, deduz-se que os integrais [~ e™* dx e [;" ™ dr também o sdo.

: . . b s ~ . -
Para integrais do tipo ffoo f ou fR f, o critério geral de comparacao mantém-se valido com
as adaptacoes previsiveis.

Exercicio 21. Estude a natureza dos seguintes integrais.

(a) 1+oo%d$ (b) 1+w%dx (c) f__oilsm(i—gﬂ)ldif

Uma generalizagao deste critério consiste em calcular o limite

lim M
a0 g(x)

Se este limite for 0, entdo existe um ponto a a partir do qual f(z) < g(x) e podemos aplicar
o critério geral de comparagao; se o limite for +00, entao existe um ponto a a partir do qual
g(x) < f(x) e podemos novamente aplicar o critério geral de comparagao. Mais interessante
¢ o caso em que o limite ¢ um valor finito k. Neste caso, existe um ponto a a partir do qual
gf(x) < g(x) < 2kf(x); mas os integrais de %f e 2kf tém a mesma natureza do integral de f
(sdo ambos convergentes ou ambos divergentes), devido & linearidade do integral, pelo que o
critério geral de comparacao se aplica mais uma vez para permitir concluir que o integral de g
também é da mesma natureza que aqueles dois.

Proposicao (Critério da razao). Sejam f, g duas fungoes definidas em [a, +oo[ com valores

positivos e suponha-se que existe lim, % com valor k.

1. Se k =0, entao:
(a) se o integral impréprio fa+°o g convergir, entao f:oo f converge;
(b) se o integral impréprio f:oo f divergir, entao f:oo g diverge.

2. Se k = 400, entao:
(a) se o integral impréprio f;roo f convergir, entao f:oo g converge;

(b) se o integral impréprio f:oo g divergir, entao f;oo f diverge.

3. Se 0 < k < 400 entao os integrais f;oo fe f:oo g tém a mesma natureza.
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Tal como atrds, este critério também é aplicdvel aos integrais da forma [~ __ f ou [, f, com
—00 R Y
as adaptacoes Obvias. Na pratica, este critério é muito mais simples de usar do que o critério
geral de comparagao.
Exemplo.
: +00 224253
1. VejamOS que f2 2371
integranda é da ordem de grandeza de m%, portanto vamos comparar com esta.

dzx converge aplicando este critério. Intuitivamente, a funcao

22 4+2x—3
lim T 341 lim x? + 223 — 3ZL'2 1
1 - 4 _ 43 B
—+00 ol r—+o0 I 3+ 1

~ . . o ~
Entao os integrais f2 e R f2 1,12 dz sao da mesma natureza. Uma vez que o

4 I5+1
+00 224223

segundo é um integral convergente, concluimos que f2 w5 dx converge.

2. Estudemos agora o integral fj;o 22e " du. Intuitivamente, o comportamento dominante

, . 3 . 2
é o da exponencial; porém, se compararmos este integral com o de e vamos obter um

limite infinito, que nao nos permite concluir nada.

Mas z? é dominado por qualquer exponencial, pelo que podemos majorar esse termo
z2 L

por ez e comparar a funcao integranda com e~z . De facto, temos que

. rTe . _a?
lim ——— = lim 2% 2 =0.
T—400 e—% T—~400

22

2 dx, concluimos que

Uma vez que ja estabelecemos atras a convergéencia de fRe
+oo —
[ %" também é um integral convergente.

2
3. Vejamos o caso de f T _tan ( ) dz. Uma vez que nao é nada claro que a funcao integranda
seja primitivavel, a melhor op(;ao é usar o critério geral de comparacao.

Se comparamos esta funcao com -, obtemos

tan (% t
lim J i OO
T——00 ; yﬁO_ y

d

2 .
donde o integral considerado ¢ da mesma natureza de fjoo €2, e portanto diverge.

Exercicio 22. Estude a natureza dos seguintes integrais.

+00 T +oo log(x +oo L2
(@) L7 =em (b) [ 257 do (©) 2 rmoeets de

Até agora, todos os critérios de convergéncia que consideramos assumiam que a funcao
integranda era positiva. Obviamente que podemos obter critérios semelhantes para integrais
do funcs i . ! idade do int 1t b . by .

e funcoes positivas, ja que por linearidade do integral temos fa(—f) = —fa f; porém, em
muitas situagoes estamos interessados em integrar funcoes que mudam infinitas vezes de sinal.
Em particular, integrais impréprios de primeira espécie envolvendo senos e cosenos ocorrem
sistematicamente em Teoria de Sinais.
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O tratamento destes integrais é em geral mais complexo, e nao é facil provar a sua con-
vergencia. O tUnico critério simples de utilizar, semelhante a um dos critérios de convergéncia
de séries, é relativamente fraco.

Proposigao (Critério do mddulo). Seja f : [a — +oo[— R uma funcdo real. Se f;oo |f]
converge, entao f:oo f também converge e tem-se a relagao

g/:oo\f(x)\dx-

Vejamos alguns exemplos de aplicagao deste critério.

“+oo

f(z) dz

a

Exemplo.

. . . . Lo +00o |sin(x)|
1. Vimos num dos exemplos anteriores que o integral 1mproprio ffa ( == dx converge.
o0 sin(x

Uma vez que z? é sempre positivo, podemos concluir que f ) dz também é con-

5 x?
sin(z) | __ |sin(z)|
2 | = T2 -

vergente, pois

dx

| sin(z)]
~ . . A~ . —+o00 I , ’ .
da convergéncia ou divergencia de [, Sig"&): o critério do médulo s6 pode ser aplicado

para concluir convergencia dum integral.

. . , . —+o00 ) . . ~ .
2. O integral impréprio f1 é divergente. Assim, nao podemos concluir nada acerca

Exercicio 23. Estude a natureza dos seguintes integrais.

+00 cos(z +00 - too . —az
(&) a:g L dx (b) J; (Hi)\/; (c) fl sin(z)e™* se a >0

5.6.3 Relacao com as séries

Os integrais improprios de primeira espécie tém uma relacao muito préxima com as séries,
expressa através do seguinte resultado.

Teorema (Critério do Integral). Sejam f : [1, +oo[— R uma funcdo positiva e decrescente e a

a sucessao cujo termo geral é a,, = f(n) para todo o n > 1. Entao a série Y~ | a,, é da mesma
. “+o0o

natureza do integral [\ f(z) dx.

Este critério tanto pode ser usado para provar convergéncia de séries a partir da con-
vergéncia de integrais como ao contrario. Podemos usa-lo, por exemplo, para mostrar o resul-
tado que enunciamos sobre séries de Dirichlet: a série

=1

converge precisamente se > 1. De facto, a funcao f(z) = x% ¢ uma funcao positiva e
1

decrescente que satisfaz f(n) = -5 = a,; uma vez que

[ =
1z
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converge precisamente quando « > 1 (como verificAmos directamente por primitivagao, con-
cluimos o resultado analogo para séries.
A validade deste critério é muito simples de verificar: nas condicoes do teorema, a série

oo
> an
n=1

corresponde a uma area que envolve o grafico de f (Figura 5.26 (a)), enquanto que a série

corresponde a uma area completamente sob o grafico de f (Figura 5.26 (b)). Entao

ian < 1+°0 f(z) dx < ian
n=2 n=1

donde o integral e a série sao necessariamente ambos convergentes ou ambos divergentes.

Ay Ay

12 3 45 6 7 8 9101112 12 3 45 6 7 8 9101112

Figura 5.26: Relacao entre séries e integrais impréprios de 1* espécie. Em (a), cada rectangulo
tem base 1 e altura a,, com n > 1; em b, cada rectangulo tem as mesmas dimensoes, mas
agora com n > 2.

Exemplo.

1. No Capitulo 1, estabelecemos a convergéncia das séries

> < /243 )\ X on 43
Znn+1) Zl(3n2—|—1) Z3"—2

n=1 n= n=1

e a divergéncia das séries

waw 252112 i(%*%)

n=1
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Uma vez que em todas elas o termo geral é positivo e decrescente, o critério do integral
diz-nos que os integrais

oo dr oo g2 43\ oo 9T 43
—_ dx dx
1 x(z+1) i 3241 . 3F=2
sao convergentes e os integrais
+oo dl‘ +o0 T+ 1 +oo 1 1
_— —— dx —+ — | dz.
1 Vrt+Vr+1 . x?42 1 2¢ g
sao divergentes.
2. Vimos atras que os integrais
+o0 +oo .2 20 — 3 +o0 d
/ 2™ du / T—i dx / L
1 o  xt—x3+1 o 1+a?
sao convergentes e os integrais
T dx oo 1 oo dx
_ tan | — | dx —
o wlog|z| | x o loglz|

sao divergentes. Uma vez que em todos eles a funcao integranda é positiva e decrescente,
o critério do integral diz-nos que as séries

o0

2
E nZe "
n=1

convergem e as séries

o0

2

n=2

1
nlog |n|

divergem.

o0

D

n=

n+2n—3 i 1
2n4—n3—|—1 :01+n2
> 1 1
tan [ — _—
Sen(y) T

Exercicio 24. Recorrendo ao critério do integral, estude a convergéncia das seguintes séries.

<X arctan(n) <X sin(n) — —n
(a) ;w (b) Zl 3 (c) Zle

Exercicio 25. Recorrendo ao critério

integrais.

(a)

—+00
1

+oo g

(b) J;

1 1

x x+2

(

)dx

2

+1
= dx

do integral, estude a convergéncia dos seguintes

+too  dx
(C) f2 log(x)
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5.6.4 Integrais improéprios de 22 espécie

O segundo tipo de integrais improprios é um pouco diferente: trata-se de integrais num inter-
valo [a, b], mas em que a fun¢ao integranda nao é limitada.

Definigao. Seja f : |a,b] — R uma funcao tal que lim, ..+ f(x) = +o00. A expressao

/abf(aj) dx

diz-se um integral imprdprio (definido) de sequnda espécie.

O tratamento deste tipo de integrais é muito semelhante ao dos integrais impréprios de
1% espécie.

Novamente, o primeiro passo é perceber quando é que este integral impréprio tem um valor
finito (converge). Mais uma vez, vamos raciocinar em termos de dreas: a drea sob o grafico de f
pode ser aproximada por um integral definido (préprio) em que o extremo inferior de integracao
é substituido por um ponto préximo de a mas superior. Se o valor do integral convergir para
um limite quando esse ponto se aproxima de a, dizemos que o integral impréprio converge e o
seu valor é esse limite.

/abf(x) dz = lim /ybf(x) gt [ f(z) dz

y—at e=0" Joqe

Consideremos a funcao definida por f(z) = \/LE e calculemos o seu integral improéprio entre 0
e 1. Uma vez que a funcao ¢ ilimitada numa vizinhanca de 0, vamos substituir este ponto por
pontos arbitrariamente proximos. Sendo £ > 0, temos que

1d:l: 1
/5 ﬁ=[2\/5}6:2—2\/5.

Quando € — 0, este valor tende para 2. Entao o integral de f entre 0 e 1 converge, e tem-se

/ Ude 5
0 VT

Também aqui é comum abreviar a notagao omitindo o sinal de limite, pelo que a igualdade
acima se poderia escrever como

Udx 1 B
/0 ﬁ:[Qﬁ]o_mf—z\/ﬁ_z.

E preciso ter cuidado com esta notacao, uma vez que nao deixamos de estar a trabalhar com
limites — embora este facto deixe de ser ébvio, contrariamente ao que sucedia atras.

O integral impréprio de 2* espécie tem um significado geométrico muito concreto: a area
sob o grafico de y = \/LE entre x =0 e x = 1 é ilimitada, mas ¢é finita. Na pratica, surgem pro-
blemas concretos que conduzem ao calculo dum integral definido mas impréprio, nao deixando
o problema por isso de ser resolivel — desde que o integral convirja.
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Exemplo.
1. O integral impréprio f02 i—g nao é convergente. De facto, tem-se

. 2de B S B |
lim —=lim |——| = lim - — = = 4+00.

e—=0t+ J. T2 e—0t T, e—0t & 2

2. Mais uma vez, podemos fazer o estudo de todos os integrais da forma fob x® dzx de forma

sistematica. Observe-se que se o > 0 estamos perante um integral préprio, pelo que nao

hé qualquer problema em calcular o seu valor. Se a < 0, a primitiva de 2 é —L_z*!

a+1
se a # —1, e log(x) caso contrario. Neste ultimo caso, temos que

/0 d?x = [log(x)]} = log(b) — log(0) = +o0,

logo o integral é divergente; para o # —1, temos

b b b a+1 a+1
d d 1 bt +
ar —lim/ ax = lim 22T = lim _°
0o T =0 [, e—=0 |la+1 . e=0\a+1 a-+1

- {ba+1 se v > —1

a+1
+00 sea< —1

Concluimos assim que estes integrais convergem precisamente se a > —1.

3. Vamos agora estudar o integral impréprio ffz tan(z) dz; note-se que tan(x) é ilimitada
2
quando x se aproxima de —7.

Temos que

/ tan(x) dz = [log]| cos(:l:)]](ig =0—(—00) =400,

_T
2

donde este integral impréprio é divergente.

. . . . , . 0 dax . ~ . T
4. Finalmente, consideremos o integral impréprio f_l T cuja funcao integranda é ili-
mitada na vizinhanca de —1. Uma vez que a primitiva de ﬁ é arcsin(x), podemos

concluir que

/0 _dr larcsin(x)]” , = arcsin(0) — arcsin(—1) = u
V1= o 27

donde este integral impréprio converge.

Exercicio 26. Estude a natureza dos seguintes integrais e, no caso de convergéncia, calcule
o seu valor.

2 log(z 0 1 -
(a) Ji 8@ gy (b) [° tan(z) dz () Jy 2=

2
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Também nos integrais improprios de segunda espécie ha dois outros casos a considerar,
que se reduzem todos ao caso apresentado. Quando a funcao integranda é ilimitada numa
vizinhanca do extremo superior do intervalo de integracao, definimos de forma semelhante

b Y b—e
/ f(x) de = lim f(x) de = llir(l) f(x) dx

y—b—

Assim, temos por exemplo que

U dx 1 1 1 1 L
_ [ 2 . de = =1 1| —loglz —1
/0 22— 1 /0 Z(x—i-l x—l) v = 5 lloglw + 1] —log |z — 1],

_ %(log(Z) ~1og(0) — log(1) + log(1)) = +o0

e portanto este integral é divergente.

O outro caso é mais perigoso e alerta para a conveniéncia de esbocar graficamente a fungao
integranda no intervalo a integrar: diz respeito ao caso em que f é ilimitada numa vizinhanca
de ¢ €la, b]. Neste caso, usamos a aditividade do integral para escrever

/abf(x)dx:/acf(x)da:—l—/cbf(x)dm

e o integral entre a e b converge se ambos os integrais impréprios do lado direito da equagao
convergirem. Note-se que, contrariamente aos integrais improprios de primeira espécie, aqui
a escolha do ponto ¢ nao é arbitraria: tem de ser necessariamente o ponto onde a funcao é
ilimitada.

Suponhamos que queriamos calcular f g mglwl Uma vez que a fungao integranda ¢ ilimitada
em torno do ponto 1, vamos escrever este integral como

/2 dx _/1 dx +/2 dx

Ora vimos atras que o primeiro destes integrais dlverge logo o integral fo Izd”" é divergente.

Por outro lado, se pretendessemos calcular f ) \/— terfamos de decompor este integral

pelo ponto 0, obtendo
O dx n U dx
14/ ]:L’ 1V 0 VT
e o segundo destes integrais é convergente (vimos acima); quanto ao primeiro, corresponde a
area duma figura que é sunetrlca da primeira (a funcao +/|x| é par), pelo que terd o mesmo
valor. Temos entao que f | Vr <L ¢ convergente e tem o valor 2 + 2 = 4.

Exercicio 27. Estude a natureza dos seguintes integrais e, no caso de convergéncia, calcule
o seu valor.

a) fi % (b) f()l \/19% dx (c) [ tan(z) du

Novamente, em muitos casos os valores dos integrais improprios de segunda espécie vao ser
determinados por aproximacao, pelo que importa conseguir determinar previamente se um dado
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integral é ou nao convergente. Temos mais uma vez um conjunto de critérios de convergéencia,
bastante semelhantes aos critérios existentes para integrais improprios de primeira espécie, com
as mesmas justificagoes geométricas.

Proposicao (Critério geral de comparagdo). Sejam f,g duas fungoes definidas em ]a,b] e
ilimitadas numa vizinhanca de a tais que 0 < g(z) < f(z) para todo o x €|a, b).

1. Se o integral impréprio f; f convergir, entao fabg converge e f;g < fab f.

2. Se o integral improprio ff g divergir, entao ff f diverge.

Tal como atras, o critério geral de comparagao permite determinar a convergéncia ou di-
vergéncia de muitos integrais impréprios recorrendo a comparacao em particular com integrais
da forma x®.

Exemplo.

1. O integral impréprio fo é divergente. De facto, para x € [0, 1] tem-se 0 < sin(z) < z

sm( )
(consequéncia do desenvolvimento de sin(z) em série de Taylor), donde

1 1
0<— <~ :
r  sin(z)

Uma vez que fo d; diverge, conclui-se que o integral fo Sm(x) ¢ também ele divergente.

2. Ja o integral improéprio fol dt__ converge. Uma vez que
\/sin(z)

lim sin(x)

z—0 €T

=1

)

existe um intervalo [0,a] onde § < sin(x); nesse intervalo,

1 4

0<—<sm )= 0< < y/sin(z ———>0< —
2 \/> sin(z) \/_
4dx

e uma vez que fo converge temos que

também é convergente.

Exercicio 28. Estude a natureza dos seguintes integrais.

1 - 1 log( i
a) [y 1525 do (b) Jo g:): dx () Jy x+:c(1ig(a;))2

Podemos mais uma vez generalizar este critério em termos do limite

lim /()

a=a g(z)

no ponto a onde f e g sao ilimitadas.
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Proposicao (Critério da razao). Sejam f,g duas fungoes definidas em Ja,b|, com valores

positivos nesse intervalo e ilimitadas numa vizinhanca de a, e suponha-se que existe lim,,_, ,+ %

com valor k.

1. Se k =0, entao:
(a) se o integral impréprio fab g convergir, entao fab f converge;
(b) se o integral impréprio ff f divergir, entao ff g diverge.

2. Se k = +o00, entao:
(a) se o integral impréprio fab f convergir, entao f: g converge;
(b) se o integral impréprio fab g divergir, entao ff f diverge.

3. Se 0 < k < 400 entao os integrais f: fe f:g tém a mesma natureza.

Exemplo.

1. Vejamos novamente que fo m converge aplicando este critério.
sm(x

1

lim Sif‘x)_hmﬁ_hm\/.i_\/hm =1

z—07F Wz z—07F &n(x) z—07F Slrl(l’) z—0t SIH(I)

1
Entao os integrais d’” sdo da mesma natureza. Uma vez que o segundo é
o

sm(w

um integral convergente, conclulmos que fo \/_( converge.
simm(x

2. Estudemos agora o integral ff% = g‘l(‘; )

nhanga de 0, pelo que interessa separar este integral em

/g x dx /O x dx +/72T x dx
27N a2 2N
_z sin”(z) _zsin(z)  Jo sin®(z)
sendo o integral do lado esquerdo desta igualdade convergente apenas se os dois integrais
impréprios do lado direito o forem também.

. A funcao integranda tem problemas numa vizi-

Convém comegar por perceber qual o comportamento esperado deste integral e com que
funcao convém comparar. Uma vez que lim,_ Sm(z) = 1, sabemos que as funcoes z e
sin(z) tém um comportamento semelhante prox1mo da origem. Entao, é de esperar que
m seja semelhante a -5 = %; vamos entao tentar aplicar o critério da razao com essa

funcao.
1 ) . 2
lim —2— — Jigg S8 _ (lim Sm(m)) —1

+ x—0 3;‘2 x—0 €T
sin®(z)

Concluimos portanto que os integrais de 1 e % se comportam da mesma forma

z
T d:c
sin?(x)

;. . 0 . . 0 .
préximo da origem. Uma vez que [, d?x diverge, concluimos que f_z é diver-
2

z dr

gente, e portanto também o é f T Gn(0)
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Observe-se que a fungao do dltimo exemplo é uma funcdo primitivivel (por partes, primi-
tivando Wl(g;) como cot(x)); contudo, a regra de Barrow nao pode ser aplicada para calcular
o seu valor, uma vez que a funcao integranda nao é continua em todos os pontos do intervalo

|=5.31

Exercicio 29. Estude a natureza dos seguintes integrais.

1 sin(z 1 z 1 2234
(a) J°, %5 da b) Jo o= (©) Jy 25 da

Finalmente, temos também o critério do modulo.

Proposicao (Critério do médulo). Seja f : |a,b] — R uma fungao real ilimitada numa vizi-
nhanga de a. Se o integral impréprio ff | f| converge, entao fab f também converge e tem-se a

relagao
b
[ty

Na pratica este critério nao é tao importante como o critério andlogo para integrais impro-
prios de primeira espécie, uma vez que as funcoes mais comuns nao tém infinitas alternancias
de sinal em intervalos limitados. Porém, ha alguns casos assim; um exemplo de integral cuja

sin(3)

. s, ol . ,
convergencia pode ser provada por este critério é fo — dx. Este integral é convergente,

< [,

uma vez que no intervalo [0, 1]

~—~
8=

)l

sin (1) ‘ _|sin

VT

B

1 de
ey <% converge.

Exercicio 30. Estude a convergéncia dos seguintes integrais impréprios.

(@) /01 sin(z) \—/I—Ecos(x) 2 (b) /01 sin(;c; da © /01 e du

5.6.5 Integrais improéprios mistos

Nalguns casos, encontramos integrais que misturam uma componente impropria de 1* espécie
com uma componente impropria de 2* espécie. Por exemplo: para determinar a convergéncia

de
/ dz
RZUQ—l

temos de dividir este integral nos quatro pontos onde ha problemas: —oco, —1, 1 e 400. No
primeiro e dltimo, temos um integral improprio de primeira espécie; nos dois intermédios temos
um integral impréprio de segunda espécie.
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Neste caso, poderiamos escrever por exemplo

dv 2 dx -1 dx O dx
/RxQ—l_/_oo:c2—1+/_2 x2—1+/_1x2—1+
Udx 2 dx T dr
+/0 :c2—1+/1 x2—1+/2 2 -1

O segundo destes integrais é divergente (de acordo com a aplicagdo do critério da razao, com-

. . 1 dx , ‘
parando com o integral divergente de :v_+1>’ logo [ 7 também o serd.

Exercicio 31. Estude a natureza dos seguintes integrais e, no caso de convergéncia, calcule
o seu valor.

(a) J1 45 (b) [1ode (c) [, sty do

Exercicio 32. Estude a natureza dos seguintes integrais.

+o00 d +00 t41
@) L @y (b) Jo = U dt

5.6.6 Valor principal de Cauchy

No caso dos integrais divergentes do tipo f_Jr;o f(z) dz, podemos considerar uma aproximagcao

diferente: em vez de estudar independentemente os integrais ffoo f(z) dx e f:oo f(z) dx,
podemos calcular directamente o limite

a
lim / f(z) dz.
a—+00

—a
Quando este limite existir e for finito, diz-se que é o walor principal de Cauchy do integral
impréprio; nesta situacao, diz-se que o integral é convergente em valor principal.

Obviamente que no caso dos integrais impréprios convergentes o seu valor coincide com o
seu valor principal de Cauchy. O interesse deste conceito é permitir atribuir um valor a integrais
que sao divergentes — valor esse que em determinadas aplicagoes faz sentido considerar.

. 0 . . . ,

Vejamos alguns exemplos. Se calcularmos f_oo sin(x) dz, concluimos que este integral é
divergente, ja que

0
. _ 0
/ sin(z) do = [— cos(x)]_
—00

nao tem limite. Porém, se calcularmos o seu valor principal de Cauchy obtemos

—a

+oo a
V.p. /_OO sin(x) dx = akgloo . sin(z) dx = agrfoo [—cos(z)]%, =0
0
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Em geral, qualquer funcao f que seja impar tem valor principal de Cauchy 0, desde que os
integrais ffa f convirjam para qualquer valor de a. De facto, a primitiva de qualquer funcao
impar é sempre uma funcao par, pelo que somada entre —a e a dara 0. Assim, temos que

dx sin(x)
p. [ 2¥der=0 =0 / =0
VP/R v.p. \/— v.p L7211

entre outros.
Em geral, claro estd, a tnica forma de calcular o valor principal de Cauchy dum integral
impréprio é recorrendo a definicao.

Exercicio 33. Calcule o valor principal de Cauchy dos seguintes integrais.

+00 T +00 ¢2
( V.p. f]R ac2+2x+2 V.p. f 0o xg—H (C) v.p. f—oo tt—;l dt

5.7 Exercicios

34. Calcule o valor dos seguintes integrais.

(a) /OlogZex\/m i (h) /01 1?; dz (o) /;ﬁ dz
(b) /0 : sin(z) cos?(z) dz (1) /0 1 @22%1)3 dz (p) /0 1 (e — 1)*e® dx
() /O %e%cos(;c) dx () /0 g%@ (q) /0 13:2@ dx

8 x 1 2 e—1
dx Y 1 1)d
= W [ L @ [ o1 ds

2 ) 1 1 9.
() /_3\:): —1| dx (1) /O e~ de (s)/0 e da

(f) /0 ﬁ dx (m) /02 sin®(z) cos*(x) dx () L\/a;jti% dx

1

o g3 T 22 +1
(g)/o mdm (n)/O cos”(z) dx (u)/1 . dx

(v) /07T (sin’(2) + cos’(x)) dw (w) /’5 (tan(z) + cot’(z)) dz

35. Calcule a area sob os graficos das seguintes funcoes.

(a) f(z)= ! 7 oom z € [-2,-3] (¢) h(z) = 1+ 2sinxcosx

x? — sinx + cosx

comx € [0, %]

1 (d) f(z) =2 +42 —1 com x € [0, 3]

(b) g(z) = m com x € [1,e’]

(e) f(z)=zcos*(x) com z € [0, %]
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(f) h(z) = |sin(4x)| com x € [0, 7] (h) f(z) = sin(2z) sin(x) com z € [0, 7]
(g) f(z)=2%"" com z € [0,1] (i) f(z)=tan(z) com z € [-7, %]

36. Calcule f03 f, onde f é a funcao definida da seguinte forma.

x? 0<z<1
flz)=¢3z+1 1<x<?2
% 2< <3

37.

(a) Use a substitui¢ao 1 — z = t para calcular fo (1 —2z)" dz.
(b) Mostre que fo 2P(1 — )" dx = fo (1 — z)? dx.

38. O wvalor médio duma fungao f num intervalo [a,b] em que f seja continua é o valor

Determine o valor médio de:

(a) f(z) = &7 em [0,2]; (b) f(z) = sin®(z) em [0,].

39. Mostre que as seguintes relacoes sao vélidas.

1 1
<wb/ e z/q‘“ (b)
o 1+ a2 o 1+

40. Resolva a equagao seguinte.

1
/ M d:v’ < log?2
0 1

T +

arcsin( ) gt — w2
Vi—eo 32
41. Sendo f uma fungdo positiva com derivada continua em [a,b] e tal que f(a) = 5 e
f(b) =1, calcule os seguintes integrais.
b b pr
f'()
a fA(z)f(z) dz b d
) [ Pere o [

(1
42. Seja f :[0,1] — R uma funcao continua tal que / f = 1. Calcule / fL)) dz.

43. Calcule a area das regioes do plano delimitadas pelas seguintes curvas.
2 3 2 3
y=1x°—3 y=x> —2x y=x"—x
(@) ¢° () 97 () §° .
y =2z y=x—2 y = sin(mx)

y = 2z — 2? =z
w>{y:_x m>{y:u_a|
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y=2x%+3 y = 2? y = a3

(0 y x® + () x (h) Sy=x+
z=0 =2 y=0
=1 y=0

44. Calcule a area das regices do plano definidas pelas seguintes condigoes.

< g2 > g2
(a) Cy>% y < —32%+4
y < 2x

45. Calcule a area das regioes do plano definidas pelas seguintes condigoes integrando em
relacao a variavel y.

x> y? 2 +y? <2 © 24+ 9y? <2
C
(a) dy=>1 (b) ¥y <5 x>y
y=>ax—2 y=>0

46. Calcule o volume dos solidos obtidos pela rotacao em torno do eixo dos zx da regiao do
plano definida pelas seguintes condicoes.

<5 > 3 (2> 92
O S OR e o
y > x? y? < 9x (e) Ry>aw—2
y >0
\
y >z y > (2>
(b) Jy <1 (d) Jy <z () qy>1
x>0 y<: ly>2 -2

(a) Determine a drea da regiao D.

(b) Determine o volume do sélido gerado pela rotacao de D em torno do eixo vertical.

(c) Determine o perimetro de D.

48. Estude a natureza dos seguintes integrais e, no caso de convergéncia, calcule o seu valor.
()/+°°dt <>/0 dx (e) T dr
a — c —_— e
2t —o0 (x —5) 1 Vo1

v [ N N
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® [ [ e o

49. Estude a natureza dos seguintes integrais.

(®) /12 /@ —Cf;(?)—x) dr (d) /ogﬂd——t9 (®) /12 5;&—1

(b) /0 2\7% (o) /0 (12 da (h) /0 og(s) di
(©) /0 L) (f) /3 e tl) /0 Vet

1—=x 3

50. Calcule a area das seguintes regioes do plano.

(a) A regido entre os graficos de f(z) = % e g(z) = :v%w com x > 1.
12

(b) A regiao entre o gréfico de f(x) = ze~ 2 e a sua assimptota.

(c) A regiao entre o grafico de f(x) = mf—il e a sua assimptota.
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