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Introducao

Estas folhas destinam-se a servir de apoio a disciplina de Programacdo em Ldgica leccionada no
Instituto Superior Técnico (Universidade Técnica de Lisboa) pela Secgdo de Légica e Computagio
do Departamento de Matematica.

A Programacdo em Ldgica é a concretizacdo da ideia dar semantica operacional a um fragmento
da Légica de Primeira Ordem para obter conjuntos de férmulas que sdo simultaneamente um
programa executavel (semantica operacional) e a sua especificagdo (semantica tradicional); tais
programas sao por natureza correctos no sentido em que satisfazem a sua especificacao légica. A
semantica operacional baseia-se no mecanismo geral de resolucdo, introduzido por Robinson em
1965.

Organizacao

O Capitulo 1 faz uma revisao dos conceitos necessérios de Légica de Primeira Ordem e introduz al-
gumas noc¢des especificas da Programacdo em Ldégica, em particular definindo cldusulas, programas
determinados e o fragmento da Ldégica de Primeira Ordem que se pretende estudar. Apresenta-se
também a semantica tradicional da Légica de Primeira Ordem e alguns resultados que permi-
tem simplificar significativamente o estudo desta semantica quando aplicada apenas ao fragmento
clausal.

No Capitulo 2 discute-se a nocdo de substituicdo, central a Programacao em Ldgica, e apresentam-
se os conceitos de resposta, unificadora e unificadora mais geral (UMG). O capitulo termina com
um algoritmo de unificagdo cuja correc¢do total se prova.

Neste ponto ja é possivel estudar a semantica operacional da Programacdo em Ldgica, que é o
tema do Capitulo 3. Aqui descreve-se pela primeira vez o mecanismo de resolucdo-SLD, provando-se
a sua correc¢ao, o resultado inesperado de Independéncia da Regra e a adequagdo computacional,
que justifica o interesse pratico desta semantica. Estes resultados s3o interpretados em termos
praticos por via da nogdo de arvore-SLD.

O objectivo seguinte é provar a completude légica do mecanismo de resolucdo-SLD. Isto é
conseguido recorrendo a uma semantica denotacional da Programacdo em Légica e da definicdo do
modelo de Herbrand minimo de um programa determinado. Este estudo é feito no Capitulo 5, apds
uma exposicdo introdutdria dos pré-requisitos de teoria de reticulados que é feita no Capitulo 4.

A resolucdo-SLD ¢é a base de todos os interpretadores de PROLOG, pelo que no Capitulo 5 se
discutem também questdes mais ligadas a implementacao do mecanismo de backtracking. Esta
discussdo estd ligada a completude da resolu¢ao-SLD, mas ver-se-a infelizmente que as imple-
mentacoes tradicionais tém algumas lacunas. Discute-se ainda brevemente o mecanismo do corte.

O Capitulo 6 estuda outra questdo pratica: a possibilidade de estender a linguagem da Pro-
gramacao em Logica recorrendo a negacdo. A implementacdo intuitiva através da regra da Negacao
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por Falha da origem ao mecanismo de resolu¢ao-SLDNF, cuja correccdo se prova recorrendo a
nocdo de programa completado. O capitulo termina com uma brevissima exposicdo dos problemas
relativos a completude deste mecanismo de resolugdo.

Agradecimentos

O material constante destas folhas é um enriquecimento substantial das Folhas de Programacao
Recursiva, escritas para a cadeira de (entdo) Programagdo Recursiva, hoje Programagdo em Ldgica,
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como a exposicao aqui foi feita. Foi também fundamental a colaboracdo do Hélio Pais, cuja
leitura atenta das varias versdes preliminares permitiu corrigir varios erros e melhorar a qualidade
do trabalho.

A responsabilidade por eventuais lapsos, omissoes ou incorreccoes reside, claro esta, exclusiva-
mente com o autor.
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Capitulo 1

Fundamentos de Légica de Primeira
Ordem

A Programacao em Ldgica debruca-se sobre um fragmento criteriosamente escolhido da Légica de
Primeira Ordem. Neste capitulo apresenta-se a Légica de Primeira Ordem e discutem-se as suas
propriedades fundamentais; em simultaneo, define-se o fragmento da linguagem que serd o objecto
de estudo principal desta disciplina.

1.1 Sintaxe da Légica de Primeira Ordem

Definicao 1.1.1 Uma assinatura de primeira ordem é constituida por:
e simbolos de constante;
e simbolos de funcdo;
e simbolos de predicado.

A cada simbolo de fun¢do e de predicado esta associada uma aridade (nimero de argumentos que
essa fun¢do ou predicado recebe).

Definicao 1.1.2 Um alfabeto de primeira ordem é constituido por:
e uma assinatura de primeira ordem;
e um conjunto numeravel X de varidveis;
e 0s conectivos —, A, V, = e &
e 0s quantificadores V e 3;

e sinais de pontuagdo (paréntesis e virgula).

Notacao 1.1.3 Convenciona-se o uso dos seguintes simbolos:
e letras do final do alfabeto para varidveis (x, y, u, xi, x');
e letras do inicio do alfabeto para simbolos de constante (a, b, a;, &);
e as letras f, g, e h (ou variantes f;, g’) para simbolos de func¢3o;

e as letras p, g, e r (ou variantes p;, g') para simbolos de predicado.
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Definicao 1.1.4 O conjunto dos termos sobre um alfabeto define-se indutivamente da seguinte
forma.

e Toda a variavel é um termo.
e Todo o simbolo de constante é um termo.

e Se ty, ..., t, sdo termos e f é um simbolo de func3o de aridade n, ento f(ty,...,t,) é um
termo.

Termos arbitrarios serdo representados por t, t, t'.

Definicao 1.1.5 O conjunto das férmulas sobre um alfabeto define-se indutivamente da seguinte
forma.

e Se ty, ..., t, sdo termos e p é um simbolo de predicado de aridade n, entdo p(ty, ..., t,) é
uma férmula dita férmula atémica ou dtomo.
e Se F e G sdo férmulas, entdo (=F), (FAG), (FV G), (F = G) e (F & G) sdo férmulas.

e Se F é uma férmula e x é um simbolo de varidvel, entdo (Vx.F) e (3x.F) sdo férmulas.

Férmulas arbitrdrias serdo representadas por F, G, Fy, G'.

Notacao 1.1.6 Para evitar sobrecarregar as férmulas de paréntesis, convenciona-se que os opera-
dores —, V e d tém precedéncia sobre todos os outros; VV tem precedéncia sobre A\, = e &; e A
tem precedéncia sobre = e <. Com esta convengdo, a férmula

(((vx.(p(x) = q(x))) A (Vx.p(x))) = (Vx.q(x)))
pode ser escrita simplesmente como
Vx.(p(x) = q(x)) A Vx.p(x) = ¥x.q(x)

Definicdo 1.1.7 O alcance de um quantificador ¥x ou 3x numa (sub)férmula Vx.F ou 3x.F é a
subférmula F.

Definicao 1.1.8 Uma ocorréncia de uma varidvel x numa férmula F diz-se muda se estiver no
alcance de um quantificador Vx ou 3x em F. Caso contrério, diz-se uma ocorréncia livre.

Uma férmula que n3o contém ocorréncias livres de nenhuma varidvel diz-se uma férmula fe-
chada.

E importante observar que a mesma variavel pode ocorrer livre e muda na mesma férmula,
como por exemplo x em p(x) A Vx.q(x,y). No entanto, é boa politica evitar escrever este tipo de
férmulas escrevendo por exemplo p(x) A Vz.q(z, y).

Definicao 1.1.9 Dada uma férmula F, o seu fecho universal YF é a férmula que se obtém
quantificando universalmente todas as varidveis que ocorrem livres em F. Analogamente, o fecho
existencial 3F de F é a férmula que se obtém quantificando existencialmente todas as varidveis
que ocorrem livres em F.

Exemplo 1.1.10 Se F for a férmula p(a) A Vx.(p(x,y) = q(x,y,z)), entdo os seus fechos
universal e existencial sdo
VF = Vy.Vz.(p(a) NVx.(p(x,y) = q(x
JF = 3Jy.3z.(p(a) AVx.(p(x,y) = q(x,y, 2)))
Se G for uma férmula fechada, entdo VG = 3G = G.

~—~~
<
N
N
N
N
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1.2 Sintaxe da Programacao em Ldégica

Conforme foi dito inicialmente, o objectivo desta disciplina é estudar um fragmento da Légica de
Primeira Ordem com boas propriedades computacionais. Nesta seccdo define-se formalmente este
fragmento como subconjunto da linguagem de primeira ordem.

Definicao 1.2.1 Um /iteral é uma férmula atdmica ou a negacdo duma férmula atémica. Um
atomo também se diz um literal positivo, enquanto a negacdo dum dtomo se diz um literal negativo.

Utilizar-se-30 as letras A, B, A;, B’ para designar dtomos e L, L, L' para representar literais.

Definicao 1.2.2 Uma cldusula é uma férmula da forma
Vxl ...VXn.(Ll V..V Lm)

em que Ly, ..., L, sdo literais (positivos ou negativos) e xi, ..., X, sdo todas as varidveis que ocorrem
(livres) em Ly, ..., Lp,.

Note-se que por definicdo uma cldusula é sempre uma férmula fechada. Para além disso, co-
nhecendo os literais que compdem uma cldusula consegue-se reconstituir (a menos da ordem dos
quantificadores) a clausula original.

Observe-se ainda que se tem a equivaléncia

V(ALV ...VA, V=B V...V -By)
— Y((ALV..VA)V(BLA...NBy))
— Y((BiN...ANBy)= (A1 V..VA))

justificando-se assim a notac¢do seguinte.

Notacao 1.2.3 Denota-se por
Al, 'AP — Bl, ceey Bq

a clausula
Vxi .. VX0 (AL V .. VA, V2BV LV SBy).

Os seguintes tipos de clausulas s3o de particular importancia.

Definicao 1.2.4 Uma cldusula diz-se:

e uma cldusula determinada se for da forma A «— B, ..., B,; neste caso, A diz-se a cabeca
e By, ..., By o corpo da clausula;

e uma cldusula unitdria ou um facto se for da forma A «—— ;
e um objectivo determinado se for da forma «— B;, ..., B,; cada B; diz-se um sub-objectivo;
e uma clausula de Horn se for uma cldusula determinada ou um objectivo determinado;

e a cldusula vazia, denotada por [, se for a cldusula «— .
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Tal como atras, € util analisar em pormenor o significado dum objectivo determinado «—
By, ..., B,

— Bl, ceey Bq
— Y(=By V...V -By)
— —3(BiA...N\By)

Ou seja, um objectivo determinado expressa o facto de ndo haver nenhuma instanciacdo das
variaveis livres em By, ..., B, que torne todos estes literais verdadeiros em simultaneo.

Em particular, a cldusula vazia é um objectivo determinado que é uma contradi¢do (ja que a
conjungdo de zero literais é trivialmente satisfeita).

Definicao 1.2.5 Um programa determinado é um conjunto finito de clausulas determinadas.
Num programa determinado, o conjunto das cldusulas cuja cabeca é construida recorrendo ao
mesmo simbolo de predicado p diz-se a definicao de p.

Exemplo 1.2.6 Apresenta-se um exemplo de um programa determinado.

ordenagdo(x, y) «— ordenado(y), permutagdo(x, y)
ordenado(NIL) «—

ordenado(x.NIL) «—

ordenado(x.y.z) «— x < y, ordenado(y.z)
permutacdo(NIL, NIL) —

permutagdo(x, u.v) «— retira(u, x, z), permutagao(z, v)
retira(x, x.y,y) «—

retira(x, y.z, y.w) «— retira(x, z, w)

0<x+—

suc(x) <suc(y) «— x <y

As clausulas encontram-se agrupadas de acordo com os predicados que definem. Assim, a primeira
cladusula contém a definicdo do predicado “ordenagao”, as trés clausulas seguintes contém a de-
finicdo do predicado “ordenado”, e assim sucessivamente. Qual é o alfabeto de primeira ordem
subjacente a este programa?

1.3 Semantica da Légica de Primeira Ordem

Descreve-se agora em breves linhas a semantica usual da Légica de Primeira Ordem. Na sec¢ado se-
guinte particularizar-se-a esta semantica ao fragmento clausal da linguagem, obtendo-se resultados
fortes de caracterizagao.

Definicao 1.3.1 Uma estrutura de interpretacdo para uma assinatura de primeira ordem é um par
J=(D,-,) onde:

e D é um conjunto n3o vazio, dito o dominio da interpretacao;

e -, é um mapa que faz corresponder:
— a cada constante ¢, um elemento ¢; € D;
— a cada simbolo de funcdo f de aridade n, uma aplicacido f;, : D" — D,

®©lcf 2006



1.3. SEMANTICA DA LOGICA DE PRIMEIRA ORDEM 5

— a cada simbolo de predicado p de aridade n, uma aplicagdo p, : D" — {0, 1}.

Uma estrutura de interpretagdo é portanto um conjunto com um mapa que permite interpretar
qualquer termo fechado como um elemento desse conjunto. Para poder tratar férmulas (e em
particular termos com varidveis livres) é preciso saber também como interpretar varidveis.

Definicao 1.3.2 Seja J uma estrutura de interpretacdo para uma assinatura de primeira ordem.
Uma atribuicdo (de valores em J) é uma aplicagdo p : X — D que faz corresponder a cada varidvel
x € X um valor p(x) € D.

Mais a frente serdo introduzidas diversas operacbes sobre atribuicOes; neste ponto sé é ne-
cessario definir, dados uma atribuigdo p, uma varidvel x e um valor d € D, a atribui¢do p [*/4].

d seyéx
p(y) caso contrario

P ) =

Definicao 1.3.3 Sejam J uma estrutura de interpretacao para uma assinatura de primeira ordem
e p uma atribuicdo de valores em J. A interpretacio dos termos é um mapa [-],, definido
indutivamente como se segue.

e [x]s, = p(x) para cada varidvel x.
e [c]s, = ¢, para cada simbolo de constante c.

o [f(tr,....ta)lu, = fi([talups - [talls,) para cada simbolo de fungdo f de aridade n e
termos ty, ..., t,.

Definicao 1.3.4 Sejam J uma estrutura de interpretacdo para uma assinatura de primeira ordem
e p uma atribui¢do de valores em J. A interpretacdo das férmulas é um mapa [-],, definido
indutivamente como se segue.

o [p(tr,....t)]s, = ps([tilsp, - [ta]lsp) Para cada simbolo de predicado p de aridade n e
termos tq, ..., t,.

o [(=F)]s,=1—1[Fl,, (ouseja, [(—F)]s, = 1sse [F],, =0).
o (FAG)y,=1sse[F]ls,=1e[G]s,=1.

o [(FVG)y,=1sse[Fls,=1o0u[G]s, =1

[(F= G)]s,=1sse[F]s,=00u[G],,=1.

(

(

[(F < G)],,=1sse[F]s,=1[G]u,
[(Vx.F)],, = 1 sse [F],p</,) = 1 para qualquer d € D.
o [(3x.F)]s, =1 sse [F],pp/, =1 para algum d € D.

E importante salientar que a interpretacdo de um termo é um valor do dominio D enquanto a
interpretacdo duma férmula é 0 ou 1.

Lema 1.3.5 (Lema dos simbolos omissos em termo.) Sejam J uma estrutura de interpretagdo, t
um termo e p e o duas atribui¢c3es tais que p(x) = o(x) para toda a varidvel x que ocorre em t.

Entdo [t],, = [tl..-

Prova. Por indugao na estrutura do termo t.
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Se t é um simbolo de constante ¢, entdo [c],, = ¢; = [c],,» por definicdo de interpretagdo
(para constantes).

Se t é uma variavel x, entdo [x],, = p(x) = o(x) = [x],» por definicdo de interpretagdo
(para varidveis) e usando a hipétese.

Se t é um termo f(ty, ..., t,), entdo por definicdo de interpretacdo tem-se [f(t1, ..., t,)]s, =

fi([tlupn - [tadu,) = B([tdues - [taluo) = [F(te, ..., ta)]s0, Onde no passo * se utilizou
a hipétese de indugdo (aplicdvel uma vez que toda a varidvel de t; ocorre necessariamente
em t).

O

Lema 1.3.6 (Lema dos simbolos omissos em formula.) Sejam J uma estrutura de interpretag3o,
F uma férmula e p e o duas atribuicdes tais que p(x) = o(x) para toda a varidvel x que ocorre
livre em F. Entdo [F],, = [Flu.-

Prova. Por indugao na estrutura da férmula F.

Se F é atémica, ou seja, da forma p(ty, ..., t,), entdo por definicdo de interpretacdo tem-se
[p(t, o )]sy = Ps(tilsps - [talup) = Ps(ltidso, - [talso) = [p(t1, -, ta)])0, Onde
em x se utilizou o lema anterior (aplicivel j& que toda a varidvel que ocorre em t; estd
necessariamente livre em F).

Se F é (—G) entdo [(—G)],, = 1 sse (por definicdo de interpreta¢do) [G],, = 0 sse (por
hipétese de inducdo) [G]., = 0 sse (por definicdo de interpretacio) [(=G)],., = 1.

Se F é (G A H) entdo [(G A H)],, = 1 sse (por definicdo de interpretacdo) [G],, =1
e [H],, = 1 sse (por hipdtese de indu¢do) [G],, = 1 e [H]s, = 1 sse (por definicdo de
interpretacdo) [(G A H)],» = 1.

Se F é (G V H) entdo [(GV H)],, = 0sse [G],, =0e[H],, = 0sse [G],, =0¢e
[H]so =0sse [(GV H)],, =0.

Se F é (G = H) entdo [(G = H)],, =0sse [G],, =1e[H],, =0sse [G],, =1¢
[Hlso =0sse [(G = H)],, = 1.

Se F é (G < H) entdo [(G < H)],, = 1sse [G]s, = [H]s, sse [Glss = [H]s.o sse
II(G = H)]]J'G =1.

Se F é (Vx.G) entdo [(Vx.G)]s, = 1 sse [G],,p</,) = 1 para qualquer d € D. Fixando d e
denotando por p’ a atribuicdo p[*/4] e por ¢’ a atribui¢do o [*/4], a hipStese de inducdo é
aplicavel ja que p’ e o’ coincidem nas varidveis livres de G (coincidem nas de F por hipétese e
coincidem em x por construcdo; é facil verificar que s3o estas precisamente as varidveis livres
de G), donde se conclui que [G],, = [G]J,». Como isto se verifica independentemente de
d, conclui-se finalmente que [(Vx.G)],, =1 sse [(Vx.G)],, = 1.

Se F é (3x.G) entdo [(Ix.G)],, = 1 sse [G],pr/,) = 1 para algum d € D. Fixando d
e definindo p' e 0/ como atrés, a hipétese de indu¢do é novamente aplicavel pelo mesmo
raciocinio, donde se conclui analogamente que [(3x.G)],, =1 sse [(Ix.G)],» = 1.

O

®©lcf 2006
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Corolario 1.3.7 Sejam J uma estrutura de interpretacdo e F uma férmula fechada. Entdo
[Fls, = [Fls. para quaisquer atribui¢des p e o.

Prova. Basta observar que quaisquer duas atribui¢cdes coincidem no conjunto vazio. O

O corolario anterior justifica que se escreva simplesmente [F], quando F for uma férmula
fechada.

Definicao 1.3.8 Sejam J uma estrutura de interpretacdo e F uma férmula sobre uma assinatura
de primeira ordem. Diz-se que a férmula F é:

e possivel em J se [IF], = 1;

e contraditéria em J se [3F], = 0;

e vilidaem Jse [VF], =1,

o falsificavel em J se [VF], = 0.
Quando F é vélida em J diz-se ainda que J é modelo de F.

Definicao 1.3.9 Uma estrutura de interpretacido J diz-se um modelo de um conjunto de férmulas
S se J é modelo de cada uma das férmulas de S.

Definicao 1.3.10 Seja S um conjunto de férmulas sobre uma assinatura de primeira ordem. Diz-se
que o conjunto S é:

e possivel se alguma estrutura de interpretagdo para essa assinatura for modelo de S;

contraditério se nenhuma estrutura de interpretacdo para essa assinatura for modelo de S;

valido se toda a estrutura de interpretacdo para essa assinatura for modelo de S;

falsificavel se alguma estrutura de interpretacdo para essa assinatura n3o for modelo de S.

Por abuso de linguagem, diz-se que uma férmula F é possivel, contraditéria, valida ou falsificavel
consoante o conjunto {F} o seja.

s

E consequéncia da definicdo que F é possivel (em J) sse (—F) é falsificavel (em J) e que
F é valida (em J) sse (—F) é contraditéria (em J); dai que se fale frequentemente apenas em
possibilidade e validade. Observe-se ainda que para férmulas fechadas estas duas nocdes coincidem.
O conceito fundamental desta seccdo é o seguinte.

Definicao 1.3.11 Sejam S um conjunto de férmulas e F uma férmula sobre uma dada assinatura
de primeira ordem. Diz-se que F é consequéncia semantica de S, denotado por S |= F, se todo o
modelo de S for um modelo de F.

Proposicao 1.3.12 Sejam F, Fy, ..., F, féormulas fechadas sobre uma assinatura de primeira or-
dem. Entdo {Fy, ..., F,} E F sse F1 A ... A F, = F for uma férmula vélida.

Prova.

(—) Suponha-se que {Fy, ..., F,} = F e seja J uma estrutura de interpretagdo arbitrdria. Ha
dois casos a considerar.

(i) Se J é modelo de {Fi, ..., F,}, entdo por hipdtese J é modelo de F, ou seja, [F], = 1.
Entdo [ A ... ANF,= F], =1



8 CAPITULO 1. FUNDAMENTOS DE LOGICA DE PRIMEIRA ORDEM

(i) Se J ndo é modelo de {Fy, ..., F,}, entdo existe i tal que [F;], = 0, donde [F1 A ... A
F.], = 0 e por conseguinte [Fy A ... A F, = F], = 1.

(«—) Suponha-se que F; A ... A F, = F é uma férmula vélida e seja J uma estrutura de inter-
pretacdo arbitraria tal que J é modelo de {Fy, ..., F,}. Entdo [F;], = 1 para qualquer i, pelo
que [F1 A ... A Fp], = 1. Por outro lado, uma vez que [F1 A ... A F, = F], = 1 (pois esta
férmula é valida) conclui-se que [F], = 1. Como J é arbitrdria, tem-se que {Fy, ..., F,} = F.

O
Importa salientar que este resultado ndo é vélido para férmulas que n3o sejam fechadas. E um
bom exercicio perceber que passo do raciocinio anterior é que ndo estd correcto se as férmulas
F,Fi, ..., F, nao forem todas fechadas.
O resultado seguinte fornece uma caracterizacdo muito Gtil da consequéncia semantica.

Proposicao 1.3.13 Sejam S um conjunto de férmulas e F uma férmula fechada. Entdo S = F
sse SU {(—F)} for contraditério.

Prova.

(—) Suponha-se que S = F e seja J uma estrutura de interpretacdo arbitrdria. Se J n3o for
modelo de S, entdo também ndo é modelo de S U {(—F)}, portanto suponha-se que J é
modelo de S. Entdo J é modelo de F, donde se conclui (como F ¢ fechada) que [F], = 1;
entdo [(—F)]s = 0, donde J também n3o é modelo de S U {(—F)}. Logo S U {(—F)} ndo
tem modelos e portanto é contraditério.

(«—) Suponha-se que S [~ F. Entdo existe uma estrutura de interpreta¢do J tal que J é modelo
de S mas J ndo é modelo de F. Como F é fechada, pode-se concluir como atrads que
[F], =0, donde [(—F)]s = 1. Entdo J é modelo de S U {(—F)}, donde este conjunto n3o
é contraditério.

OJ
Mais uma vez, se F nao for fechada apenas uma destas implicagcGes é viélida.

1.4 Semantica da Programacao em Loégica

O problema fundamental da Programagdo em Légica é determinar, dados um programa determinado
P e um objectivo determinado G, se P |= G; pelo dltimo resultado da sec¢do anterior, isto equivale
a determinar se PU{—G} tem ou ndo um modelo. Nesta secgdo ver-se-a que para responder a esta
questao neste caso particular nao é necessario olhar para todos os modelos mas apenas para uma
classe restrita de estruturas de interpretacdao. Nos capitulos seguintes apresentar-se-ao diferentes
métodos de encontrar essas estruturas de interpretacao.

Definicao 1.4.1 Um termo ou dtomo diz-se fechado se ndo contém variaveis.

Em particular, um atomo é fechado sse for uma férmula atémica fechada.

Definicao 1.4.2 Seja ¥ uma assinatura de primeira ordem com pelo menos um simbolo de cons-
tante.

e O universo de Herbrand para ¥, denotado por Us, é o conjunto de todos os termos fechados
sobre a assinatura X.
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e A base de Herbrand para ¥, denotada por By, é o conjunto de todos os atomos fechados
sobre a assinatura X.

e Uma estrutura de Herbrand para ¥ é uma estrutura de interpretacao H tal que:

(i) o dominio de H é Us;
(ii) para cada constante ¢, tem-se que ¢y = c;
(iii) para cada simbolo de funcdo f tem-se que fy(ty, ..., t,) = f(t1, ..., t,).

e Um modelo de Herbrand para um conjunto de férmulas S sobre ¥ é uma estrutura de
Herbrand para ¥ que é modelo de S.

Proposicao 1.4.3 Seja ¥ uma assinatura de primeira ordem. Existe uma bijec¢3o entre as estru-
turas de Herbrand sobre ¥ e os subconjuntos de By.

Prova. Repare-se que a definicdo de estrutura de Herbrand fixa a definicdo da interpretacdo de
todos os termos fechados. Assim, as estruturas de Herbrand distinguem-se apenas pelos valores
que dao a interpretacao dos predicados. A bijeccao pretendida é entao definida do seguinte modo:

e dada uma estrutura de Herbrand H, define-se B(H) = {p(t1, ..., ta) | [p(t1, ..., to)ln = 1};

e dado um conjunto Y C By, define-se 37}(Y) = H tal que py(ty, ..., t,) = 1sse p(t1, ..., t,) €
Y.

E facil verificar que 3 e 37! estdo bem definidas, que S0 371 =id e que 3o 3 = id. O

Notacao 1.4.4 Uma vez que sé raramente se menciona explicitamente a assinatura subjacente a
um conjunto de férmulas, é usual convencionar que esta é a assinatura definida pelos simbolos (de
constante, predicado e de fun¢do) que ocorrem no conjunto. Assim, dado um conjunto de férmulas
S, utilizam-se as notacdes Us e Bs para denotar o universo de Herbrand e a base de Herbrand
(respectivamente) para a assinatura definida implicitamente por S.

No caso particular de um programa determinado P denotam-se analogamente o seu universo
de Herbrand por Up e a sua base de Herbrand por Bp. E importante salientar que estas notacoes
s6 fazem sentido quando P tem pelo menos um simbolo de constante.

O interesse de considerar estruturas de Herbrand é expresso pela seguinte proposicado.

Proposicao 1.4.5 Seja S um conjunto de clausulas. Se S tem um modelo, entdo tem um modelo
de Herbrand.

Prova. Sejam S um conjunto de cldusulas com modelo e J uma estrutura de interpretagdo tal que
J é modelo de S. Utilizando J, defina-se do seguinte modo uma estrutura de interpretacdo H.

e Dominio: o universo de Herbrand Ufs.

e Interpretacdo: cy = c, fy(ty, ..., ty) = f(t1, ..., tn) € pu(ts, ..., tn) = ps([ta]u, - [E])-

Claramente H é uma estrutura de Herbrand; observe-se também que py esta bem definido, ja que
os elementos do dominio sao termos fechados e portanto a sua interpretacdo em J é independente
da atribui¢cdo escolhida (Lema 1.3.5).

Por hipdtese J é modelo de S, ou seja, para qualquer cldusula F € S tem-se que [F],, =1
para toda a atribuicdo . Para mostrar que H também é modelo de S, comece-se por se fixar uma
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atribuicdo p de valores em H e defina-se uma atribui¢do p de valores em J por p(x) = [p(x)].-
Mais uma vez, esta definicdo faz sentido j& que p(x) é um termo fechado interpretdvel em J.

Lema. Para todo o t € Us, tem-se que [{[[t]]H’p]]J =[],

Prova. Por inducao na estrutura de t.

e Se t é um simbolo de constante ¢, entdo [“[c]]Hp]] = [c]s =[], por definicdo de
Pl

interpretacao.

e Se t é uma varidvel x, entdo [“[x]],_,’p]]J = [p(x)]s = A(x) = [x]u por definicdo de

interpretacdo e escolha de p.

e Setéf(ty,..,t,), entdo tem-se:
[[[[f(tl, " t,,)]]H’pﬂJ -
= [[f <[[t1]]va Ve |It”]]H,p>]]J por defini¢do de interpretagdo (em H)
= f (H:[[tl]]Hp:” [[ﬂt,,]]Hp]] > por definicdo de interpretagdo (em J)
Pl Pl
= f([tdsp - [talsp) por hipdtese de indugdo
= [f(ts, ... ta)]up por definigdo de interpretagdo (em J)
[
Seja agora Ay, ..., Ap «— By, ..., By uma cldusula de 5. Como J é modelo de S, tem-se em
particular que [Aq, ..., Ay «— By, ..., By], = 1. Atendendo a defini¢do de clausula, isto implica

que [A1 V...VA,V B V..V =B,],5 =1; ou seja, existe algum i tal que [A;],, =1 ou existe
algum j tal que [B;],» = 0. Mas quer A; quer B; sdo dtomos; tem-se:

[Pt ta)lss =

= ps([tdsp - [talup) por definicdo de interpretagdo (em J)
= py ﬂtl]]Hpﬂ ﬂtn]]Hpﬂ > pelo lema acima provado
21y Pl

= PH(ﬂtl]]H,p' ey Ilt]-]]H,p) por deflnic;éo de H

= [p(ts, ... ta)]H,p por definicdo de interpretagdo (em H)
Logo, conclui-se respectivamente que [A;]n, = 1 ou [Bj]n, = 0; em qualquer dos casos segue
imediatamente que [Ay, ..., A, <— B, ..., Bq]]H,p = 1. Uma vez que esta clausula é arbitraria, H
é modelo de S. 0

Corolario 1.4.6 Seja S um conjunto de férmulas. Entdo S é contraditério sse S ndo tem nenhum
modelo de Herbrand.

Prova.

(—) Suponha-se que S é contradiério. Entdo S n3o tem nenhum modelo, logo em particular
nao tem modelos de Herbrand.

(«—) Suponha-se que S ndo é contraditério. Entdo S tem um modelo; pela Proposi¢do 1.4.5, S
tem um modelo de Herbrand.
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O

O coroldrio anterior é de interesse fundamental: consegue-se reduzir o problema de determinar
se P = G ao problema da existéncia de um modelo de Herbrand para PU{—=G} no caso de P ser
um programa determinado e de G ser um objectivo determinado. Nos capitulos seguintes ver-se-3
que as propriedades do fragmento clausal da Légica de Primeira Ordem permitem responder a esta
questao com alguma facilidade.

Observe-se no entanto que a Proposicdo 1.4.5 n3o é valida para conjuntos arbitrdrios de
férmulas, como o seguinte exemplo mostra.

Exemplo 1.4.7 O conjunto S = {p(a), Ix.—p(x)} é possivel mas ndo tem modelos de Herbrand.

De facto, tomando uma estrutura de interpretacdo J com dominio {0, 1} e definindo a, = 1,
ps(0) = 0 e py(1) = 1 é facil de verificar que J é modelo de S. No entanto, as estruturas de
Herbrand para S tém dominio Us = {a}, pelo que apenas existem duas estruturas de Herbrand
para S (Proposicio 1.4.3): Hj tal que py,(a) = 0 e H, tal que py,(a) = 1. E facil verificar que
H, satisfaz 3x.—p(x) mas ndo p(a), enquanto H, satisfaz p(a) mas ndo Ix.—p(x).






Capitulo 2
Substituicoes e Unificacao

No capitulo anterior definiram-se programas determinados e objectivos determinados e introduziu-
se a nocao de consequéncia semantica. Neste capitulo discutem-se o conceito fundamental de
substituicao e a no¢cao de unificacdo. Apresenta-se ainda um algoritmo de unificagdo cuja correc¢ao
total se prova.

2.1 Substituicoes

O conceito de substituicao é central a Légica de Primeira Ordem, ja que é o que permite instanciar
férmulas universalmente quantificadas para obter conclusdes acerca de objectos concretos. Nesta
seccao estuda-se mais aprofundadamente o conceito de substituicdo e apresenta-se um algoritmo
para determinar se um conjunto de expressdes é ou nao unificavel.
Definicao 2.1.1 Uma substituicdo é um conjunto finito de pares {vi/t1, ..., v,/t,} em que:

e cada v; é uma variavel;

e cada t; é um termo distinto de v;;

e se / # j entdo v; é distinta de v;.

Cada par v;/t; diz-se uma instanciacdo de v;. Se os termos ty, ..., t, forem todos fechados, diz-se
que a substituicdo é fechada ou terminal; se os termos ty, ..., t, forem todos varidveis a substituicao
diz-se pura.

Notacao 2.1.2 A substituicdo vazia denota-se por ¢.

Definicao 2.1.3 Uma expressdo é um termo, um literal, uma conjuncdo de literais ou uma dis-
juncao de literais. Termos e literais dizem-se ainda expressoes simples.

Definigdao 2.1.4 Sejam 6 = {w1/t1, ..., v,/t,} uma substituicdo e E uma expressdo. A instancia
de E por 0, denotada por Ef, é a expressdo que se obtém de E substituindo simultaneamente cada
ocorréncia da variavel v; por t;.

Uma instincia fechada de E é uma instancia de E (por alguma substituicdo #) que ndo contém
varidveis.

O conceito de instancia estende-se naturalmente a conjuntos: se S é um conjunto de expressoes,
entdo S0 = {E0 | E € S} diz-se a instancia de S por 6. E importante salientar que a cardinalidade
de 56 pode ser menor que a de S (mas ndo maior).

13
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Definicao 2.1.5 Sejam E uma expressdo e V' o conjunto das variaveis que ocorrem em E. Uma
mudanga de varidveis para E é uma substituicdo pura {x1/y1, ..., X»/ya} tal que:

e {x1,...,x,} C V (dominio);
e se i # j entdo y; # y; (injectividade);
o (V\{x1,....xa})N{y1, ..., ¥n} = 0 (compatibilidade).

No seguimento sera (til ter uma noc¢ao de composicao de substituicoes que satisfaca a igualdade
E(0c) = (Ef)o. A definicdo seguinte tem essa propriedade, como adiante se vera.

Definicdo 2.1.6 Sejam 0 = {u1/s1,...,up/s,} € 0 = {wi/t1, ..., vy/ty} substituigdes. A sua
composicdo o é a substituicdo obtida a partir de {u1/s10, ..., up/sp0, Vi /t1, ..., V4/ts} suprimindo
os pares u;/s;o tais que u; = s;0 e os pares v;/t; tais que v; € {uy, ..., Up}.

E facil verificar que a composicao de substituicdes ainda é uma substitui¢do.

Exemplo 2.1.7
1. Sejam 0 = {x/f(y,w,x),y/z} e 0 ={x/a,y/b,z/y}. Entdo o = {x/f(b,w,a),z/y}.
2. Sejam 0 = {x/f(y),y/z} e 0 = {x/a, z/b}. Entdo o = {x/f(y),y/b,z/b}.

Proposicao 2.1.8 Sejam 6 e o substituices e E uma expressdo. Entdo E(fo) = (Ef)o.

Prova. Por indugdo na estrutura de E. Sejam 0 = {u1/s1, ..., up/sp} € 0 = {wvi/t1, ..., vg/tq}.
e Se E é uma constante ¢, entdo c¢(fo) = ¢ = co = (cf)o.
e Se E é uma variavel ha vérios casos a considerar.
Se E é u; e u; # s;jo, entdo u;(0c) = sio = (u;f)o.
Se E é u; e u; = s;jo, entdo u;(0o) = u; = s;o = (u;0)0.
Se E é vj e v; = u;, entdo aplica-se um dos casos anteriores.

Se E é vj e vj # uj para todo o i, entdo E(fo) = t; = vjo = (v;0)o, onde na Ultima igualdade
se utilizou o facto de v; = v;0, que é consequéncia de v; ndo ocorrer entre uy, ..., Up,.

e Se £ é um simbolo de fun¢do ou de predicado 7 aplicado a termos, 7(ti, ..., t,), entdo
tem-se, utilizando a hipdtese de indugdo, que (7(t1, ..., t,))(0o) = 7(t1(00), ..., t.(00)) =
7((t10)0, ..., (t.0)0) = ((7(t1, ..., tn))0)o.

e Se E é a negagdo dum dtomo (—A), entdo (—A)(0o) = =(A(0c)) = =((Af)o) = ((—A)0)o,
onde a segunda igualdade é consequéncia da hipdtese de indugdo.

e Se E é uma conjung¢do ou disjungdo de literais, Ly * ... % L,, tem-se analogamente (Lj * ... %
L,)(0o) = L1(00) * ... x Ly(0o) = (L16)o * ... x (L,0)0 = ((L1 * ... x L,)0)0).

O
Atendendo a este resultado, utilizar-se-a4 a notacdo Efc quando ndo for relevante distinguir entre
as expressdes E(fo) e (Ef)o.

Proposicao 2.1.9 As substituicoes com a operacdo de composicdo constituem um mondide com
elemento neutro ¢.
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Prova. E necessario mostrar que a composicao de substituicoes é uma operacao associativa e que
fc = €0 = 0 para qualquer substituicao 6.

Para a associatividade, convém observar em primeiro lugar que ¢ = 6 desde que xo = x0
para qualquer varidvel x. Usando a Proposicdo 2.1.8 verifica-se facilmente que, sendo 6, o e ¢
substituices quaisquer, se tem x((0c)d) = (x(00))d = ((x0)o)d = (x0)(0d) = x(0(c6)), donde
se conclui que (Ao)d = 6(09).

Quanto a existéncia de elemento neutro, sai da definicdo de composicdo que e = {x/te |
x/tel}=0equectd ={x/sO|x/scectU{y/t|y/tcbey/t' gc}=0U0=0. O

Definicao 2.1.10 Duas expressdes E e F dizem-se variantes se E for uma instancia de F e F for
uma instancia de E.

Equivalentemente, E e F s3o variantes se existirem substituicdes 6 e o tais que E = F0 e
F = Eo. O resultado seguinte mostra que se pode tornar esta definicio mais restritiva.

Proposicao 2.1.11 Duas expressdes E e F sdo variantes sse existirem mudanc¢as de varidveis 6
(para F) e o (para E) taisque E = Ff e F = Eo.

Prova.

(—) Suponha-se que E e F sdo expressdes variantes. Entdo existem substitui¢des & e 0 tais que
E=F0eF =EG. Tomese o = {x/t|x/t €& exocorreem E}; entdo F = Eo e que o
€ uma mudanca de varidveis para E.

e Prova-se que F = Eo por indugcdo na estrutura de E. Se E for uma constante o
resultado é trivial; se E for uma varidvel entdo Eoc = EG = F atendendo a construcdo
de 0. Os restantes casos sao consequéncia imediata da hipdtese de inducdo.

e Para provar que ¢ é uma mudanca de variaveis para E, note-se que E = Fo = (EO’)é =
E(cf). Por conseguinte, se x for uma variavel que ocorra em E n3o pode haver nenhum
par x/t em of (j@ que o Unico par possivel seria x/x, que ndo é permitido pela definicdo
de substitui¢cdo). Ent3o:

- se x/t € o, entdo x ocorre em E por definicdo de o, donde, atendendo a observagdo
acima, se tem th = X, 0 que sé é possivel se t for uma varidvel;

- por construgdo de o, se x/t € o entdo x ocorre em E;

- se X0 = yo entdo x = xof = yaé = y; em particular, o é injectiva (tome-se x e
y tais que {x/z,y/z} C o) e compativel (tome-se x/z € o e y uma varidvel de E
ndo afectada por o).

Logo o é uma mudanca de varidveis para E.

Analogamente se definiria uma mudanca de variaveis 6 com E = F6.
(«—) Trivial, atendendo a que mudancas de variavel sio substituicdes.
O

No contexto da Programacdo em Ldgica, determinadas substituicGes tém um interesse especial.

Definicdo 2.1.12 Sejam P um programa determinado e G = <«— B;,..., B; um objectivo
determinado. Uma resposta de P a G é uma substituicdo para varidveis de G.
Uma resposta o de P a G diz-se correcta se P = V((B1 A ... A By)o).
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Proposicao 2.1.13 Sejam P um programa determinado e G = <«— B;, ..., B; um objectivo
determinado. Uma substituicdo o é uma resposta correcta de P a G sse PU{=V((BiA...ABy)o)}
for contraditério.

Prova. Consequéncia imediata da Proposicao 1.3.13. O

Definicao 2.1.14 Sejam P um programa determinado e G um objectivo determinado. A resposta
booleana correcta de P a G é ndo se P U {G} ndo for contraditério e sim se P U {G} for
contraditério e G ndo tiver varidveis.

Observe-se que sim é uma resposta booleana correcta de P a G sse ¢ for uma resposta correcta
de P a G e G nao tiver varidveis, enquanto que nio é uma resposta booleana correcta de P a G
sse ndo houver respostas correctas de P a G.

O objectivo principal da Programacdo em Ldgica é obter respostas correctas de programas
determinados a objectivos determinados. Os préximos capitulos discutem diferentes maneiras de
se atingir este objectivo.

2.2 Unificacao

Outro caso de particular interesse é o de substituicdes que reduzem um conjunto de expressdes a
uma dnica expressao.

Definicao 2.2.1 Seja S um conjunto finito e n3o vazio de expressdes simples. Uma substituicdo
0 diz-se uma unificadora de S se S6 for um conjunto singular. Quando existe uma substituicdo
nestas condicOes, diz-se que S é unificdvel.

Uma unificadora 6 de S diz-se uma unificadora mais geral (UMG) se para toda a unificadora o
de S existir uma substituicdo v tal que o = 6.

Exemplo 2.2.2

1. Seja S = {p(f(x),z),p(y,a)}. Entdo S € unificavel: 0; = {x/z,y/f(z),z/a}, 62 =
{x/f(a),y/f(f(a)),z/a} e O35 = {y/f(x),z/a} sdo unificadoras de S. Destas, 6; e 65 sdo
UMGs de S (exercicio).

2. Seja S = {p(f(x),a), p(y, f(w))}. Entdo S nido é unificavel: ndo ha nenhuma substitui¢do
que possa unificar a e f(w)

Proposicao 2.2.3 Sejam 0 e 0 UMGs para um conjunto S = {Ey, ..., E,} de expressdes simples.
(i) Existem substituicBes puras v, e 7, tais que 0 = 6y, e 0 = o7,.

(i) Para cada i =1, ..., n, as expressdes E;o e E;f sdo variantes.

Prova.

(i) Suponha-se que o e 0 sdo ambas UMGs de S; entdo por definicdo de UMG existem substi-
tuicOes 1 e v, tais que o = 071 e 0 = o,.

Tome-se v; = {x/y | x/y € i}, ou seja, ; é a parte pura de ;. Por construgcdo cada ~; é
uma substituicdo pura, restando apenas mostrar que o = 0y, € 6 = g».
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Por hipdtese, 0 = 07, e 8 = o,, donde se conclui que xf = x0717,. Seja y uma varidvel
que ocorre em x0; atendendo a definicao de instanciacdo, necessariamente se tem y = y;75.
Forcosamente, y-; é uma varidvel, donde y/y+; € 71.

Conclui-se entao que x0v; = x0v; para qualquer varidvel x, donde o = 6+; = 6~;. A prova
de que € = o7, é analoga.

(i) Uma vez que o e 0 sdo UMGs de S, existem substituicdes 71 e 7, tais que o = 0y € 0 = o7s;
entdo E;o = E;fv, e E;0 = E;o7,, donde E;o e E;f) s3o expressOes variantes.

O

Definicao 2.2.4 Seja S = {w1(E11, s E1ny)s oo 0k(Exc1y ooy Exkn, )} um conjunto finito ndo va-
zio de expressdes simples. O conjunto de conflitos de S, denotado por 6(S), define-se indutivamente
como se segue.
e §(S) = S se houver indices i e j tais que ¢; # ;.
e §(S) =0 se S for um conjunto singular.
e §(S) = 6({Es;, ..., Ex,;}) com i minimo tal que §({Ei;, ..., Exi}) # () caso nenhuma das
condi¢des anteriores se verifique.

E importante observar que a terceira condicdo sé é aplicada quando os ;s sao todos idénticos,
caso em que Ny = ... = ny.

Exemplo 2.2.5

L 6({q(f(x).y). a(z, g(w))}) = 6({(x), z}) = {f(x). z};

2. 6({p(f(a). &(x)). p((a). f(a))}) = 6({g(x). f(a)}) = {&(x). f(a)}:

3. 6({p(a, h(y). h(g(a))). p(a, h(y). h(y))}) = 0({h(g(a)), h(y)}) = d({g(a). y}) = {&(a). ¥ }.
Algoritmo 2.2.6 O algoritmo de unificacdo recebe como dados um conjunto S de expressdes

simples e devolve true se S for unificavel e false caso contrério; no primeiro caso devolve ainda
uma UMG de S.

begin
o=
r .= true

while #(So) > 1 and r do
if v,t € §(So) e v ndo ocorre em t
then o := o{v/t}
else r := false
end do
end

Na sequéncia mostrar-se-a que este algoritmo termina para todos os valores do argumento e devolve
o resultado pretendido. Antes, porém, apresentam-se alguns exemplos de execugdo deste algoritmo.
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Exemplo 2.2.7
S = {p(f(a). &(x)), Py, ¥)}
0. o=c¢
r = true
1. So=5§
#(50) =
5(So) = {f(a), y}

O algoritmo termina com resultado false.

Exemplo 2.2.8

S = {p(a, x, h(g(2))). p(z, h(y), h(y))}
0. o=c¢
r = true
1. So=5
#(So) =2
5(S0) ={a, z}
o ={z/a}
2. So={p(a x, h(g(a))) p(a hly) h(y))}
#(So) =2
6(S0) = {x, h(y)}
o ={z/a}{x/h(y)}
={z/a,x/h(y)}
3. So={p(a h(y), h(g(a))). p(a, h(y) h(y))}
#(So) =2
6(So) = {g(a), v}
o={z/a,x/h(y)Hy/g(a)}
= {z/a,x/h(g(a)).y/g(a)}
4. So ={p(a, h(g(a)). h(g(a)))}
#(So) =1

O algoritmo termina com resultado true e substituicdo {z/a, x/h(g(a)),y/g(a)}.

E instrutivo verificar que a substituicio encontrada n3o é apenas uma unificadora de S, mas
trata-se de facto de uma UMG para este conjunto.

O dltimo exemplo apresenta uma situagdo em que o conjunto dado n3o é unificdvel e a ter-
minacdo do algoritmo é devida a verificacao de ocorréncia na guarda do if. E importante notar
que sem esta verificacdo de ocorréncia o programa nao terminaria, obtendo-se portanto um proce-
dimento apenas parcialmente correcto.
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Exemplo 2.2.9
5 ={p(x.x). ply. f(y))}
0. o=¢
r = true
1. So=S5
#(S50) =2
0(So) ={x.y}

o= {x/y}
2. So={p(y.y). ply. f(y))}

#(S0) =2
6(So) ={y. f(y)}
r = false

O algoritmo termina com resultado false.

Teorema 2.2.10 (Teorema da Unificagdo.) Seja S um conjunto finito de expressdes simples. Se
S é unificavel, entdo o algoritmo de unificagdo termina e devolve resultado true conjuntamente
com uma UMG de S. Se S ndo é unificdvel, entdo o algoritmo de unificagao termina e devolve
resultado false.

Prova. Comecga por se provar a correc¢ao parcial do algoritmo, mostrando-se posteriormente a
sua terminagdo para todos os valores do argumento.

Correcgdo parcial. Se o algoritmo termina, as condi¢des do teorema verificam-se.

Suponha-se que o algoritmo termina. Ent3o a guarda do ciclo while é falsa, logo ou #(So) <
1 our=false.

e Se S ndo é unificavel, entdo #(So) > 1 (caso contrario o seria uma unificadora de S).
Logo r = false e o programa devolve false como o teorema afirma.

e Suponha-se agora que S é unificavel. Ent3ao a condicao
I = (r =true) A [VO.(#(50) = 1) = (7.0 = 07)]

€ uma condicao invariante do ciclo.

— A inicializacdo estabelece /, pois a r é atribuido o valor true e 0 = ¢ satisfaz
trivialmente a segunda parte da conjun¢ao.

— A execucao do corpo do ciclo quando a guarda é verdadeira preserva a condicao /.
Por hipdtese S é unificavel, logo existe 6 tal que S0 é um conjunto singular. Por
| existe uma substitui¢do 7 tal que # = 0y. Entdo SO = Sovy = (S0 )7, logo So
é unificdvel. Como So n3o é singular, o conjunto 6(So) também n&o é singular;
mas uma vez que So é unificivel, existe necessariamente uma variavel v em 6(So).
Escolhendo t € (§(So) \ {v}), de vy = ty conclui-se que v ndo ocorre em t. Logo
a guarda do if verifica-se.

Resta mostrar que ¢’ = o{v/t} ainda satisfaz a segunda parte da condi¢do /.
Sejam 6 uma unificadora de S e v uma substituicdo satisfazendo # = o~. Entdo
v =\ {v/t} satisfaz 0 = o'+":
« se {v/t} € v, entdo {v/t}y = {v/ty'}Uy = {v/ty}Uy = {v/vy}Uy =7,
onde na segunda igualdade se usou o facto de v n3o ocorrer em t;
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x se {v/t} & 7, entdo v = ~/; tal como acima, mostra-se que vy = tv,
donde v = tv; entdo {v/t}y = {v/t}y = ~ por definicdo de composicdo
de substituices.

Ent3o em ambos os casos tem-se 0 = oy = o({v/t}y) = (c{v/t})y = o'y
Logo / é satisfeita.
Suponha-se entdo que o programa termina; entdo a guarda é falsa. Por hipétese / é

satisfeita, donde r = true; logo #(So) = 1, donde o é uma unificadora de S. Da
segunda parte da condicdo / conclui-se que o é uma UMG de S.

Terminagcdo. A cada passo do ciclo ou r toma o valor false e o programa termina na iteragdo
seguinte ou r mantém-se com o valor true e a substituicdo o é aumentada com um par
x/t, em que x é uma variavel que ocorre em So. Neste dltimo caso, o ndmero de varidveis
em So diminui (devido a verificagdo de ocorréncia); como S ¢ finito, isto implica que esta
situacdo sé pode ocorrer um nimero finito de vezes.

O
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Capitulo 3

Semantica Operacional da Programacao
em Logica

Neste capitulo descreve-se a semantica operacional da Programacdo em Ldégica. Como o nome
indica, trata-se de dar ao fragmento clausal da Ldégica de Primeira Ordem uma interpretacdo
computacional, com a qual é possivel calcular. Ver-se-4 mais adiante que esta semantica é correcta
e completa.

3.1 Resolucao-SLD

Nesta seccdo descreve-se o método de resolucdo-SLD. A resolucdo-SLD é uma adaptagdo do
mecanismo geral de resolucdo utilizado em Inteligéncia Artifical, proposto por Robinson. As iniciais
SLD indicam que se trata de uma particularizacdo da resolugdo Linear com funcdo de Seleccdo ao
universo das clausulas Determinadas.

Empiricamente, este método consiste em encontrar uma resposta de um programa a um objec-
tivo determinado substituindo sucessivamente cada sub-objectivo pelo corpo duma cldusula cuja
cabeca seja unificavel com o sub-objectivo escolhido, até que ndo haja mais sub-objectivos ou
que nenhum dos sub-objectivos que restam seja unificivel com a cabega de nenhuma cldusula do
programa.

Antes de mais, é necessdrio determinar qual o sub-objectivo que se escolhe a cada passo.
Ver-se-a mais adiante quais as implicacoes de tal escolha.

Definicao 3.1.1 Uma regra de computagao ou fungdo de seleccdo é uma aplicagdo S do conjunto
de objectivos determinados para o conjunto de dtomos tal que S( «— Ay, ..., Ay) € {A1, ..., A}

Definicao 3.1.2 Sejam G = «— Aj,..., A, um objectivo determinado, C = A «— By, ..., B,
uma clausula determinada, S uma fungdo de selecgdo e § uma UMG de S(G) e A. O objectivo
derivado de G e C via S usando 6 é o objectivo

G/ = < (Al, A, Anfl, Bl, . Bq, A,,Jr]_, ey Ap)e

em que A, = S(G). O dtomo A, diz-se o dtomo seleccionado em G; o objectivo G’ diz-se também
um resolvente de G e C via S.

Definicao 3.1.3 Sejam P um programa determinado, Gy um objectivo determinado e & uma
fungdo de selec¢do. Uma derivagdo-SLD de P e Gy via S é um triplo (G,C, ©) em que:

21
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e G é uma sequéncia Gy, Gy, ... de objectivos determinados;

e C é uma sequéncia (i, G, ... de variantes de cldusulas de P;
e O é uma sequéncia 0y, 0, ... de substituicGes;

e para cada /, G;1 é um resolvente de G; e (i1 usando 6;,1;

e para cada i, C; é escolhido por forma a n3o conter nenhuma variavel que ja tenha ocorrido
em Go, . G,', Cl, ey C,',l;

e as sequéncias G, C e © ou sdo infinitas ou terminam em G, C, e 0, respectivamente, com
G, = O ou §(G,) n3o unificadvel com a cabeca de nenhuma cldusula de P.

Uma derivacao-SLD finita que termina com a clausula vazia diz-se uma refutacdo-SLD de P e
G; o natural n tal que G, = [ diz-se o comprimento da refutagcdo-SLD. Neste caso, a substituicao

6 obtida restringindo a composicdo 6 ... 0, as varidveis que ocorrem em Gy diz-se uma resposta
calculada de P a Gy via S.

Dito de outra forma, uma derivagao-SLD é construida procurando a cada passo uma clausula
Ciy1 cuja cabeca seja unificdvel com S(G;), calculando uma UMG 6,1 destes dois dtomos e o
objectivo derivado G;,1 de Ciy1 e G; usando 0, ,1. Este processo continua enquanto for possivel.
A condicao sobre os variantes tem como funcdo garantir que n3ao ha unificacées “acidentais”.

Notacao 3.1.4 E usual representar deriva¢des/refutacdes-SLD graficamente de uma forma que
agora se descreve.

Go: «— At A1, A Amgr, - Ap G:A«— B, ..., B,

Gr:oe— AL AL L ALAL

G,:0O

Em cada passo, o atomo seleccionado estd sublinhado.

Exemplo 3.1.5 Seja P o programa determinado seguinte.

<
—

x,y) «—r(x,2),r(z,y)

®©lcf 2006



3.1. RESOLUCAO-SLD

A seguinte derivagdo-SLD é uma refutagdo-SLD de P e G = «— r(a, ¢).

G02<—

G — r(a,

r(a, c)

T

z1),r(z, c)

GQZ%

G3Z

r(b, c)

O

A resposta calculada é 010,03y = ¢.
Outra refutacao-SLD de P e G, também com resposta calculada ¢, é a seguinte.

Go: «—r(a,c)

S

G «—r(a

G

,z1), r(z1, ¢)

Gy: «— r(a, b)

O

G :r
(91 = {xl/a,yl/c}

(x1,y1) & r(x1, z1), r(z1, 1)

G :r(a, b) —

/ 92 = {Zl/b}

G :r(b,c) —

/ 9328

: f(X1.)’1) — "(X1,Z1), f(ZL)’l)
0, =

{xi/a y1/c}

G :r(b,c) —

I

G :r(a b) —

G3Z

Finalmente, apresenta-se uma derivagdo-SLD infinita de P e G.

Go: «— r(a, )

Gy «——r(a, z1), r(z, ¢)

Gy: «— r(a, z1)

o

(21, 22), r(2, €)

i

G : f(X1,}/1) — r(XLZl)v r(Zl,}/1)

91 = {xl/a,yl/c}

G i r(x2, y2) +— r(x, 22), (22, y2)
t0r = {x2/ 21, y»/c}

G i r(xs, y3) «— r(xs, 23), r(z3, y3)
03 = {x3/2z2, y3/c}
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Este ultimo exemplo mostra que para além da funcio de seleccio também é importante a escolha
(do variante) da cldusula a utilizar em cada passo. Esta questdo serd discutida em maior detalhe
num capitulo posterior.

Definicao 3.1.6 Sejam P um programa determinado e S uma funcdo de seleccdo. O conjunto
de sucessos de P via S é o conjunto dos atomos A € Bp para os quais existe uma refutacdo-SLD
de Pe «— Avia S.

O seguinte teorema é o resultado fundamental de correccdo da resolugao-SLD.

Teorema 3.1.7 (Clark.) Sejam P um programa determinado, G um objectivo determinado e S

uma fun¢do de seleccdo. Entdo toda a resposta calculada de P a Gy via S é uma resposta correcta
de P a Gy.

Prova. Seja 6 uma resposta calculada de P a Gy = «— A;, ..., A, via S. Entdo existe uma
refutacao-SLD de P e Gy via S com sequéncias Gy, ..., G, de objectivos, (i, ..., C, de variantes de
cladusulas de P e 04, ..., 0, de substituicoes tal que 8 = 0y ... 0, restrita as varidveis que ocorrem
em Gp.

E conveniente comecar por mostrar o seguinte resultado.

Lema. Sejam F uma férmula e o0 uma substituicdo. Se P |= VF entdo P = V(Fo).

Prova. Suponha-se que P |= VF e seja J uma estrutura de interpretacdo que satisfaz P.
Entdo [VF], = 1, donde se conclui que [F],, = 1 para qualquer atribuicdo p.

Seja agora p’ uma atribui¢do. Mostra-se facilmente por indugdo estrutural que [Fo'],, =
[Fls.otp, com o’ % p'(x) = p'(c’(x)), de onde segue que [Fo'],, = 1. Por arbitrariedade
de p’ conclui-se que J é modelo de Fo e portanto de V(Fo). Logo P |= V(Fo).

|
Observe-se que 6 é resposta correcta de P a G sse P = V((A1 A ... AN Ap)f1 ...0,). Prova-se
entdo por indu¢do no comprimento n da refutacdo-SLD que isto se passa.

Base. Se n =1, entdo por definicdo de derivacdo-SLD tem-se também p = 1 e A; é unificavel com
a cabeca de um facto de P. Seja (; o variante escolhido deste facto; entdo (; = A«+— e
A6y = A160;. Claramente P |= VA, donde pelo lema se conclui que P |= V(Af;) e portanto
P = V(A16,).

Passo. Suponha-se que o resultado é valido para derivagdes de comprimento menor que n. Se

n > 1, entdo a refutacdo-SLD considerada comeca da seguinte forma, onde se supde que
Am = S(Gp).

C1:A<—B]_,...,Bq

Go: &Alv-'-rAP 91 ‘Aelemel

-

G]_ M (A]_, . Am—l: B]_, . Bq, Am+1: . Ap)(g]_
Por hipétese de indugdo, P = V(((A1 A ... AAm—1, BIN . ABgAAmia Ao ANAR)01)0: ... 6,),
uma vez que a derivacdo a partir de G; é uma refutacdo-SLD de P e G; com comprimento

n — 1. HA dois casos a considerar.
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e Se g = 0, entdo conclui-se como atrds que P | V(A,0;), donde se conclui pelo
lema que P = V(Anb: ...6,); conjugando com a hipétese de inducdo conclui-se que
PEVY((ALA...NAy)0: ... 6,).

e Suponha-se em alternativa que g > 0. Como (; é um variante duma clausula de P,
tem-se P |= Vi, e pelo lema conclui-se que P = V(Ci61) e que P |= V(Ci6y ...0,).
Por outro lado, da hipétese de indugdo sai também que P = V((By A ... A By)b: ... 6,);
tendo em conta que G; é A «—— By, ..., B,, conclui-se que P = V(A0 ...6,), donde
P = Y(Ayn0: ...0,) ja que Af; = A,0;. Mas da hipétese de indugdo sai ainda que
PEY(ALA...Ana ANAmia Ao AN Ap)b1 ... 0,). Conjugando estas duas propriedades
conclui-se que P = V((A1 A ... AAp)bs ... 6,).

Conclui-se assim a prova de que P |= V((A1 A ... A Ap)01...0,). Ora (AL A ... ANA)01...0, €
(A1 A ... A Ap)f coincidem, uma vez que 6 e 6; ... 6, coincidem em todas as varidveis que ocorrem
em Ajy,...,Ap. Logo 0 é uma resposta correcta de P a Go. O

Observe-se desde ja que o reciproco deste resultado nao é verdadeiro na sua forma mais geral,
como o exemplo seguinte mostra.

Exemplo 3.1.8 Considere-se o programa P seguinte.

H& duas respostas calculadas de P ao objectivo «— p(z), conforme as refutacdes-SLD seguintes
ilustram.

Go : w 9Cll : {t/zp}(x) Go : (J_& ecll : <{Z—/Xp}(x)
Gl Al Gl U

A primeira refutagdo-SLD tem resposta calculada ¢, enquanto que a segunda tem resposta calculada
{z/x}. Ambas s3o respostas correctas (como se pode verificar facilmente) e alterando a segunda
deriva¢do-SLD obter-se-ia qualquer resposta da forma {z/y} com y varidvel arbitraria. Porém h3
muitas outras respostas correctas que ndo sao respostas calculadas, como por exemplo {z/a} ou
{z/f(x)}. Isto é consequéncia da exigéncia de que os 6;s sejam UMGs.

Posteriormente ver-se-a que hipdteses é necessario acrescentar para obter um resultado reciproco
ao Teorema de Clark.

Corolario 3.1.9 Sejam P um programa determinado, G um objectivo determinado e S uma fung¢ao
de selecgdo. Se existe uma refutagdo-SLD de P e G via S, entdo o conjunto PU{ G} é contraditdrio.

Prova. Seja G = «— A, ..., A,. Nas condi¢des da hipétese, se ¢ for a resposta calculada
pela refutagdo-SLD em questdo, o teorema anterior garante que P |= V((A; A ... A Ap)f), donde
P = 3((A1 A ... N Ap)f) e por conseguinte P = 3(A; A ... A A,). Logo todo o modelo de P é
modelo de 3(A; A ... A A,), ou seja, de =G, donde P U {G} ndo tem modelos. O
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3.2 Robustez da resolucao-SLD

Os resultados apresentados na seccao anterior dependem fortemente da escolha da funcdo de
seleccao. Nesta seccao mostra-se que, contrariamente ao que talvez tenha vindo a ser sugerido até
aqui, esta escolha é de facto bastante secundaria e com poucos efeitos nas propriedades tedricas
da resolu¢do-SLD. O seu impacto na prética sera discutido mais adiante.

Notacado 3.2.1 Nesta seccio, se C for uma cldusula determinada, denotar-se-3 por C* a sua
cabeca e por C~ o seu corpo.

Lema 3.2.2 (Lema da troca.) Sejam P um programa determinado e G um objectivo determinado.
Para cada refutacdo-SLD de P e G com sequéncia de objectivos Gy, ..., G,, sequéncia de variantes
de clausulas (i, ..., C, e sequéncia de substituicdes 61, ..., 0, em que

- Gee1 é — A LA
- 0 atomo seleccionado no passo k — 1 é A;
- 0 atomo seleccionado no passo k é A;0,

existe uma refutacdo-SLD de P e G em que o dtomo seleccionado no passo k —1 é A; e o dtomo
seleccionado no passo k é A;0,.

Mais, se # for a resposta calculada de P a G com a refutacdo-SLD original e 6’ for a nova
resposta calculada de P a G, entdo GO e GO’ sdo variantes.

Prova. O objectivo é construir uma refutacdo-SLD com sequéncia de objectivos G, ..., G/,
sequéncia de clausulas Cj, ..., C! e sequéncia de substituicdes 0/ a partir da refuta¢do-SLD ori-
ginal. Para i < k toma-se G/ = G;, (! = C; e 0. = 0;.

O passo seguinte é mostrar que se pode seleccionar em G,_; 0 atomo A; e tomar C; = Cyq. Por
definicdo de refutacdo-SLD, 0,1 é uma UMG de A;0, e G, ;; em particular, Aj0 01 = C/10ki1.
Por outro lado, Cy.1 ndo contém varidveis que ocorram na derivacdo até ao passo k, e como 6y
é também uma UMG de &tomos que ocorrem na derivagdo tem-se que C,;0x = C/;; entdo
AibiOi1 = Cf10kbi41, donde A; e G sdo unificdveis com UMG 6. Por definicdo de UMG,
existe ainda uma substituicdo o tal que 40,1 = 0)0.

Seja G, o objectivo derivado de G;_; e C; usando ;. Mostra-se agora que se pode seleccionar
em G, o dtomo A;f,. Pelo mesmo raciocinio que atrds, 0, ndo afecta as varidveis de Cy, ja
que estas ndo ocorrem nem em A; nem em C/ ;. Entdo (S0, = C, donde se conclui que
Cio=Cloj0 = Cbibxi1 = Aibkbk 1 = Aib, o, usando o facto C 0, = A0y, e portanto A;0) e
C,” sdo unificdveis com UMG 6, ; satisfazendo ainda 0 ;0" = o para alguma substituicdo o’. Por
definicdo de o, tem-se ainda a relagdo 0x0xs1 = 0,0 ,0". Por outro lado, 0,6, = C6,., =
Ai0,0)_.1; como b é UMG de A; e C,7, existe uma substituicdo p tal que Op = 6,6 _ ;. Mas entdo
Aibip = Aibi b1 = G010 1 = Ciabkp = Clqp, donde p unifica Ajf e G, 1; como 6,y €
UMG destes dois dtomos, existe p' tal que 0441p" = p. Logo 0,0, = 04010’

Prova-se agora por indu¢do que a partir do passo k + 1 se pode continuar a derivagdo-SLD
escolhendo sempre 0 mesmo dtomo e um variante da mesma clausula que na derivagdo-SLD original;
mais, existem sequéncias de derivagdes 0., € pp, tais que G, = G).om, 01...0, = 010, 0, G, =
Gmpm e8] ...0,, =01 ...0,pm. Para m = k + 1 basta tomar o, = ¢’ e px = p’ construidos acima.

Num passo m arbitrario, seja A o atomo escolhido em G,,. Entdo 6,,.1 é uma UMG de A
e Cl.,. O &dtomo correspondente A' em G, satisfaz Ao, = A; mais uma vez, C}. 0, =
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Cr.i donde AomOmir = Abmir = ChOmi1 = Cl10mOms1. Entdo A e Cf,, sdo uni-
ficdveis com UMG 0, e existe 0y tal que 0] 10mi1 = Ombmi1. Segue que 01 ...0pm0011 =
07...0,0m0mi1 = 01...0,.0,  10mi1. Por outro lado, os sub-objectivos em G,1 ou sdo da
forma BOyni1 = Bomlpmyn = B0, 10mi1 com B em C_ ., ou da forma Bf, 1 com B em
Gm, caso em que por hipétese de indug¢do B = B’c,, para o atomo B’ correspondente de G,,,
e B'omly = B'0mi10mi1; segue-se que Gm+l = Gr,n+10-m+1

Finalmente, A'pm0mi1 = Al = C Omir = CF mi1PmPmy1, donde por definicdo de UMG

existe pn,y1 tal que 9m+1pm+1 = PmOma1- Um raciocinio analogo ao anterior mostra que 6] ... 0/ jn+1 =

(9 .0 9m+1pm+1 € que G,,n Gm+1pm+1-
Obviamente que G, = [0 = G, pelo que este processo permite construir uma refutagdo-SLD
para P e G. Por construcdo, tem-se ainda que G0, ...0, e GO} ... 0!, sdo variantes. 0

Teorema 3.2.3 (Independéncia da regra.) Sejam P um programa determinado e G um objectivo
determinado tais que existe uma refutacdo-SLD para P e G com resposta calculada . Ent3o, para
cada func3o de seleccdo S existe uma refutacdo-SLD de P e G via S com resposta calculada 6 tal
que Go e GO sdo variantes.

Prova. Por indugdo no comprimento da refutacdo-SLD para P e G com resposta calculada o.
Seja R a funcao de seleccdo utilizada nesta refutagdo-SLD.

Se a refutacao-SLD tiver comprimento 0, entdo o resultado é trivial.

Suponha-se que a refutagdo-SLD tem comprimento n. Se R(G) = S(G) a hipétese de indugdo
aplicada ao resto da derivagao-SLD permite concluir imediatamente o resultado. Caso contrario,
sejam A; = R(G) e A; = S(G). Note-se que A; terd de ser seleccionado nalgum passo k na re-
futacdo-SLD de P a G via R; aplicando o lema da troca k vezes, encontra-se uma refutacdo-SLD
de P a G em que A; é seleccionado no primeiro passo, os passos 2 a k reproduzem a refutagdo-SLD
de P a G via R e a resposta calculada p é tal que Go e Gp sdo variantes. Por hipdtese de indugao
aplicada a refuta¢do-SLD a partir de G; (que tem resposta calculada p' com p = 61p') existe uma
refutacdo-SLD de P e G; via S com resposta calculada ¢’ tal que G10' e Gyp' sdo variantes. Entdo
GO = GO,0' e Gp = GOy sdo variantes: os atomos A de G ou sdo tais que Af; estd em Gy, e o
resultado é imediato, ou vém de C; e o resultado também ¢é imediato. 0J

E importante salientar que a prova anterior apenas se aplica a refutagdes-SLD. Em derivacdes-
SLD arbitrdrias ndo hd garantia que o dtomo A; seleccionado em G por S alguma vez o seja na
refutacdo-SLD via R, uma vez que esta pode terminar sem chegar a cldusula vazia (e em particular
conter ainda uma instancia de A;) ou ser infinita (e nenhuma instancia de A; ser alguma vez
seleccionada).

Observe-se no entanto que a prova do Lema da Troca n3o tem esta restricdo, pelo que o
resultado se aplica a qualquer derivagcdo-SLD (exceptuando naturalmente a observagdo relativa a
resposta calculada).

3.3 Adequacao computacional

Esta seccao mostra um resultado importante do ponto de vista aplicacional: o poder computacional
da Programacao em Ldgica € equivalente ao da maquina de Turing e, portanto, maximo.

Definicao 3.3.1 A classe das fungdes parciais recursivas define-se indutivamente como se segue.
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A funcdo Ax.0 é parcial recursiva.

A funcdo Ax.x + 1 é parcial recursiva.

Para qualquer n € N e i < n, a fungdo Axg ... x,.x; é parcial recursiva.

Sefi,....f, : Nk = Neg:N"— N sio parciais recursivas, entdo a funcdo

Ay X8 (A (Xa, ooy Xk )y ey Fa(X2, oy XK))
definida por composicao a partir de fq, ..., f, e g também o é.
e Se f :N¥ = Ne g: N2 — N sio parciais recursivas, entdo a funcio

W A X, f(x1, .\ Xk) se xx41 =0
+ g(xt, ooy X xkw1 — 1, h(xa, ooy Xk, X1 — 1)) se xp1 >0

definida por recursdo a partir de f e g também o é.

e Se f : N1 — N € parcial recursiva, entdo a funcdo
Ay o X pz(F(xa, ey Xk, 2) = 0)

definida por minimizagdo a partir de f também o é, onde uz(g(z) = 0) denota o menor z
tal que g(z) = 0 e g(x) esta definido para x < z, ou esta indefinido caso ndo exista nenhum
z satisfazendo simultaneamente essas duas condigdes.

Postulado 3.3.2 (Church—Markov—Turing.) A classe das fun¢des parciais recursivas corresponde
a classe de fungdes efectivamente computdveis por algum algoritmo.

Teorema 3.3.3 (Adequacio computacional.) Seja f : N™ — N uma fun¢3o parcial recursiva.
Entdo existe um programa determinado P; contendo um predicado ps de aridade m + 1 tal que:

e as respostas calculadas de Pra «— ps(s*1(0), ..., s*"(0), x) sdo todas da forma {x/s(0)};
e {x/s*(0)} é uma resposta calculada de P; ao objectivo «— ps(s*1(0), ..., s*(0), x) sse
Flkis . ko) = k.

Prova. Apresenta-se em primeiro lugar a descricdo de como construir o programa determinado Pr
por inducdo na prova de que f é parcial recursiva.

e Para f = Ax.0, tem-se Pr = {pr(x,0) «— }.
e Para f = Ax.x + 1, tem-se Pr = {ps(x, s(x)) «— }.

e Para f = Axqy ... x,.x;, tem-se Pr = {pr(xq, ..., Xn, X;) <— }.

Se h for definida por composicdo a partir de f1, ..., f, e g, entdo por hipdtese de indugio
existem programas Py, ..., Pr, e P, nas condi¢des do teorema. Entdo

Py = PpU..UPUP,U
U{pn(x1, .o Xk, 2) «— pa(Xa, oo Xk, Y1), oo PE (X ooy Xk, Yn)s Pe(V1) - Y 2)

Se h for definida por recursdo a partir de f e g entdo por hipdtese de inducdo existem
programas Pr e P; nas condi¢cdes do teorema. Entdo

P, = PrUP,U
U{pn(x1, s Xk, 0, y) «— pr(x1, ..., Xk, ¥) } U
U{pn(x1, ..., Xk, 5(x), y) «— pa(x1, ..., Xk, X, 2), pg(X1, .., X, X, 2, ¥) }.
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e Se h for definida por minimizacdo a partir de f ent3o por hipdtese de inducdo existe um
programa Pr nas condi¢des do teorema. Entao

P, = PfU
U{pn(x1, -\ Xk, X) <— pr(x1, -, Xk, X, 0), de(x1, .., Xk, X)} U
U{df(Xl, vee s Xk O) — } U
U{dr(x1, ..., Xk, S(x)) «— pr(x1, ..., Xk, X, S(2)), de(x1, ...\ Xk, X) }.

E simples provar por inducio que se f(ki, ..., kn) = k entdo {x/s*(0)} é resposta calculada
de Pra «— ps(sh1(0),...,s*(0), x). A prova de que esta é a dnica resposta calculada de P
faz-se também por inducao mostrando que esta é a (nica resposta correcta de Pr aquele objectivo
e aplicando o Teorema de Clark. 0

3.4 Arvores-SLD

O objectivo desta seccdo € interpretar em termos praticos os resultados tedricos que apresentados
neste capitulo. A semantica operacional da Programacdao em Légica fornece uma interpretacao
computacional de programas determinados, através do calculo de respostas a objectivos determi-
nados; porém, conforme se verd, ha questes de implementacdo que n3do sdo triviais.

Fixada uma funcdo de seleccdo, hd vérias possibilidades de construcao de uma refutacdo-SLD
consoante (o variante d)a clausula do programa que se escolhe.

Definicao 3.4.1 Sejam P um programa determinado, G um objectivo determinado e & uma
funcdo de selec¢do. A drvore-SLD de P e G via S é uma érvore etiquetada construida da seguinte
forma:

e a etiqueta de cada né é um objectivo;
e a etiqueta da raiz é G;

e cada né com etiqueta G' = «— Ay, ..., A, tem um descendente por cada cldusula C =

A «— By, ..., B, de P cuja cabega seja unificdvel com S( «— Ay, ..., A,) = An; sendo 6
uma UMG de A e A,,, o descendente correspondente é etiquetado pelo resolvente de C e G’
usando 6.

Um ramo cuja folha estd etiquetada pela clausula vazia [ diz-se bem sucedido. Um ramo com uma
folha etiquetada com outra cldusula diz-se falhado. Os restantes ramos dizem-se ramos infinitos.

Em particular, os nés etiquetados com [] nao tém descendentes.
Uma arvore-SLD é uma forma de representar todas as deriva¢des-SLD possiveis de P e G via
S. Observe-se que os ramos bem sucedidos correspondem precisamente as refutacdes-SLD de P e

G via S.

Exemplo 3.4.2 Seja P o programa determinado seguinte.

p(x,z) < q(x,y), p(y, 2)
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Considere-se o objectivo G = «— p(x, b).

Seja S; uma fungdo de selecgdo tal que Si( «— Ay, ..., Ay) = A;. A drvore-SLD de P e G via
S1 € a seguinte, onde os descendentes de cada né aparecem pela mesma ordem das clausulas de
P cuja cabeca é unificavel com o dtomo seleccionado.

O ramo da esquerda corresponde a uma refutacdo-SLD com resposta calculada {x/a}; o ramo da
direita corresponde a uma refutacdo-SLD com resposta calculada {x/b}.

Seja agora S, uma fungdo de selecgdo tal que Si( «— Aq, ..., Ag) = Ag. A arvore-SLD de P
e G via &, é a seguinte.

«— p(x, b)
/ \
«—q(x,y),p(y, b) O
/ \
—q(x,¥),q(y,y"), p(y', b) «— q(x, b)
\ l
—q(x,y).qly.y').a(y' . y"), p(y". b) «—q(x,y).qly,b) O
l \ l( )
: : «— g(x, a

O ramo mais a direita corresponde novamente a uma refutagdo-SLD com resposta calculada {x/b};
o outro ramo bem sucedido corresponde a uma refutagdo-SLD com resposta calculada {x/a}. Esta
arvore tem ainda um ramo infinito e uma infinidade de ramos falhados.

Observe-se que o nimero de ramos bem sucedidos coincide em ambas as arvores e que as
respostas calculadas sdo as mesmas. Mostrar-se-a na sequéncia que este facto é perfeitamente
geral. Este exemplo mostra ainda que o mesmo ndo se verifica para os ramos falhados ou infinitos.

O seguinte resultado € a interpretacdo da Independéncia da Regra em termos de arvores-SLD.

Proposicao 3.4.3 Sejam P um programa determinado e G um objectivo determinado. Entdo
todas as drvores-SLD de P e G tém o mesmo nimero (finito ou infinito) de ramos bem sucedidos.

Prova. Sejam A; e A, arvores-SLD para P e G com fungbes de selec¢do respectivamente S e
S>. Cada ramo bem sucedido de A; corresponde a uma refutacdo-SLD de P a G via Sp; pela
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Independéncia da Regra, a esta refutacdo-SLD corresponde uma outra refutacao-SLD de P a G
via &y, a qual corresponde por sua vez um ramo em A,.

Uma andlise da prova do Lema da Troca mostra ainda que esta correspondéncia é univoca, ou
seja, a refutagdes-SLD distintas via S; correspondem refutagdes-SLD distintas via S, (uma vez que
o tnico factor em que as refutacdes-SLD podem diferir é na escolha das clausulas de P a utilizar
a cada passo). Entdo a cada ramo bem sucedido de .A; corresponde univocamente um ramo bem
sucedido de A,; o raciocinio em sentido inverso permite concluir que o nimero de ramos bem
sucedidos em ambas as drvores é igual. U

Em termos computacionais, o interesse destes resultados é grande: essencialmente, estdo a
afirmar que a qualidade duma implementagdo da resolu¢do-SLD é independente da fungao de
seleccao escolhida, pelo menos em termos de respostas que podem ser calculadas. E por este
motivo que a esmagadora maioria das implementacdes utiliza a funcao de seleccdo “escolher o
atomo mais a esquerda”: é muitas vezes a mais eficiente (por exemplo, se os objectivos estiverem
implementados como listas dindmicas) de entre vdrias opgdes com igual poder computacional.

Importa salientar que, contrariamente ao que o Exemplo 3.4.2 poderd dar a entender, ndo é
relevante comparar funcoes de seleccio em termos de ramos falhados vs ramos infinitos. E facil
alterar o programa determinado do exemplo por forma a que a arvore-SLD via S; seja infinita e
a arvore via S, seja finita. Em geral, para cada programa haverd funcdes de seleccdo que dao
arvores-SLD finitas e outras que ddo arvores-SLD infinitas, mas quando as regras sdo puramente
estruturais (estilo “seleccionar o dtomo mais a esquerda”) n3o ha grandes esperancas de conseguir
melhor.

No capitulo 5 voltar-se-4 a questdo de como encontrar respostas calculadas de um programa
determinado a um objectivo determinado.






Capitulo 4

Ordinais e Pontos Fixos

O objectivo do préximo capitulo é desenvolver o estudo da semantica denotacional da Programacao
em Légica. Este capitulo resume os conceitos e resultados da teoria de reticulados que serao
necessarios para esse estudo.

4.1 Relacoes binarias e reticulados

Definicao 4.1.1 Uma relacdo bindria R num conjunto A é um conjunto de pares de elementos de
A.

Por outras palavras, uma relacao bindria em A é um subconjunto R C A x A.

Notacdo 4.1.2 Utiliza-se frequentemente a nota¢do (A, R) para especificar simultaneamente a

s

relacdo bindria R e o conjunto A em que R esta definida. E também usual escrever x R y para
denotar o facto (x, y) € R.

Definicao 4.1.3 Uma relagdo bindria R num conjunto A diz-se:
o reflexiva se x R x para qualquer x € A;
e simétrica se sempre que x R y se tiver também y R x, para quaisquer x,y € A;
e anti-simétrica se x R y e y R x implicar que x = y, para quaisquer x, y € A;

e transitiva se de x R y e y R z se concluir que x R z, para quaisquer x, y,z € A.

Definicao 4.1.4 Uma relagdo binaria diz-se uma pré-ordem se for reflexiva e transitiva.
e Uma pré-ordem anti-simétrica diz-se uma ordem parcial.

e Uma pré-ordem simétrica diz-se uma relagdo de equivaléncia.

Exemplo 4.1.5 Em qualquer conjunto A podem-se definir trés relagdes binarias:
e a relacdo diagonal Ay, em que x A, y sse x = y;
e a relagdo universal Uy, em que x Uy y para quaisquer x,y € A;

e a relacio vazia )5, em que nunca se tem x ()4 y.

33
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Quer A4 quer Uy sdo relacdes de equivaléncia, enquanto que ()4 n3o € sequer uma pré-ordem.
No entanto, ()4 é simétrica, anti-simétrica e transitiva. Por outro lado, A4 é também uma ordem
parcial (dita discreta).

Exemplo 4.1.6 Relacdes binarias bem conhecidas sobre o conjunto N dos naturais sdo por exemplo
as seguintes.

e A relacao de “menor que”, x < y sse y = x + z + 1 para algum natural z.

e A relagdo de “menor ou igual’, x < y sse x < y ou x = y.

e A relagdo de igualdade, x = y (que é simplesmente Ay).

A relagdo < é uma ordem parcial, enquanto que = é uma relagdo de equivaléncia. Quanto a <, é
uma relacdo transitiva e anti-simétrica, mas nao reflexiva.

Exemplo 4.1.7 Seja A um conjunto e A o conjunto das partes de A (ou seja, X € pA sse
X C A). A relagdo (pA, C) é uma ordem parcial.

Notacao 4.1.8 Atendendo aos exemplos anteriores, é usual denotar relacSes bindrias genéricas
por R, S, Ry, R’; ordens parciais (e por vezes pré-ordens) por <, <, C; e relagdes de equivaléncia
por =, = ou ~.

O exemplo seguinte, mais especifico ao contexto da Programagdo em Ldgica, ilustra bem a

generalidade destes conceitos.

Exemplo 4.1.9 Seja S um conjunto finito de expressdes simples e ©s = {0 | #(S50) = 1} o
conjunto de todas as unificadoras de S. Defina-se em ©5 uma relacdo R por 61 R 0, sse 0, = 0,y
para alguma substituicdo .

Entdo o par (©s, R) é uma pré-ordem. De facto:

e para qualquer unificadora 6 € ©g, tem-se que 0 = f¢, logo 6 R 0,

e se 01 R 6, e O, R 03, entdo existem substituicGes v e 0 tais que 01 = 0y e 6, = 036, de
onde sai imediatamente que ¢y = (#30)y = 65(d7), e portanto 6; R 65.

Definicao 4.1.10 Seja ~ uma relagdo de equivaléncia num conjunto A. A classe de equivaléncia
de um elemento x € A é o conjunto

e = {y €Al x~y}.
E frequente escrever simplesmente [x] quando a relagdo ~ é evidente.

Definicao 4.1.11 Seja ~ uma relagdo de equivaléncia num conjunto A. O quociente A/~ de A
por &~ é o conjunto das classes de equivaléncia de elementos de A.

Al~ = {[~ | x € A}

A designacao de pré-ordem dd a entender que de alguma forma existe uma ordem parcial
implicita numa tal relacdo. A proposicdo seguinte justifica esta nomenclatura.

Proposicao 4.1.12 Seja R uma pré-ordem num conjunto A. Ent3o:

e a relacao =g em A definida por x =g y sse x R y e y R x é uma relacdo de equivaléncia;
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e a relacdo <r em A/=g definida por [x] <g [y] sse x R y é uma ordem parcial.

Prova. Sejam = e <y definidas como acima. Observe-se que R, sendo pré-ordem, é reflexiva e
transitiva.
Prova-se em primeiro lugar que =g € relacao de equivaléncia.

e Reflexividade. Como R é reflexiva, para qualquer x € A tem-se x R x, donde x = x.

e Simetria. A condicdo de definicdo de = é simétrica em x e y, logo se x =g y forcosamente
se tem y =g X.

e Transitividade. Se x =g y, entdo (1) xRy e(2) yRz, sey =g z, entdo (3) y Rz e (4)
z R y. Por transitividade de R, conclui-se de (1) e (3) que x R z, enquanto que de (4) e (2)
sai que z R x. Logo x =¢ z.

Por conseguinte, o quociente A/=g estd bem definido. O préximo passo é ver que a definicdo de
<g faz sentido: se [x] e [x’] denotarem uma mesma classe de equivaléncia e [y] e [y’] denotarem
uma outra classe de equivaléncia, ent3o a condicdo que define [x] <g [y] € equivalente a que define
X1 <r [y'].

Sejam x, x’, y e y’ nestas condi¢ces. Entdo x R x', X’ R x, y Ry’ ey’ R y. Entdo se [x] <g [y]
tem-se por definicdo x R y; por transitividade, de X’ R x R y R y’ conclui-se que x’ R y’, donde
[x'] <g [y']. A prova no sentido inverso é analoga.

Finalmente mostra-se que <g é uma ordem parcial em A/=k.

e Reflexividade. Como R é reflexiva, para qualquer x € A tem-se x R x, donde [x] <g [x].

o Anti-simetria. Se [x] <g [y] e [y] <r [x], entdo x R y e y R x; por definicdo de =g,
conclui-se que x =g y, donde [x] = [y].

e Transitividade. Se [x] <g [y], entdo x R y; se [y] <g [z], entdo y R z. Por transitividade de
R, conclui-se que x R z, donde [x] <k [z].

O

Definicao 4.1.13 Sejam (A, <) uma pré-ordem e X C A.
e Um elemento a € A diz-se um majorante de X se x < a para todo o x € X.
e Um elemento a € A diz-se um minorante de X se a < x para todo o x € X.

e Um elemento a € A diz-se um supremo de X se a for um majorante de X e se tiver a < m
para todo o majorante m de X.

e Um elemento a € A diz-se um infimo de X se a for um minorante de X e se tiver m < a
para todo o minorante m de X.

Exemplo 4.1.14 Na pré-ordem das unificadoras sobre um conjunto S de expressdes simples
(Exemplo 4.1.9), as UMGs de S sdo supremos de Os.

De facto, se o é uma UMG de S e 6 é qualquer outra unificadora de S (ou seja, se 6 € Os),
entdo existe uma substituicao ~ tal que # = oy. Por definicao de R, tem-se que 6 R o, donde o
é majorante de ©s. Por outro lado, como ¢ € Os, qualquer outro majorante o’ de ©s satisfaz
necessariamente o R ¢’; logo o é um supremo de Ogs.

Reciprocamente, qualquer majorante de ©s é uma UMG de S: por definicdo, um majorante o
de Os satisfaz § R o para qualquer § € Os; um o nestas condi¢cbes é uma unificadora de S tal
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que para qualquer outra unificadora 6 de S existe uma substituicao v com # = o~. Logo o é uma
UMG de S.

Na presenca de anti-simetria, os supremos e infimos ganham um estatuto especial.

Proposicao 4.1.15 Sejam (A, <) uma ordem parcial e X C A. Se X tiver um supremo (infimo),
entdo esse supremo (infimo) é dnico.

Prova. Sejam a e a’ dois supremos de X. Como a é supremo de X e a’ € majorante de X, tem-se
que a = a’; como &’ é supremo de X e a é majorante de X, tem-se que @ < a. Como < é uma
ordem parcial, a = a'.

A prova para infimos é analoga. 0]

Notacao 4.1.16 Atendendo a proposicdo anterior, em ordens parciais pode-se falar n’ “o supremo”
de X e n""0" infimo de X. Quando estes existirem, serdo denotados respectivamente por sup(X)
e inf(X).

Definicao 4.1.17 Um reticulado completo é uma ordem parcial (A, <) em que todo o conjunto
X tem supremo e infimo.
Em particular, num reticulado completo existem sempre um elemento topo T = sup(A) e base

1 =inf(S).

Em virtude da existéncia de elementos topo e base, um reticulado completo nunca pode ser vazio.
No entanto a base e o topo podem coincidir, caso em que o reticulado tem apenas um elemento:
é o caso de ({*}, Upy). Em geral tem-se a relagdo L < a < T para qualquer a € A.

Exemplo 4.1.18 A ordem parcial dos subconjuntos dum conjunto A (Exemplo 4.1.7) é um reti-
culado completo. Se {X;};c; for um conjunto de subconjuntos de A (ou seja, X; C A para todo o
i€ 1), entdo | J;, Xi € um supremo de {Xi}ic; e (;; Xi é um infimo de {Xi}c.

iel

4.2 Ordinais e inducao transfinita

Para o resto deste capitulo, é necessario ter algumas no¢des de teoria de ordinais. Nesta seccdo
resumem-se os resultados necessarios desta teoria, sem entrar em pormenores.
Assume-se como conhecida a definicdo dos niimeros naturais em teoria dos conjuntos:

=0

= {0} = {0}
{0,{0}} = {01}
= {0.{0}.{0.{0}}} = {0,1,2}

W RO
I

I;+1:{O,1,...,n}:nu{n}

Denota-se por w a unido de todos os niimeros naturais: w = {0,1, ..., n, ...}.
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Continuando a sucesso anterior, é perfeitamente razoavel definir w +1 = w U {w}, e assim
sucessivamente. Tendo definido w + n para todo o n, é natural definir w2 = {w+n | n € w};
continuando o processo, definem-se w3, w4, wn para qualquer n, e w? = {wn | n € w}.

A teoria dos ordinais é o ramo da teoria de conjuntos que define formalmente e estuda as
propriedades destes objectos. Em particular, é possivel estender as opera¢des usuais sobre os
naturais (soma, produto, exponencia¢do) a ordinais genéricos, embora se percam algumas das
suas propriedades. A titulo de exemplo, a multiplicagao de ordinais ndao é comutativa, donde a
designa¢do de w2 para o segundo ordinal limite e ndo de 2w (alids, mostra-se que 2w = w). No
entanto essas questdes transcendem o estudo que neste momento se pretende fazer de ordinais.

Definicao 4.2.1 Seja a um ordinal. Diz-se que « é:

e um ordinal sucessor se & = [3 + 1 para algum ordinal ;

e um ordinal /imite caso contrario.

Os nimeros naturais, com excep¢do do 0, sdo todos ordinais sucessor, como o sdo também w + 3
ou w? + w3 + 55. Exemplos de ordinais limite s3o 0, w, w2 ou w? + w3.
Definicao 4.2.2 Seja o um ordinal. Diz-se que « é:

e um ordinal finito se a € w;

e um ordinal infinito caso contrdrio.

Segue destas duas defini¢cdes que o unico ordinal limite finito é 0.

Definicao 4.2.3 Definem-se ordenacbes nos ordinais por « < sse « € e a < [3sse a C (3.

Observe-se que a < Fsse a < J ou a = (3.

Proposicao 4.2.4 A relacdo < na classe de todos os ordinais é uma ordem parcial em que todo
o conjunto tem infimo.

Prova. A reflexividade, transitividade e anti-simetria de < s3o consequéncia dessas mesmas pro-
priedades para a relagdo de inclusdo. Dado um conjunto {X;};c; de ordinais, a sua intersec¢do
Nic; Xi é o infimo desse conjunto. 0J

Note-se que a unido de uma classe de ordinais ndo tem de ser um ordinal (em particular, a unido
de todos os ordinais ndo é um ordinal), pelo que n3o se tem neste caso um reticulado completo.
Para provar uma propriedade P dos ordinais utiliza-se o seguinte Principio de Inducdo Transfinita

(PIT).

De Va.(Vf<a.P(3)) = P(«) conclui-se Va.P(«).

Pode-se reescrever este principio duma forma mais aplicavel observando que todos os ordinais
s3o ordinais sucessor ou ordinais limite. Se o é um ordinal limite, tem-se que

a=Js

é ainda conveniente tratar separadamente o caso o = 0 (em que a unido anterior é vazia), obtendo-
se a seguinte variante do principio.
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De
e P(0)
e Va.P(a) = Pla+1)

e Va.(Vi<a.P()) = P(«) desde que « seja um or-
dinal limite n3o nulo

conclui-se Va.P(a).

E a esta versao do PIT que se recorrerd no seguimento.

4.3 Pontos fixos de transformacoes monétonas

O objectivo principal deste capitulo é provar dois teoremas sobre pontos fixos de transformacgdes
em reticulados completos: um teorema muito geral sobre a existéncia de pontos fixos e uma versao
mais forte que fornece um método de calculo de pontos fixos de uma classe um pouco mais restrita
de transformacdes.

Definicao 4.3.1 Uma transformacdo num reticulado completo (A, <) é uma fungdo T : A — A.

O interesse de estudar transformagdes em reticulados (e ndo simplesmente sobre conjuntos) reside
na interaccdo entre a transformacdo e a relacdo de ordem. Assim, tém particular interesse as
transformac¢des que satisfazem a seguinte propriedade.

Defini¢ao 4.3.2 Uma transformagdo T num reticulado completo (A, <) diz-se mondtona se
T(a) = T(b) sempre que a < b.

Definicdo 4.3.3 Um ponto fixo de uma transformagdo T num reticulado completo (A, <) é um
elemento a € A tal que T(a) = a.

Um ponto fixo a de T diz-se o ponto fixo minimo de T se a < b para todo o ponto fixo b de
T e diz-se o ponto fixo maximo de T se b < a para todo o ponto fixo b de T.

Teorema 4.3.4 (Tarski.) Seja T uma transforma¢do monétona num reticulado completo (A, <).
Entdo T tem um ponto fixo minimo pfmin(T) e um ponto fixo maximo pfmax(T) satisfazendo as
seguintes propriedades.

pfmin(T) = inf{x| T(x) =x} = inf{x]| T(x) < x}
pfmax(T) = sup{x| T(x)=x} = sup{x|x=T(x)}

Prova. Apresenta-se a parte da demonstragdo relativa ao ponto fixo maximo, ja que o outro caso
é andlogo. Sejam X = {x | x 2 T(x)}, Y = {x | x = T(x)} e tome-se a = sup X, que existe
porque A é um reticulado completo.

Em primeiro lugar, mostra-se que a é ponto fixo de T. Tome-se x € X; entdo x < T(x). Por
definicdo de a, tem-se que x < a; como T é mondtona, tem-se que T(x) < T(a), donde x < T(a)
por transitividade. Entdo T(a) é um majorante de X, logo a < T(a). Aplicando novamente a
monotonia de T, de a < T(a) sai que T(a) < T(T(a)); entdo T(a) € X, donde T(a) = a uma
vez que a majora X. Por anti-simetria conclui-se que T(a) = a, ou seja, a € ponto fixo de T.
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Por construgdo, a = sup X; por outro lado, se y € Y (ou seja, y = T(y)) entdo y =< T(y) por
reflexividade de <, donde a é majorante de Y. Uma vez que a = T(a), se b for outro majorante
de Y ter-se-4 necessariamente a < b, logo a também é supremo de Y.

Finalmente, seja b outro ponto fixo de T. Entdo b= T(b), logo b € Y e portanto b < a uma
vez que a é majorante de Y.

Logo a é o ponto fixo maximo de T. 0

Corolario 4.3.5 Sejam (A, <) um reticulado completo e T uma transforma¢do mondtona em A.
Se x € A é tal que x = T(x), entdo existe um ponto fixo a de T tal que a < x. Sey € A ¢ tal
que T(y) <y, entdo existe um ponto fixo b de T tal que y < b.

Prova. Basta tomar a = pfmin(T) e b = pfmax(T) e aplicar o Teorema de Tarski. O

Embora o Teorema de Tarski seja um resultado bastante geral e razoavelmente forte, a sua
aplicabilidade pratica é algo discutivel: por um lado, ndo é facil em geral calcular supremos ou
infimos de conjuntos arbitrarios; por outro, o préprio conjunto {x | x < T(x)} também esta longe
de ser um objecto trivial. O Teorema de Tarski é util como ferramenta em situacdes em que
baste saber que existe um ponto fixo duma transformacdo, mas n3o é preciso calculd-lo; noutras
situagdes, sao necessarios resultados mais fortes, como os que se apresentam de seguida.

Definicao 4.3.6 Seja T uma transformagdo mondtona num reticulado completo (A, <). Definem-
se as poténcias ascendentes T | « e as poténcias descendentes T | o de T como se segue.

T10=1 T10=T
TT(a+1)=T(T T« Tl(a+1)=T(T | o)
TT0B8=sup{Tlala<p} T|p=inf{TTala<pf}

onde na ultima cldusula se assume que (3 é um ordinal limite.

Os seguintes resultados justifica a nomenclatura e notacdo utilizada para as poténcias ascen-
dentes e descendentes.

Lema 4.3.7 Para todo o ordinal 7, tem-se T T+ < T 1 (v +1).

Prova. Por indugdo transfinita em ~.
e Sevy=0,entdo T T0= 1L <X T T 1 por definicao de base do reticulado.
e Suponha-se que T T~y = T 7 (v +1); por monotonia de T conclui-se que T T (v +1) =
H(TTN2T(TTO+1)=T1(y+2).

e Suponha-se que T T 0 < T T 6 + 1 para todo o § < 7. Por definicdo de supremo,
T 1706 =T 1 v para qualquer 6 < +; por monotonia de T conclui-se como atrds que
TT(+1)=2T7(y+1)e portransitividade T 16 < T T (y+1). Entaio T T (y+1) é
majorante de {T 10 | § < ~}; por definicdo de supremo, T 17 =T T (v+1).

OJ

Proposicao 4.3.8 Seja T uma transformag¢do mondétona num reticulado completo (A, <). Se
a<f,entio T TaxT1P8eT|BT]|aqa.
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Prova. Prova-se quese a < G entdo T T a <X T T 3 por inducdo transfinita em (.
e Suponha-se que § = 0. Entdo a < F sse « =0 = 3 e a tese sai por reflexividade de <.

e Suponha-se que § =y + 1. Entdoou o = v+ 1 ou a < . No primeiro caso, T | a =
T 1 (v + 1) e aplica-se de novo a reflexividade de =<; no segundo, por hipétese de indugdo
TTa=<T7T~vepelolema T 1~y =T71(y+1), donde por transitividade sai de novo que
TlaxT71T(y+1).

e Suponha-se que 3 é um ordinal limite. Se o = 3 o resultado sai de novo por reflexividade
de <; se a < 3 a tese sai por definicdo de supremo.

O outro caso é semelhante recorrendo a uma versao anéloga do lema anterior. 0

Proposicao 4.3.9 Seja T uma transformagdo mondtona num reticulado completo (A, <). Ent3o
T 17 a =< pfmin(T) e pfmax(T) < T | « para todo o ordinal «.

Prova. Prova-se de novo apenas a primeira parte por inducdo transfinita em .
e Sea=0,entdo T T = L =< pfmin(T) por definigdo de base.

e Suponha-se que T T a =< pfmin(T). Por monotonia de T segue que T T (o + 1) =<
T (pfmin(T)) = pfmin(T) por defini¢do de ponto fixo.

e Suponha-se que T T v < pfmin(T) para todo o v < «. Entdo pfmin(T) é majorante de
{T1Ty]v<a},logo T7Ta<pfmin(T) por definicio de supremo.

O

Com base nestes resultado podemos obter uma primeira versdo mais “computacional” do Te-
orema de Tarski.

Proposicao 4.3.10 Seja T uma transformagdo mondtona num reticulado completo (A, <). Entdo
existem um ordinal « tal que T T v = pfmin(T) se &« < yeumordinal S tal que T | v = pfmax(T)

de 5 <~.

Prova. Em primeiro lugar, observe-se que se existirem dois ordinais v < 0 tais que T T v =
T 76, entdo T T v = pfmin(T). De facto, se v < §, entdo pela Proposicdo 4.3.8 tem-se que
TTy=T1T(H+1)eTT(y+1)=T7T6=T7r; por anti-simetria de < conclui-se que
TT~y=T71(y+1), eportanto T T v é ponto fixo de T. Como T T v = pfmin(T) pela
Proposi¢do 4.3.9, tem-se que T T~ = pfmin(T).

Seja agora (3 um ordinal tal que #3 > #A,; a prova da existéncia de um tal ordinal transcende
o ambito desta disciplina. Suponha-se por absurdo que T T 6 # pfmin(T) para todo 0 § < [3;
entdo a aplicagdo h definida por h(6) = T T 6 é injectiva em virtude da observagdo acima. Mas
isto € absurdo: por monotonia de T o ndmero de elementosem {T 10 | § < 3} é no méximo #5,
enquanto que por injectividade de h o cardinal daquele conjunto é #3. Logo h ndo é injectiva, e
portanto existe um ordinal & (minimo) para o qual T T « = pfmin(T).

Finalmente suponha-se que o < . Entdo pfmin(T) =T T a < T 1~ < pfmin(T) atendendo
as Proposicoes 4.3.8 € 4.3.9. Logo « é o ordinal pretendido.

De uma forma andloga provar-se-ia a existéncia do ordinal  nas condi¢bes do enunciado. [
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Definicao 4.3.11 Ao ordinal a da proposicao anterior chama-se ordinal de fecho de T.

Embora a existéncia de um ordinal de fecho seja algo mais forte que o Teorema de Tarski, ja que
indica que o ponto fixo minimo (maximo) pode ser obtido apenas através do calculo de poténcias
ascendentes (descendentes) da transformacgdo T, computacionalmente continua a ser um resultado
fraco: nada é dito sobre a cardinalidade de «, que pode ndo ser numerdvel; e mesmo que o seja,
a computagio de T T (w” + w? + 5) estd longe de ser trivial... No seguimento restringir-se-
a a atencdo a operadores satisfazendo uma propriedade extra, que se mostrard satisfazerem um
teorema de ponto fixo muito mais poderoso.
Em primeiro lugar, é necessario introduzir mais alguns conceitos.

Definicdo 4.3.12 Seja (S, <) um reticulado completo. Um conjunto X C S diz-se orientado se
todo o subconjunto finito de X tem um majorante em X.

De forma equivalente: X é orientado sse, para quaisquer xi, ..., x, € X existir y € X tal que x; < y
parai=1,...,n.

Em particular, se X é orientado, entdo X # (), j4 que X contém sempre um majorante do
conjunto vazio.

Definicao 4.3.13 Uma T transformagdo num reticulado completo (S, <) diz-se continua se para
qualquer X C S orientado se tiver sup(T(X)) = T(sup(X)).

A nocao de continuidade é uma nocao topoldgica; embora neste contexto isso nao seja nada 6bvio,
de facto as transformagdes continuas sdo continuas relativamente a uma topologia em particular,
a chamada topologia de Scott no reticulado completo (S, <). Esta topologia — cujo estudo estd
fora do ambito desta disciplina — é definida a custa da relacdo de ordem, estando ligada a no¢ao
de conjunto orientado acima apresentada.

Proposicao 4.3.14 Seja T uma transformagdo continua num reticulado completo (S, <). Ent3o
T é mondtona.

Prova. Suponha-se que T é continua e sejam x,y € S com x =< y. O conjunto X = {x,y} é
orientado, j& que y é majorante de qualquer subconjunto de X, logo T (sup(X)) = sup(T(X)).
Mas por um lado sup(X) = y, enquanto T(X) = {T(x), T(y)}, pelo que a igualdade anterior
pode ser reescrita como T(y) =sup{T(x), T(y)}, e em particular T(x) < T(y). O

E importante salientar que a implicagdo reciproca ndo é verdadeira: no conjunto w + 1, que
é um reticulado completo para a relagdo de ordem usual, a transformagdo T tal que T(n) =0
para n € w e T(w) = w é uma transformagdo monétona que ndo é continua. De facto, w é um
subconjunto orientado em w + 1 (j& que qualquer conjunto finito de naturais tem um maximo),
mas sup( T (w)) = sup{0} = 0 enquanto que T (sup(w)) = T(w) = w.

Tem-se no entanto a seguinte relagdo.

Proposicao 4.3.15 Seja T uma transformagdo mondtona num reticulado completo (S, <). Para
cada conjunto X C S, tem-se a relagdo sup(T(X)) = T(sup(X)).

Prova. Seja X C S e tome-se x € X. Entdo T(x) =< T(sup(X)) por monotonia de T e defini¢do
de supremo. Por arbitrariedade de X conclui-se que T(sup(X)) é majorante de T(X), donde se
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conclui a tese. O

O interesse das transformacdes continuas vem do seguinte resultado.

Teorema 4.3.16 (Kleene.) Seja T uma transformagdo continua num reticulado completo (S, =<).
Entdo pfmin(T) =T T w.

Prova. Uma vez que T é mondtona, a existéncia de um ponto fixo minimo de T é consequéncia
do Teorema de Tarski (4.3.4). Pela mesma razdo, a desigualdade T T w =< pfmin(T) sai da
Proposi¢do 4.3.9. Resta mostrar que pfmin(T) <X T T w.

Observe-se em primeiro lugar que {T T n| n € w} é um conjunto orientado pela mesma razdo
que w é orientado: um majorante de T T ny,..., T T ne é T T (max{ny, ..., nc}), que claramente
é um elemento daquele conjunto.

Tem-se ent3o:

T(TTw) = T(sup{T Tn|new} definicdo de T 1
sup(T{T T n|new}) continuidade

sup{T T (n+1)| n€w} definicdode T T

= sup{T T n|new} definicdode L =T 10
= TTw definicdo de T 1

donde T T w é ponto fixo de T; por definicdo de ponto fixo minimo conclui-se que pfmin(T) =<
T T w, e a aplicacdo da anti-simetria de < permite concluir a prova. [l

E importante observar que o Teorema de Kleene apenas se aplica a pontos fixos minimos. Ha
uma razao de ser para esta assimetria: a nocao de continuidade apenas diz respeito a preservacao
de supremos de conjuntos orientados, que s3o precisamente aqueles que s3o usados para definir as
poténcias ascendentes de uma transformacdo. Para obter um resultado semelhante para pontos
fixos maximos e poténcias descendentes, seria necessario conseguir relacionar infimos e supremos
(em particular T(sup(X)) = inf(T(X))), o que ndo é em geral consequéncia da continuidade. Mais
adiante apresentar-se-3o exemplos concretos de transformacdes continuas cujo ponto fixo maximo
requer w2 ou mais iteragoes.
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Capitulo 5

Semantica Declarativa da Programacao
em Logica

Neste capitulo retoma-se a ideia expressa a seguir ao Coroldrio 1.4.6: para determinar se um
conjunto de clausulas é ou ndo contraditério, basta decidir se existe ou nao um modelo de Herbrand
para esse conjunto.

Para definir modelos de Herbrand de um programa determinado P recorre-se intensivamente a
Proposicdo 1.4.3, identificando estes modelos com subconjuntos de Bp.

Estes resultados s3o depois usados para provar a completude da resolugdo-SLD. Como foi ja
discutido, n3o se pode esperar ter um dual do Teorema de Clark no caso geral, ja que existem
respostas correctas que nao sao respostas calculadas. No entanto, mostrar-se-a que para toda a
resposta correcta existe uma resposta mais geral que é calculada.

5.1 Modelo de Herbrand minimo

Em primeiro lugar, prova-se um lema que serd necessario varias vezes no seguimento.

Lema 5.1.1 Sejam ¥ uma assinatura de primeira ordem, H uma estrutura de Herbrand sobre ¥,
t um termo e p uma atribuicdo de valores em H. Entdo [tp]y = [t]n,,.

Prova. Por inducdo na estrutura do termo. Para constantes o resultado é imediato; se x for uma
varidvel entdo [xp]y = [p(x)]# = [x]#,,, tendo em conta que H é uma estrutura de Herbrand.
Para aplicagbes de simbolos de fun¢do a termos o resultado sai imediatamente por aplicacdo da
hipétese de inducio. ]

O Corolario 1.4.6 pode ser tornado ainda mais forte; de facto, existe um modelo de Herbrand
“fundamental”.

Proposicdo 5.1.2 Sejam P um programa determinado e {H,};c; um conjunto n3o vazio de mo-
delos de Herbrand de P. Entdo H = (),.,{H;} é um modelo de Herbrand de P.

Prova. E imediato que H é uma estrutura de Herbrand para P. Tome-se entao uma clausula
C=A«—B,..,BeP.

Suponha-se que H ndo é modelo de C. Entdo [C]y = 0, donde existe uma atribuicdo p
tal que [AV =By V ...V =Bg]u, = 0; entdo [Aln, = 0 e [Bi]n, = 1 paraj = 1,..,q.
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Pelo Lema 5.1.1, é imediato que [p(ti, ..., t:)]H, = [P(t1p, .., tap)]H para qualquer simbolo de
predicado p. Sejam A = pa(ta,, ..., ta,,) e B; = pj(t;,, ...,tjnj); entdo pa(ta,p. ... ta,,p) & H,
enquanto que p;(t;p, ..., tjnjp) € H. Por definicdao de H como intersec¢do de modelos, existe i € /
tal que pa(ta,p, ..., ta, p) € Hi, tendo-se por outro lado p;(t;p, ..., tjnjp) € H;,. Uma vez que p
também é uma atribuicdo sobre H;, tem-se outra vez pelo lema que [A]y,, = 0 e [Bi]n., = 1,
donde H; n3o é modelo de C. O
O seguinte exemplo mostra que o resultado andlogo para unies ndo é valido.

Exemplo 5.1.3 Seja P o programa determinado {g(a) «— p(a), p(b)}. Entdo H; = {p(a)} e
H, = {p(b)} sdo modelos de Herbrand de P, mas H; U H, = {p(a), p(b)} é uma estrutura de
Herbrand de P que nao é modelo daquele conjunto.

Proposicao 5.1.4 Seja P um programa determinado. Entdo P tem modelo de Herbrand.

Prova. Tome-se H = Bp. Entdo H é modelo de P: para qualquer cldusula A «— By, ..., B, € P,
tem-se que [A]y, = 1 uma vez que Ap € H e portanto H é modelo de A «— B, ..., B,. 0]

Proposicao 5.1.5 Seja P um programa determinado. O conjunto @B3p das estruturas de Herbrand
para P com a relacao de inclusao é um reticulado completo.

Prova. Este exemplo é um caso particular do reticulado das partes de um conjunto (Exem-
plo 4.1.18). O

Definicdo 5.1.6 Seja P um programa determinado. O reticulado (pBp, C) diz-se o reticulado de
Herbrand de P.

Definicao 5.1.7 O modelo de Herbrand minimo de um programa determinado P, denotado por
Mp, é a interseccdo de todos os modelos de Herbrand de P.

Observe-se que Mp é modelo de P atendendo a Proposicdo 5.1.2.
Teorema 5.1.8 (van Emden & Kowalsky I.) Seja P um programa determinado. Ent3o
Mp={Ae€Bp|PEA}

Prova. Seja A € Bp. Entéo:
PEA sse PU{—-A} é contraditério pela Proposicdo 1.3.13
sse P U{-A} ndo tem modelos de Herbrand pela Proposicdo 1.4.5
sse [C]n =0 para algum C € P ou [-A]n =0
para qualquer H C Bp
sse  [A]n =1 se H for modelo de Herbrand de P definicdo de modelo
sse A € H qualquer H modelo de Herbrand de P defn. estrutura de Herbrand
sses Ac(){H|H C Bp é modelo de P}
sse A€ Mp definicdo de Mp.
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5.2 Transformacao de Herbrand

Os resultados da seccdo anterior permitem restringir o problema da consequéncia semantica ao
estudo do modelo de Herbrand minimo. Porém, nenhuma das caracterizacGes apresentadas deste
modelo é (til computacionalmente: a definicdo exige determinar todos os modelos de Herbrand
dum dado programa (e em particular aquele em que se estd interessado), enquanto que o Teorema
de van Emden e Kowalsly requer que se saiba determinar se P |= A para um programa P e um
atomo A arbitrarios — que é precisamente o problema que motivou o estudo do modelo de Herbrand
minimo em primeiro lugar. Nesta seccdo apresenta-se uma caracterizacdo alternativa deste modelo
enquanto ponto fixo duma transformacao continua. A utilidade desta caracterizacao sera patente
no seguimento.

Definicao 5.2.1 Seja P um programa determinado. A transformacdo de Herbrand de P é a
transformacao 7p definida sobre pBp como se segue.

Tp(H) = {A € Bp

A« By, ..., By é instancia fechada duma cldusula de P
{Bi,....,B4} CH

A transformacdo de Herbrand fornece um critério para decidir se uma estrutura de Herbrand é
ou nao modelo de um programa determinado.

Proposicao 5.2.2 Sejam P um programa determinado e H uma estrutura de Herbrand para P.
Entdo H é modelo de P sse 7p(H) C H.

Prova.

(—) Seja H um modelo de Herbrand de P e tome-se A € 7p(H). Por definicdo de 7p, existem
uma cldusula C = A «—— B{,...,B{7 de P e uma substituicdo p tais que A'p = A e
{Bip, ..., Bip} € H. Entdo [Bjp]; = 1, donde pelo Lema 5.1.1 se tem [B/],, = 1. Como
H é modelo de P (e em particular de C), conclui-se que [A]n, = 1, donde pelo mesmo
lema [A'p]n =1 e portanto A= A'p € H. Logo 7p(H) C H.

(«—) Suponha-se agora que 7p(H) C H e seja C = A «— By, ..., B, uma cldusula de H. Seja
p uma atribuicao; se |[B,-]]H,p = 0 para algum indice /, entdo trivialmente H é modelo de C.
Suponha-se entdo que [Bi]n, = 1 para i = 1,...,q; pelo Lema 5.1.1 tira-se [Bip]n = 1,
donde B;p € H. Ora Ap é fechada, donde Cp é uma instancia fechada duma clausula de P
com {Bip, ..., Byp} C H, donde Ap € Tp(H). Da hipétese conclui-se que Ap € H, donde
segue que [Ap]y = 1 e aplicando o lema conclui-se que [A]y, = 1. Logo H é modelo de
C. Por arbitrariedade de C conclui-se que H é modelo de P.

O

Corolario 5.2.3 Seja P um programa determinado. Entdo todos os pontos fixos de 7p sdo modelos
de P.

Prova. Por definicao de ponto fixo e reflexividade de C. 0

Proposicao 5.2.4 Seja P um programa determinado. A transformacdo de Herbrand de P ¢é
continua.
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Prova. Seja {H;}ic/ um conjunto orientado (em ©Bp) de estruturas de Herbrand de P. E
necessario provar que Zp(sup{H;}ic;) = sup{Zp(H:)}ic;- Tendo em conta que os supremos neste
reticulado sdo dados por unides, a igualdade anterior pode-se reescrever como 7p (U,.e, H,-) =

UieITP(Hf)'

Seja A € Bp. Se A € Tp (Uiel H,-) entdo existem uma cldusula C' = A" «— By, ..., B,
de P e uma substituicdo p' tais que A'p’ = A e {Bjp’,...,B.p'} C U, Hi. Entdo existem
modelos Hj, ..., H;, (ndo necessariamente distintos) tais que Bjp' € H;. Como {H,};c; € orientado,
isto implica que exista i € / tal que H; C H; e portanto Bjp’ € H; para j = 1,...,q, donde
A'p' = A € TpH; e portanto A € | J,., Tr(H;).

Reciprocamente, se A € |J,., 7p(H;) entdo A € Tp(H;) para algum i € [/, pelo que exis-
tem uma cldusula ¢ = A” «— B, ..., B(’,’ de P e uma substituicdo p” tais que A”p” = A e
{Blp", ..., Blp"} C Hi. Entdo {B{p", ..., B}p"} C U, Hi. donde A”p" = Ae Tp (U, Hi). O

Este resultado permite definir poténcias ascendentes e descendentes de 7p para qualquer pro-
grama determinado P.

Proposicao 5.2.5 Seja P um programa determinado. Entdo 7p | o é modelo de P para qualquer
ordinal .

Prova. Como a < a+ 1, tem-se 7p(7p | @) = 7p | (o +1) C 7p | « pela Proposicdo 4.3.8,
donde 7p | a é modelo de Herbrand de P pela Proposi¢do 5.2.2. 0

Antes de prosseguir, apresentam-se alguns exemplos de programas e das transformacbes de
Herbrand que lhes estao associadas, interpretados a luz destes resultados.

Exemplo 5.2.6 Para um programa determinado P arbitrdrio, 7p()) é o conjunto das instancias
fechadas de factos de P.

Exemplo 5.2.7 Seja P o seguinte programa determinado.
p(f(x)) — p(x)
q(a) «— p(x)
Entdo 7p(J) = {p(f(t)) | p(t) € J} U{a(a) | p(t) € J}.

e 7p(0) = (), donde pelo Teorema de Kleene pfmin(7p) = 0); pelo Corolario 5.2.3, () é modelo
de Herbrand de P.

e Tp | 1 ="Tp(Bp) = {q(a)} U{p(f(t)) | t € Up}
Tp | 2={aq(a)} U{p(f(f(t))) | t € Up}

Tp | n={q(a)} U{p(f (t)) | t € Up, k > n}
T | w = {4(a))

Tpl(w+1)=0#Tp | w

e pfmax(7p) = 0.

Exemplo 5.2.8 Seja P o seguinte programa determinado.

p(f(x)) « p(x)
p(a) —
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Entdo 7p(J) = {p(f(t)) | p(t) € J} U{p(a)}.
o 7p(0) = {p(a)}

e Tp 12 ={p(a), p(f(a))}
o Tp T n={p(f*(a)) | k < n}

e 7p 1w = {p(f¥(a)) | kK € N} = Bp; mais uma vez, pelo Teorema de Kleene este conjunto
coincide com pfmin(7p) e pelo Corolario 5.2.3 é um modelo de Herbrand de P.

e 7Tp | 1 ="Tp(Bp) = Bp
e pfmax(Zp) = Bp é modelo de Herbrand de P.

(
)

Estes exemplos sugerem o seguinte resultado.

Teorema 5.2.9 (van Emden & Kowalsky II.) Seja P um programa determinado. Entdo Mp =
pfmin(7Zp).

Prova.

Mp = (g {H € Bp | H é modelo de P} definicdo de Mp
infie/{H C Bp | H é modelo de P} definicdo de infimo em pBp

infie/{H C Bp | 7p(H) C H} pela Proposicdo 5.2.2
pfmin(7p) pelo Teorema de Tarski
= Tplw pelo Teorema de Kleene

OJ

Por outro lado, impondo restricGes a classe de programas é possivel estabelecer um dual do
Teorema de Kleene.

Proposicao 5.2.10 Seja P um programa determinado cujas clausulas ndo contém nenhuma ocorréncia
de simbolos de funcio. Entdo pfmax7p = 7p | w.

Prova. Se as clausulas de P n3o contiverem nenhum simbolo de funcdo, entdo Up é forcosamente
finito, uma vez que P é um conjunto finito de clausulas finitas. Entdo Bp é finito, pelo que sé
ha um nidmero finito de estruturas de Herbrand para P. Atendendo a prova da Proposicdo 4.3.10,
conclui-se que pfmax(7p) = 7p | a com a < w. Em particular, 7p | w = pfmax7Zp. OJ

Conclui-se este capitulo com uma caracterizacdo de respostas correctas em termos do modelo
de Herbrand minimo.

Proposicao 5.2.11 Sejam P um programa determinado, G = +«— B;,..., By um objectivo
determinado e 6 uma resposta de P a G tal que (B; A ... A B;)8 é fechada. Entdo as seguintes
assercoes sao equivalentes.

(i) A resposta 6 é uma resposta correcta de P a G.
(i) Todo o modelo de Herbrand de P é modelo de (B; A ... A By)6.
(iii) Mp é modelo de (By A ... A By)6.

Prova.
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(i)—(ii) Por definicdo de resposta correcta.
(ii)—(iii) Consequéncia de Mp ser um modelo de Herbrand de P.

(iii)—(i) Suponha-se que Mp é modelo de (B; A ... A By)0, sendo esta férmula fechada. Entdo
Mp é modelo de B;f) para i =1, ..., g, o que é equivalente (como estas férmulas sdo dtomos
fechados) a B; € Mp. Por definicdo de M p, também se tem B;f € H para qualquer modelo
de Herbrand H de P, donde H é modelo de (By A ... A By)f. Entdo PU{=(Bi A ...\ B,)6}
ndo tem modelos de Herbrand, donde pela Proposi¢do 1.4.5 P |= (By A ... A Bg)f. Como
esta férmula é fechada, isto equivale a P |= V((B1 A ... A By)#), donde 6 é resposta correcta
de PaG.

O
Observe-se que a exigéncia de G# ser fechada é crucial.

Exemplo 5.2.12 Sejam P = {p(a) «—— e G = «— p(x). Entdo V(p(x)e) é satisfeita por Mp,
mas P B~ V(p(x)e).

5.3 Completude da resolucao-SLD

Nesta sec¢do prova-se finalmente o dual (dentro do possivel) do Teorema de Clark.
Em primeiro lugar, apresentam-se dois resultados relacionando refutagdes-SLD com o modelo
de Herbrand minimo.

Proposicao 5.3.1 O conjunto de sucessos de um programa determinado P estd contido no seu
modelo de Herbrand minimo Mp.

Prova. Seja A € Bp um elemento do conjunto de sucessos de P. Entdo existe uma refutacao-SLD
de P e A com resposta calculada £ (uma vez que A é fechado). Pelo Teorema de Clark, ¢ é resposta
correcta de P a A, donde A = V(Ae). Como A é fechada, V(Ac) = A, logo A € Mp pelo Teorema
de van Emden & Kowalsky I. OJ

Proposicao 5.3.2 Sejam P um programa determinado, G = «— Ay, ..., A, um objectivo deter-
minado e S uma func3do de seleccdo. Se existe uma refutacdo-SLD de P e G via S de comprimento
n com sequéncia de substituicdes © = {61, ..., 0,}, entdo J"_,[Ai01...0,] C Tp 1 n.

Prova. Por inducdo no comprimento da refutacao-SLD. Suponha-se que esta tem comprimento 1;
entdo p = 1 e existe um facto A «—— em P tal que A;6; = Af;. Ora 7p T 1 contém precisamente
as instancias fechadas de factos de P, em particular as instancias fechadas de A. Uma vez que toda
a instancia fechada de A;0; = Af é uma instancia fechada de A, conclui-se que [A161] C 7p T 1.

Suponha-se agora que o resultado é vélido para refutacdes de comprimento n— 1. Ignorando o
primeiro passo da derivacdo, obtém-se uma refutacdo-SLD de P a G; com sequéncia de substituicdes
{62, ...,0,}, a qual a hipdtese de inducdo é aplicavel. Conclui-se portanto, sendo G; = «+—
Al AL que [Aj-@z 0] CTp T (n—1)paraj=1,..,q.

Seja A; um sub-objectivo de Gp.

e Se A; # S(Gp), entdo A;6, = Aj para algum k e, como toda a instancia fechada de A;0; ... 0,
é instancia fechada de A;6;, conclui-se que [A;0; ...0,] = [Alb>...0,] CTp T (n—1) CTp |

n.
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e Se A; = §(Gp) e C; é um facto, entdo conclui-se como atrds que [A;f; ...6,] C [A;61] C
Tr 11,

e Se A =S8(G)e G =A«— By, ...,B, entéo {By, ..., B,} C {A], ... ,A’C,}, donde toda
a instancia fechada de B;f,...0, estd em 7p T (n — 1). Seja A* uma instincia fechada
de Ajf;...0,. Entdo A* é uma instancia fechada de A;0; = Af;; seja A* = Afi0, com
o =60,..0,0". Conclui-se que Ab0 «—— B6y0,..., B,#i0 é uma instancia fechada duma
cldusula de P (nomeadamente, de C;) cujo antecedente estd contido em 7p T (n—1) (uma
vez que Bifi0 = B;i610, ...0,0" é instancia fechada de B;616, ...0,), donde por definicdo de
Tp se conclui que A* € 7p T n.

O

Os duais destes resultados n3o sdo imediatos devido mais uma vez ao facto de todas as subs-
tituicles 04, ..., 0, terem de ser UMGs. Assim, interessa estudar as consequéncias de levantar a
restricio de escolher sempre UMGs a cada passo duma derivacao-SLD.

Definicao 5.3.3 Sejam P um programa determinado, G um objectivo determinado e & uma
funcdo de seleccdo. Uma derivacdo-SLD generalizada de P e G é um triplo (G,C,©) em que G
e C satisfazem as propriedades de uma derivacdo-SLD e © = {6y, ...,6,,...} é tal que 6, é uma
unificadora de S(G;) e da cabega de C;.

Uma derivacdo-SLD generalizada de P e G de comprimento finito n tal que G, = [J diz-se uma
refutacdo-SLD generalizada de P a G.

A generalizacdo que se obtém com esta definicdo pode ser descrita de forma precisa pelo
seguinte resultado.

Lema 5.3.4 (Lema da UMG.) Sejam P um programa determinado e G um objectivo determinado.
Para cada refutagdo-SLD generalizada (G,C,©) de P e G, com © = {6,,...,0,}, existe uma
refutacdo-SLD (G’,C’,©') de P e G com o mesmo comprimento e tal que, sendo © = {6}, ..., 0.},
se tem 6, ...6, = 6, ... 0/~ para alguma substitui¢do 7.

Prova. Por indugdo no comprimento n da refutacdo-SLD generalizada.

Se n = 1, pode-se tomar C' = C e G’ = G; como #; é uma unificadora da cabeca de C; e
do unico atomo de Gy e 0] é uma UMG destes dois atomos, a existéncia de v é consequéncia da
definicido de UMG.

Suponha-se agora que o resultado é valido para refutagdes-SLD generalizadas de comprimento
n—1. Tome-se (] = ( e seja 67 uma UMG do atomo seleccionado na refutacdo-SLD generalizada
em Go com a cabeca de C;. Por definicdo de UMG, existe uma substituicdo ¢ tal que 6, = 670.

Mais, por definicdo de resolvente tem-se ainda a relagdo G; = G J; entdo existe uma refutagdo-
SLD generalizada de P e G obtida a partir de (G, C, ©) eliminando o primeiro passo e substituindo
0> por 06,. Esta refutacdo-SLD generalizada tem comprimento n—1, donde por hipdtese de inducao
existe uma refutagdo-SLD de P e G| com comprimento n— 1 e sequéncia de substitui¢des 65, ..., 6/,
tal que 660, ...0, = 05 ... 0!~y para alguma substituicdo v, o que permite completar a refutagdo-SLD
de P e Gy. Finalmente, resta observar que 616, ...6, = 0160, ...0, = 010, ...0"~, o que conclui a
prova. 0]
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A utilidade deste lema é imediata: doravante, para provar a existéncia de refutacdes-SLD
basta construir uma refutacdo-SLD generalizada (que muitas vezes é mais simples) e aplicar este
resultado.

Pode-se assim obter um reciproco da Proposi¢do 5.3.2.

Proposicao 5.3.5 Sejam P um programa determinado e A um objectivo determinado. Se A €
Tp T n, entdo existe uma refutacdo-SLD de P e «—— A.

Prova. Por inducdo em n. Se n = 0, n3o hd nada a provar, jd que 7p 1 0 = ().

Suponha-se que existe refutagdo-SLD de P a «— B para qualquer B € 7p T (n—1). Tome-se
A € Tp 1 n; por definicdo de 7p, existem uma cldusula C = A" «— By, ..., B; e uma substituicdo
0 taisque A0 =AeBlOecTp(n—1)parai=1,..,q.

Por hipdtese de indugdo existem refutagdes-SLD de P e «— B/f. Pode-se entdo contruir uma
refutacdo-SLD generalizada de P a «— A da seguinte forma.

Go:<—A Cl:C

V&le

G : «— B0, B} ..., BLo
I
| *1

\
Guin : «— By, By ..., BLO

: . /
G1+n1+...+nq,1 Lo qu
[

| *q
Y
G1+n1+...+nq O

Cada *; corresponde a refuta¢do-SLD obtida a partir da refutagdo-SLD de P a «— Bjf acrescen-

tando B 40, ..., B"ﬂ a todos os sub-objectivos. Note-se que, como B/ é fechada, ndo é afectada
por substituicoes.
Pelo Lema da UMG, existe uma refutacdo-SLD de P a «—— A. O

Observe-se que o comprimento da refutagdo-SLD de P e «— A é, em geral, maior que n,
contrariamente ao que sucedia na Proposi¢cao 5.3.2.
Este resultado permite generalizar imediatamente a Proposicao 5.3.1.

Proposicao 5.3.6 O conjunto de sucessos de um programa determinado P coincide com o seu
modelo de Herbrand minimo Mp.
Prova.

C Pela Proposi¢ao 5.3.1.

D Suponha-se que A € Mp. Entdo A € 7p T n para algum n € N. Pela Proposi¢cdo 5.3.5,
existe uma refutacdo-SLD para P e «— A, donde A estd no conjunto de sucessos de P.

®©lcf 2006



5.3. COMPLETUDE DA RESOLUCAO-SLD 51

Proposicao 5.3.7 Seja S uma fungao de seleccdo. O conjunto de sucessos de um programa
determinado P via S coincide com Mp.

Prova. Por definicdo, o conjunto de sucessos de P via S esta contido no conjunto de sucessos de
P, que pela proposicdo anterior coincide com M p. Reciprocamente, para cada refutacdo-SLD de P
e «— A com resposta calculada 6 o Teorema 3.2.3 garante a existéncia de uma refutacao-SLD de
P e «— A com resposta calculada o tal que Af e Ao sao variantes. Em particular, se A € Mp,
entdo A é fechada, existe refutacdo-SLD de P e «— A, 0 = 0 = ¢ e A estd no conjunto de
sucessos de P via S. O

O Lema da UMG permite ainda generalizar o objectivo a ser refutado em situagdes muito gerais.

Corolario 5.3.8 (Lema da Elevacdo.) Sejam P um programa determinado, G um objectivo deter-
minado e o uma substitui¢do. Para cada refutagdo-SLD (G,C,©) de Pe Go, com © = {64, ..., 0,},
tal que Cio = C; existe uma refutagdo-SLD (G',C’,©') de P e G com o mesmo comprimento e
tal que, sendo © = {0}, ..., 0.}, se tem 00y ...0, = 0] ... 0/~ para alguma substituicdo .

Prova. Sejam (G = A «—— B;,...,B; e A" o dtomo seleccionado em G;. Nas condi¢des da
hipdtese, uma vez que Cio = (1, tem-se Acf; = A#; = Gyoby, donde é possivel construir uma
refutacdo-SLD generalizada de P a G com comprimento n substituindo Go por G e ¢, por gf; na
refutacdo-SLD dada. Pelo Lema da UMG existe uma refutacdo-SLD de P e G nas condi¢cdes do
enunciado. O

Os resultados seguintes sdo os resultados mais fortes de completude que se conseguem obter.

Teorema 5.3.9 (Teorema de Hill.) Sejam P um programa determinado e G um objectivo de-

terminado. Se P U {G} é contraditério, entdo para toda a fungdo de seleccdo S existe uma
refutacdo-SLD de P e G via S.

Prova. Seja G = «— By, ..., B, e suponha-se que P U {G} é contraditério. Uma vez que Mp
é modelo de P, [G]am,, = 0 para alguma atribui¢do p, isto é, [-B1 V ... V =By mp, = 0. Pelo
Lema 5.1.1, [=Bip V ... V =Bgp]m, = 0, 0 que é equivalente a [-BjpJm, =0 parai=1,...,q
ou ainda a [Bip]m, = 1. Como Bip € Bp, da definicdo de modelo de Herbrand conclui-se que
Bip € Mp. Pela Proposicdo 5.3.6 existe uma refutacdo-SLD de P e «— B;p; tal como na prova da
Proposicdo 5.3.5, podem-se combinar estas refutacées-SLD para i = 1, ..., g numa Unica refutagdo-
SLD de P e «— Bip, ..., Bgp. Aplicando o Lema da Elevacdo, obtém-se uma refutagdo-SLD de
Pe «— By, ..., By. Pelo Teorema 3.2.3 existe uma refutagdo-SLD de Pe «— By, ..., Byvia S. O

Lema 5.3.10 (Lema da Resposta Vazia.) Sejam P um programa determinado e A um dtomo. Se
P |= VA, entdo existe uma refutacdo-SLD de P e «— A com resposta calculada ¢.

Prova. Sejam xi,...,x, os simbolos de varidvel que ocorrem em A e escolham-se simbolos de
constante aj, ..., ax que n3o sejam usados em P. Sejam ¥ a assinatura obtida acrescentando
aj, ..., a a assinatura subjacente a P e 0 = {xy/ay, ..., xc/ax}.
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Entdo P = Af; uma vez que Af é um dtomo fechado, A0 € Mp pelo Teorema de van Emden e
Kowalsky |, sendo este modelo construido sobre a assinatura . Pela Proposicao 5.3.6, existe uma
refutacdo-SLD de P e Af; mais, podem-se escolher os variantes nessa refutacdo-SLD por forma a
que neles ndo ocorra nenhuma das varidveis xi, ..., Xx. Seja © = {61, ...,0,} a sequéncia de UMGs
nesta refutacao-SLD; uma vez que xg, ..., X, ndo ocorrem na derivacdo, nenhuma dessas varidveis
é alterada por 64, ..., 0,.

Substituindo uniformemente toda a ocorréncia de cada constante a; pela variavel x;, obtém-se
uma refutagdo-SLD para P e A. Uma vez que 0, ..., 0, ndo actuavam sobre a; (por ser uma cons-
tante), as substituicdes na derivagdo-SLD obtida ndo actuam sobre x;. Logo a resposta calculada
por esta refutagcdo-SLD é ¢. ([l

Teorema 5.3.11 (Completude da resolugdo-SLD.) Sejam P um programa determinado, G um
objectivo determinado e S uma funcdo de seleccdo. Se # é uma resposta correcta de P a G, entao
existe uma refutacdo-SLD de P a G via & com resposta calculada o tal que 6 = oy para alguma
substituicdo 7.

Prova. Seja G = «— A, ..., A, e suponha-se que 0 é resposta correcta de P a G. Entdo
P EVY((AL A ... N Ay)f), donde em particular P = V(A;0) parai=1,...,q.

Pelo Lema da Resposta Vazia, existe uma refutagdo-SLD de P a A;0 com resposta calculada
g, para i = 1,...,q. Mais uma vez, podem-se combinar estas refutacbes-SLD numa sé pelo
mecanismo atras utilizado, obtendo-se uma refutacdo-SLD para P e G com resposta calculada ¢.

Seja © = {01,...,0,} a sequéncia de UMGs desta refutacdo-SLD. Pelo Lema da Elevacdo
existe uma refutacdo-SLD de P a G com sequéncia de UMGs ©' = {0}, ..., 0’} tal que 60, ...0, =
01 ... 0~ para alguma substituigdo . Atendendo ao Teorema 3.2.3, pode assumir-se sem perda de
generalidade que esta refutacdo-SLD é uma refutagdo-SLD via S. Restringindo as varidveis que
ocorrem em G, conclui-se que § = o+, sendo o a restricdo de 0] ... 0 a estas (ou seja, a resposta
calculada de P a G), uma vez que para qualquer i a restricdo de 6; ... 0, as varidveis de A;0 é . [

5.4 Questoes praticas: pesquisa e corte

Estes resultados tém consequéncias na pratica.

Proposicao 5.4.1 Sejam P um programa determinado, G um objectivo determinado e S uma
funcdo de selecgdo. Se P U {G} é contraditdrio, entdo a arvore-SLD de P e G via S tem pelo
menos um ramo bem sucedido.

Prova. Nas condicdes do enunciado, o Teorema de Hill garante a existéncia de uma refutacao-SLD

de P e G via S, que corresponde a um ramo bem sucedido na drvore-SLD de P e G via S. 0J

Proposicao 5.4.2 Sejam P um programa determinado, G um objectivo determinado e S uma
funcdo de seleccdo. Para toda a resposta correcta 6 de P a G existe um ramo bem sucedido na
arvore-SLD de P e G via S com resposta calculada o tal que § = o~y para alguma substituigdo ~.
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Prova. Nas condi¢bes do enunciado, a completude da resolugdo-SLD garante a existéncia de uma
refutacdo-SLD de P e G via S com resposta calculada o tal que § = oy para alguma substituicdo
~. De novo, esta refutacao-SLD corresponde a um ramo bem sucedido na arvore-SLD de P e G
via S. 0

O problema de encontrar uma resposta calculada pode entdo ser visto como um problema de
pesquisa: encontrar uma resposta calculada de P a G é encontrar um ramo bem sucedido n(um)a
arvore-SLD de P e G.

Definicao 5.4.3 Uma regra de pesquisa é uma estratégia de procura de ramos bem sucedidos em
arvores-SLD.

Um procedimento de refutacdo é especificado por uma fungdo de seleccao e uma regra de
pesquisa.

O procedimento de refutacdo tipico é entdo seleccionar o dtomo mais a esquerda e unifica-
lo com a primeira cldusula do programa que for unificadvel. Isto corresponde a efectuar uma
procura em profundidade primeiro na arvore-SLD. .. o que tem consequéncias graves: uma procura
em profundidade primeiro bloqueia em ramos infinitos, ndo voltando nunca atrds para encontrar
respostas correctas.

Exemplo 5.4.4 Seja P o programa determinado seguinte.

p(a, b) —

p(c, b) —

p(x,z) < p(x,y), p(y, 2)
p(x,y) < p(y, x)

Considere-se o objectivo G = «— p(a, ¢). Embora exista uma refutagdo-SLD para este objectivo,
nenhuma pesquisa em profundidade primeiro a vai encontrar (independentemente da funcdo de
seleccdo escolhida).

Para optimizar a pesquisa de ramos bem sucedidos na arvore-SLD, em particular evitando
problemas causados pelos ramos infinitos, as implementacdes da resolucdo-SLD disponibilizam
frequentemente um mecanismo de corte. O corte é (tipicamente) um simbolo extra-légico que
s6 pode ocorrer no antecedente duma cldusula; é interpretado logicamente como um atomo que
é sempre verdadeiro, mas a sua verdadeira funcdo é semantica: indica ao interpretador que a
arvore-SLD a pesquisar deve ser podada.

Seja A«— Ay, ..., A, !, By, ..., By uma clausula com uma ocorréncia do corte (!). Suponha-se
que no né N; da drvore-SLD em exploracio se unificou um objectivo B com A. Se mais tarde se
chegar a um né N\, em que o 4tomo seleccionado € !, todos os descendentes ainda n3o explorados
dos nés entre N7 e N, (incluindo estes) sdo eliminados da rvore.
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Exemplo 5.4.5 Seja P o programa determinado seguinte.

p(x,y) < q(x).1, r(x, y)
p(x,y) —— aly). r(x.y)
q(a) «—
q(f(a)) —
q(x) < q(f(x))
t(x) «— p(x, f(x))
t(x) «— p(f(x). x)
t(x) « p(f(x). f(x))
Considere-se o objectivo G = «— t(a). A &rvore-SLD de P e G (com a fungdo de selec¢cdo

usual), ignorando os cortes, tem o seguinte aspecto. Apenas se indicam os objectivos em cada né;
as reticéncias indicam ramos infinitos.

p(a, f(a)) p(f(a). a) p(f(a). f(a))

| —

q(a), r(a.f(a)) q(f(a). a, f(a)) q(f(a)). (£(a). a) q(a), r(f(a). a) o

|~ |

r(af(a))  q(f(a)).r(a f(a))  r(af(a) q(f(f(a).r(af(a) r(f(a).a) q(F(f(a).r(f(a),a) r(f(a).a) q(f(a) a) r(f(a) a)

Tendo em conta os cortes, a arvore que é construida é apenas a seguinte.

/ T \
p(a, f(a)) p(f(a), a) p(f(a), f(a))
q(a). !, fl(ay f(a)) q(f(a)).!. r(f(a), a) g
r(a, £(a)) r(f(a), a)

Definicao 5.4.6 Um corte diz-se limpo se nunca elimina respostas correctas de nenhuma &rvore-
SLD. Um corte que ndo ¢ limpo diz-se sujo.

Os cortes do exemplo anterior eram todos limpos.
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Capitulo 6
Negacao

A resolu¢do-SLD como paradigma de programacao é bastante (til (até porque é completa a Turing,
como se viu anteriormente), mas na prética hd definices que recorrem naturalmente a negacgdo.
Por exemplo: um elemento duma ordem parcial ¢ um minimo se ndo houver nenhum elemento
melhor que ele; isto poder-se-ia representar através da clausula

min(x) «— —r(x, y)

num contexto (programa) em que r correspondesse a relacdo de ordem.

Neste capitulo apresenta-se uma forma de tratar a negacao no contexto da Programagao em
Logica. Infelizmente, conforme se vera no seguimento, os resultados obtidos n3o sdo t3o satis-
fatérios como para o fragmento clausal da Légica de Primeira Ordem.

6.1 Negacao por Falha

A motivacao para a regra da Negacao por Falha prende-se com a interpretacao da Programacao
em Ldgica no contexto das Bases de Dados. Um programa determinado generaliza a nogcdo de base
de dados relacional: os factos fechados correspondem aos factos da base de dados, especificando
as relagdes que a constituem. Porém, a possibilidade de considerar factos ndo fechados e de definir
regras torna a linguagem muito mais expressiva e o problema de obter informac3o da base de dados
muito mais complexo e interessante.

A outra diferenca entre um programa determinado e uma base de dados dedutiva (onde h3
possibilidade de definir regras) prende-se com as dimensdes (relativas) do universo dos factos e do
universo das regras. Tipicamente, uma base de dados contém milhares de instancias especificas de
tuplos relacionais e poucas regras para raciocinar sobre elas. Um programa determinado contém
apenas um punhado de factos (frequentemente ndo fechados) e uma diversidade muito maior de
cldusulas com corpo.

No entanto, estas diferencas — embora muito importantes na prética — sdo irrelevantes do ponto
de vista tedrico: do ponto de vista (por exemplo) da transformacdo de Herbrand associada a um
programa determinado, é completamente acessério o nimero de factos que esse programa contém.

Ora numa base de dados ndo se pde a questao de como lidar com informacao negativa: por
defeito, todas as relacdes que ndo constam explicitamente da base de dados ndo se verificam. A
generalizacdo desta ideia conduz ao seguinte principio, muito utilizado em Inteligéncia Artificial.

Postulado 6.1.1 (Hipdtese do Mundo Fechado.) Sejam P um programa determinado e A um
atomo fechado. Se P [~ A, entdo P = —A.
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56 CAPITULO 6. NEGACAO

Como o nome indica, a motivacdo é assumir que o universo é fechado e que toda a informacdo
que ndo estd explicitamente expressa ndo se verifica.

O maior inconveniente da Hipétese do Mundo Fechado é ser uma regra de inferéncia n3o
mondtona.

Exemplo 6.1.2 Seja P o programa determinado seguinte.

p(a) —
p(b) —
q(c) —

Claramente, P [~ p(c), donde pela Hipdtese do Mundo Fechado se infere P = —p(c). Seja agora
Q@ o programa determinado que se obtém de P acrescentando a seguinte clausula.

p(x) < q(x)

Tem-se agora que Q = p(c), donde Q = —p(c). Ou seja, a relagdo de consequéncia semantica
nao é mondtona na presenca da Hipdtese do Mundo Fechado.

A outra questdo que se poe é a de saber se com esta regra adicional se consegue decidir se
P = —A. Em geral, tal no se verifica. A “solu¢do” para este problema, para garantir que a teoria
continua a ter uma aplicagdo computacional dtil, é impor a restricdo adicional A € Bp — ou seja,
a Hipdtese do Mundo Fechado sé é aplicavel a dtomos fechados. Observe-se, mais uma vez, que
isto é natural no contexto das Bases de Dados.

Definicao 6.1.3 Sejam P um programa determinado e G um objectivo determinado. Uma arvore-
SLD finitamente falhada para P e G é uma arvore-SLD para P e G que é finita e ndo contém
ramos bem sucedidos.

O conjunto de falhas finitas de P é o conjunto dos atomos A € Bp tais que existe uma
arvore-SLD finitamente falhada de P e A.

s

E importante observar que a quantificacdo existencial na dltima definicdo é estritamente mais
fraca que uma quantificagdo universal: a Independéncia da Regra garante que se A estd no conjunto
de falhas finitas de P entdo nenhuma arvore-SLD de P e A tem ramos bem sucedidos, mas pode
haver (e em geral ha) arvores-SLD de P e A com ramos infinitos.

Em termos implementacionais, para provar —A constrdi-se uma arvore-SLD de P e «—— A. Se
esta tiver um ramo bem sucedido a prova falha; se em tempo finito se tiver explorado a arvore-
SLD toda sem encontrar solugdes, o objectivo é bem sucedido. Este procedimento implementa a
seguinte regra de inferéncia.

Definicao 6.1.4 A regra da Negagdo por Falha (NF) consiste em inferir P |= = A quando A esta
no conjunto de falhas finitas de P.

N3o é claro que haja maneira de, em geral, conseguir concluir operacionalmente mais informagao
negativa a partir de um programa. ..

A nogdo de conjunto de falhas finitas é uma nog¢do operacional, inserida no contexto da
resolucdo-SLD. Discute-se agora uma contrapartida denotacional desta no¢do, relacionada com
poténcias descendentes da transformacdo de Herbrand.

Definicdo 6.1.5 Seja P um programa determinado. O conjunto F8 C Bp das falhas de P a
profundidade d define-se indutivamente como se segue.
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6.1. NEGACAO POR FALHA 57

e Ac Fise A¢Tp | 1.

o Ac ]—“,‘,”1 se para cada clausula B «+— B;, ..., B, de P e para cada substitui¢do 6 tal que
B = A0 e Bib, ..., B,d sio fechadas existe k para o qual B € F5.

O conjunto de falhas de P é Fp = |J;, F8.

O resultado seguinte é muito simples de provar.
Proposicao 6.1.6 Seja P um programa determinado. Entdo Fp = Bp \ 7p | w.

Prova. Comegca por se mostrar que 2 = Bp \ 7p | d por indugdo em d. Para d = 1 o resultado
é imediato por definicio de Fp.

Suponha-se que F8 = Bp\7p | d. Para A € Bp, tem-se que A € 7p | (d+1) sse existirem uma
cldusula B «— By, ..., B, de P e uma substitui¢do 6 tais que B0 = Ae {Bi6,...,B,0} C7p | d.
Entdo A & 7p | (d+1) sse para todas as cldusulas B «— B;, ..., B, de P e todas as substitui¢des
6 tais que Bl = A e B0, ..., B;f é fechada existir k para o qual Byd & Tp | d. Mas por
hipétese de inducdo a (ltima parte da condigdo ¢ equivalente a B,f € F4, donde se conclui que
AdTp | (d+1)sse Ac Fitt Logo Fa' =Bp\ Tp | (d +1).

Finalmente,
Fe=JF2=J(Br\Tp | d) =Bp\ (UTpld> =Bp\Tp | w,
d=1 d=1 d=1
o que conclui a prova. O

De uma forma semelhante prova-se a primeira relacao entre o conjunto de falhas finitas e a
transformacao de Herbrand.

Lema 6.1.7 Sejam P um programa determinado e Ay, ..., A, dtomos fechados. Se existe uma
drvore-SLD finitamente falhada de profundidade n para P e «— Ay, ..., A, entdo para algum |
existe uma arvore-SLD finitamente falhada para P e «— A; de profundidade menor ou igual a n.

Prova. Por inducdo em n. Se n =1 entdo p = 1 e o resultado ¢ trivial.

Suponha-se agora que o resultado é vélido para drvores-SLD finitamente falhadas de profundi-
dade menor ou igual a n e que existe uma drvore-SLD finitamente falhada de P e «— Ay, ..., A,
com profundidade n. Seja A; o dtomo seleccionado no primeiro passo; cada descendente da raiz d4
uma arvore-SLD finitamente falhada de profundidade n. Aplicando a hipdtese de inducdo a estas
arvores-SLD, h3 dois casos a considerar.

e Se a partir de alguma das arvores-SLD se obtiver uma arvore-SLD finitamente falhada para
Pe «— A;, com i # j, entdo o resultado é imediatamente provado.

e Caso contrario, de cada sub-arvore-SLD obtém-se uma &drvore-SLD finitamente falhada de
profundidade menor ou igual a n para P e um dos dtomos no resolvente de «— A; e
C;. Pode-se entdo construir uma drvore-SLD finitamente falhada para P e «— A; com
profundidade menor ou igual a n + 1 juntando todas essas arvores-SLD a um né com o
objectivo «— A;.

0



58 CAPITULO 6. NEGACAO

Teorema 6.1.8 (Apt & van Emden.) Sejam P um programa determinado e A € Bp. Se existe

uma arvore-SLD finitamente falhada de P e «— A com profundidade (méxima) n, entdo A ¢
Tp l n.

Prova. Por inducdoem n. Se Pe «— Atem uma arvore-SLD finitamente falhada de profundidade
1 entdo A ndo é unificavel com a cabeca de nenhuma cldusula de P, donde A & 7p | 1.

Suponha-se agora que o resultado é valido para arvores-SLD finitamente falhadas de compri-
mento n e suponha-se que existe uma arvore-SLD finitamente falhada de comprimento n+ 1 para
Pe «— A. Sejam B «— B, ..., B; uma cldusula de P e 6 uma substituicdo tal que B = A e
B0, ..., B4 sdo fechadas; se v for uma UMG de A e B, entdo num dos descendentes de «— A
ha uma sub-arvore-SLD finitamente falhada para P e «— Byv, ..., Byy de profundidade n.

Como v é uma UMG de A e B e 6 unifica estas duas clausulas, um raciocinio semelhante ao da
prova do Lema da Elevagdo permite concluir que existe uma arvore-SLD finitamente falhada para
Pe «— B0, ..., B,0 de profundidade n.

Pelo Lema 6.1.7, existe uma arvore-SLD finitamente falhada para P e «— B;0 de profundidade
menor ou igual a n, para algum /. Por hipdtese de inducdo, B;f ¢ 7p | n. Uma vez que isto
é valido para todas as clausulas cuja cabeca é unificavel com A, conclui-se que A & 7p | (n+1). O

Corolario 6.1.9 Sejam P um programa determinado e A € Bp. Se existe uma drvore-SLD finita-
mente falhada de P e «— A com profundidade (mdxima) n, entdo A € Fp.

Prova. Imediato pela Proposicao 6.1.6. ([l

Para obter um reciproco deste resultado é necessério ter algum cuidado, jd que (mais uma
vez) o lema da Independéncia da Regra n3o garante que todas as arvores-SLD de P e G sejam
finitamente falhadas desde que uma o seja devido a possivel existéncia de ramos infinitos. Interessa

portanto caracterizar funcdes de seleccdo que encontram preferencialmente arvores-SLD finitamente
falhadas.

Definicao 6.1.10 Uma derivacdao-SLD diz-se justa se ou é uma derivacao-SLD falhada ou todo o
atomo que ocorre na derivagao-SLD é escolhido ao fim de um ndmero finito de passos.
Uma funcdo de seleccdo diz-se justa se sé produz derivagdes-SLD justas.

A nocao de justica ocorre muito frequentemente no estudo de propriedades de seguranca de pro-
gramas e destina-se por exemplo a evitar situacbes de deadlock. Um exemplo de um sistema que
se pretende justo é um sistema operativo: todos os processos que requerem tempo de processador
devem recebé-lo em tempo finito, evitando que um (nico processo impeca os outros de serem
executados. Analogamente, para uma derivacdo-SLD justa ser infinita é porque nenhum atomo
pode ser desenvolvido por forma a se chegar a um impasse em tempo finito.

Observe-se que a fungdo de selecgdo usual (escolher sempre o dtomo mais a esquerda) ndo é
justa.

Proposicao 6.1.11 Se existe uma derivacdo-SLD justa e ndo falhada para «— Ay, ..., A com
sucessdo de unificadoras © = {¢;}°; entdo para qualquer k € N existe um natural n tal que
[Aify...0,] CTp | kparai=1,..,q.

Prova. Se a derivacdo-SLD for finita, o resultado é consequéncia das Proposi¢cdes 5.3.2 e 4.3.9,
jé que [A,‘91 9,7] Q Tp T n g pfmln(Tp) g Tp l k.
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Suponha-se agora que a derivacdo-SLD ¢€ infinita. O resultado prova-se por indugao em k. Para
k = 0 o resultado ¢ trivial, ja que 7p | 0 = Bp.

Se k > 0, escolha-se i e seja p o passo em que A; é seleccionado; a existéncia de p é con-
sequéncia de a derivacdao-SLD ser justa. Entdo G, = «— B, ..., B, em que B, ..., B, sdo
instancias fechadas por 6, do corpo duma cldusula de P cuja cabeca unifica por 6, com A;. Por
hipdtese de indugdo, para r = j, ..., m existe s, tal que [B.0,41 ... 0p1s,] € 7p | (k—1). Tomando
s = max{sj, ..., Sm}, qualquer instancia fechada de [A;01, ..., 6] é a cabe¢a duma instancia fechada
duma cldusula de P cujo corpo estd contido em 7p | (k—1), logo essa instancia estd em 7p | k. [J

Como consequéncia prova-se que o conjunto de falhas finitas e o conjunto de falhas coincidem.

Corolario 6.1.12 Sejam P um programa determinado e A € Bp. As seguintes condi¢des sdo
equivalentes.

(i) Ae Fp

(i) AdTp | w
(iii) A estd no conjunto de falhas finitas de P
(

iv) Toda a arvore-SLD para P e «— A com fungdo de selec¢do justa é finitamente falhada.

Prova.

(i) «— (ii) Proposi¢cdo 6.1.6.

(iv) — (iii) Por defini¢do de conjunto de falhas finitas.
(iii) — (ii) Teorema de Apt & van Emden.
(

i) — (iv) Contra-reciproco da Proposi¢do 6.1.11.

6.2 Completacao de programas

O objectivo desta seccdo é relaxar as condi¢des na definicdo de programa para considerar programas
cujas cldusulas sdo construidas a custa de literais arbitrarios. O estudo destes programas requer
definir a sua completacdao — um conjunto de férmulas que expressa logicamente a interpretacao
pretendida da negacao.

Definicdo 6.2.1 Uma cldusula generalizada é uma cldusula da forma A «— Ly, ..., L em que A
é um 4tomo e Ly, ..., L4 sdo literais. Um programa generalizado é um conjunto finito de clausulas
generalizadas. Um objectivo generalizado é uma cldusula da forma «— Ly, ..., L,.

Observe-se que toda a clausula com pelo menos um literal positivo pode ser escrita como uma
cldusula generalizada; mais, toda a cldusula pode ser escrita como um objectivo generalizado.
Contrariamente a situagdo até aqui, o facto de se permitir a presenca de literais negativos no
corpo da clausula cria uma diferenga entre a interpretagdo légica das cldusulas (como disjun¢do de
literais) e a interpretacdo operacional (em que a cabega é vista como uma conclus3o e o corpo como
uma condi¢do). Concretamente, as cldusulas p(x) «— q(x), =r(x) e r(x) «— q(x), 7p(x) sdo
logicamente equivalentes (correspondem a Vx.(p(x)V —q(x)V r(x))) mas ndo operacionalmente, ja
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que a primeira € vista como parte da definicdo do predicado p e a segunda como parte da definicao
do predicado r.
O seguinte exemplo ilustra um problema fundamental dos programas generalizados.

Exemplo 6.2.2 Seja P o seguinte programa generalizado.
p(a) — —p(a)
Ent3o 7p ndo é mondtona: () C {p(a)} e no entanto 7p(0) = {p(a)} € 0 = Tp({p(a)}) = 0.

Mais adiante mostrar-se-a que, nao obstante, se consegue obter uma semantica declarativa
para programas generalizados.

Definicao 6.2.3 Sejam P um programa generalizado e p um simbolo de predicado que ocorra
numa cldusula de P. A completagdo de p relativa a P define-se como se segue.
(i) Para cada cldusula generalizada C = p(ty, ..., t,) «— L, ..., L, pertencente a defini¢do
de p, define-se C* como sendo a férmula

p(x1, o Xn) — Ty1 . Fym (e =t A AXa =t ALLA LA L)

onde yi, ..., ¥m S3o todas as varidveis que ocorrem em C e xp, ..., X, S30 varidveis que n3o
ocorrem em C.

(i) Se a definicdo de p for constituida por cldusulas Ci, ..., C, com k > 1 e para cada i se
tiver C = p(xq, ..., x,) < E;, entdo a definicdo completada de p é

V(p(x1, ..., xa) < (E1 V... V Ey))

escolhendo as mesmas varidveis xi, ..., X, em todas as cldusulas C;".

(iii) Se a definicdo de p for vazia, entdo a definicdo completada de p é V(—p(x, ..., Xn)).

Esta definicdo captura a ideia por detrds do conceito de definicdo de um predicado: p(ty, ..., t,)
é verdadeiro se (e somente se) houver uma instancia fechada duma cldusula de P com cabeca
p(ty, ..., t,) cujo corpo é verdadeiro.

Repare-se que até agora as clausulas tinham sempre sido interpretadas como condi¢des sufici-
entes: a completacdo dum programa vé-as também como condi¢Oes necessarias.

O exemplo seguinte ilustra o funcionamento deste mecanismo.

Exemplo 6.2.4 Seja P o programa generalizado seguinte.

As primeiras trés cldusulas constituem a definicio de p; uma vez que x é uma variavel que nao
ocorre em nenhuma delas, podem-se transformar como acima descrito nas seguintes cldusulas.

p(x) «— Jy.(x =y Aq(y) A=r(a y))
p(x) «— 3z.(x = f(z) A —q(2))
p(x) ——x=b
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Aplicando o segundo passo, chega-se a seguinte férmula para definicao completada de p.

Vx.(p(x) < (Fy.(x=yAaqly)A-r(ay)))
V(3z.(x = f(2) A —q(2)))

V(x = b)))
Analogamente, as definicdes completadas de g e de r sdao as seguintes.

Vx.(g(x) & x = a)
VxVy.—r(x,y)

Para definir a completacio dum programa generalizado também é necessario especificar o
predicado =.

Definicao 6.2.5 A teoria da igualdade sobre uma assinatura de primeira ordem ¥ é o conjunto
de férmulas que contém as seguintes férmulas.

1. ¢ # d para todos os simbolos de constante ¢ e d distintos.

2. Y(f(x1, ..., xm) # &(¥1, .., ¥n)) para todos os simbolos de fung¢do 7 (de aridade m) e g (de
aridade n) distintos.
3. Y(f(x1, ..., Xm) # ¢) para todos os simbolos de constante ¢ e de fun¢do f de aridade m.

4. Y(t[x] # x) para todo o termo t[x] ndo varidvel que contenha x.

5 Y((x1 # V..V Xm # Ym) = f(X1, ... Xm) # f(1, ..., ¥m)) para todo o simbolo de fun¢do
f de aridade m.

6. V(x = x)
7. Y((x1 = Y1 N eoe AXip = Ym) = f(x1, ..., Xm) = ()1, ---, ¥m)) para todo o simbolo de fun¢do
f de aridade m.

8. V((x1 =y Ao AXm = Ym) = (p(x1, .., Xm) = p()1, ..., ¥m))) para todo o simbolo de
predicado f de aridade m (em particular para =).

As férmulas das primeiras cinco familias garantem essencialmente que a interpretacdo da igualdade
é injectiva nos termos. As trés restantes familias exprimem a teoria usual da igualdade em Légica
de Primeira Ordem.

Proposicao 6.2.6 Seja J um modelo da teoria da igualdade. Entdo =, é uma relagdo de equi-
valéncia.

Prova.
e Reflexividade. E consequéncia imediata do sexto axioma da lista anterior.

e Simetria. Tomando = para p, x; = x» = y; = x e y; = y conclui-se do oitavo axioma que J
é modelo de VxVy.((x = y Ax = x) = (x = x = y = x)); usando a reflexividade conclui-se
que =, é simétrica.

e Transitividade. Tomando no mesmo axioma x; = X = X, y1 = y € y» = z conclui-se
analogamente que J é modelo de VxVyVz.((x = yAx =z) = (x = x = y = z)); usando a
simetria (no antecedente) e a reflexividade (no antecedente do consequente) conclui-se que
J também satisfaz VxVyVz.((y = x A x = z) = y = z) e portanto =, é transitiva.
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O

Proposicao 6.2.7 Seja H uma estrutura de Herbrand para uma assinatura ¥ que é modelo da
teoria da igualdade. Entdo =4 € a relacao Ay .

Prova. Pela Proposicdo anterior, a interpretacio de =y é uma relacdo de equivaléncia, em
particular reflexiva, donde A,y C H. A inclusdo inversa prova-se por indu¢do na estrutura dos
elementos de Us: se t; =y t, e t; for uma constante, entdo t, também o é (pelo axioma 3) e

tem de ser a mesma constante (pelo axioma 1). Se t; = f(t, ..., t)) entdo t, ndo pode ser uma
constante (pelo axioma 3) e tem de ter a forma f(uf, ..., u),) (pelo axioma 2). Pelo axioma 5
necessariamente t. =4 u! para i = 1,..., m, donde a hipétese de indugdo implica que t/ = u! e
portanto de novo t; = t. O

Contrariamente ao que possa parecer, o axioma 4 (que n3do foi utilizado nestas provas) ndo é
supérfluo: garante que férmulas como Ix.f(x) = x, que atendendo a esta Proposi¢do ndo sdo
satisfeitas em estruturas de Herbrand, s3o contraditérias quando adicionadas a teoria da igualdade.

Definicdo 6.2.8 Seja P um programa generalizado. A completacio de P é o conjunto P formado
pelas definicdes completadas de todos os simbolos de predicado que ocorrem em P e pela teoria
da igualdade.

A teoria “correcta” da Programacao em Ldgica com programas generalizados trabalha com a
completacao dos programas em vez dos préprios programas.

E importante observar que a completagao dum programa é um conjunto infinito de férmulas
desde que o programa tenha um simbolo de fungdo: had uma infinidade de termos contendo cada
variavel e todos eles geram um axioma do quarto grupo. Outra observacdo importante é o facto
de a completagdo de um programa poder ser um conjunto contraditério.

Exemplo 6.2.9 Seja P o programa generalizado seguinte.

p(a) — —p(a)

Ent3o P contém a férmula
Vx. (p(x) & (x = a A —p(a)))

que é contraditdéria com a teoria da igualdade.

Note-se que a completacao de um programa generaliza o programa original.
Proposicdo 6.2.10 Seja P um programa generalizado. Entdo P |= P.

Prova. Seja M um modelo de P e seja C = p(t1, ..., t,) < Li, ..., Ly uma cldusula generalizada
de P.

Seja p uma atribui¢do. Se [Li]Jm, = 0 para algum i entdo [C]m, = 1, portanto suponha-se
que [Li]m,=1parai=1,..,q.

Seja E a férmula existencial na definicdo completada de p que proveio de C. Entdo E é da
forma Jy; ... yk.(x1 = i Ao A Xy =ty A LL A Lg); tomando pf = p [/ y,) - [/ t.p], tem-se
que [x; = tilm,y =1parai=1,..,ne[Ljju,y =1 paraj=1,..,q (pois os x;s ndo ocorrem
em L;). Logo [E]m, =1, donde M satisfaz um dos elementos da disjungdo a direita na defini¢do
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completada de p e portanto [p(xi, ..., Xs)]m,» = 1. Finalmente, como [xiJm » = [ti]m,, conclui-
se que [p(t1, ..., tn)]m, =1 e portanto M é modelo de C. O

Corolario 6.2.11 Sejam P um programa generalizado e F uma férmula. Se P |= F entdo P = F.

Prova. Pela Proposicdo 6.2.10, todo o modelo de P é modelo de P, logo se P = F ent3o todo o
modelo de P é ainda modelo de F. O

Definicdo 6.2.12 Sejam P um programa generalizado e G = «— Ly, ..., Ly um objectivo gene-
ralizado. Uma resposta correcta de P a G é uma substituicdo 6 tal que P |=V((L1 A ... Lg)0).

Corolario 6.2.13 Sejam P um programa generalizado e G um objectivo generalizado. Se 6 é uma
resposta correcta de P a G entdo 0 é resposta correcta de P a G.

Prova. Caso particular do Corolario 6.2.11. 0

6.3 Resolucao-SLDNF

O mecanismo da resolugdo-SLD pode ser estendido para incluir o tratamento de literais negativos
— por outras palavras, por forma a ser aplicavel a programas e objectivos generalizados. Nesta
seccdo descreve-se a semantica operacional que se obtém acrescentando a resolucdo-SLD a regra
da Negacdo por Falha; ver-se-a mais adiante que as condicGes impostas sobre as funcdes de seleccao
nao sdo facilmente elimindveis.

Definicdao 6.3.1 Uma fungdo de selec¢do S diz-se segura se sempre que S( «— Ly, ..., L) = L;
e L; for um literal negativo, entdo L; é fechado.

Definicao 6.3.2 Sejam P um programa generalizado, Gy um objectivo generalizado e & uma
funcdo de selec¢do segura. Uma derivacdo-SLDNF de P e Gy via S é um triplo (G, C, ©) satisfa-
zendo as seguintes condicoes.

e G é uma sequéncia Gy, Gy, ... de objectivos generalizados.

e C é uma sequéncia (3, (5, ... de variantes de cldusulas generalizadas de P.

e © é uma sequéncia 0y, 0, ... de substituicoes.

e Para cada i/, se §(G;) é um literal positivo, entdo G;,1 € um resolvente de G; e C;,1 usando
Oit1-

e Para cada i, se =A = S(G;) é um literal negativo fechado, seja A a drvore-SLDNF de P e

«—— A. Se A for finitamente falhada, entdo G;.; é G; sem o objectivo —Ae f;,; =¢;se A
tiver um ramo bem sucedido entdo a derivacdo termina.

e Para cada i, C; é escolhido por forma a n3o conter nenhuma variavel que ja tenha ocorrido

em Go, . G,', Cl, ceey C,'_l.

e As sequéncias G, C e © ou s3o infinitas ou terminam em G,,, C, e 0, respectivamente, com
G, = O ou §(G,) ndo unificdvel com a cabeca de nenhuma clausula de P ou raiz de uma
arvore-SLDNF com ramos bem sucedidos.
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Uma derivacdo-SLDNF finita que termina com a cldusula vazia diz-se uma refutacdo-SLDNF
de P e G; o natural n tal que G, = [ diz-se o comprimento da refutacdo-SLDNF. Neste caso,
a substituicdo € obtida restringindo a composicdo 6 ... 0, as variaveis que ocorrem em Gy diz-se
uma resposta calculada de P a Gy via S.

E importante observar que os literais negativos nunca podem criar instanciagoes de varidveis.
Na Secgdo 6.5 ver-se-a que esta restricdo traz limitacdes ao poder computacional da resolugdo-
SLDNF, mas é infelizmente necessaria. Em particular, se 6 for uma resposta calculada de P a G
entdo L6 é fechado para todo o subobjectivo negativo L de G.

Tal como anteriormente, podem-se juntar todas as derivacdes-SLDNF possiveis numa Uunica
arvore.

Definicao 6.3.3 Sejam P um programa generalizado, G um objectivo generalizado e & uma
funcdo de seleccdo. A adrvore-SLDNF de P e G via S é uma arvore etiquetada construida da
seguinte forma:

e a etiqueta de cada né é um objectivo;
e a etiqueta da raiz é G;

e para cada né com etiqueta G' = «— Ly,..., L,, se S(«— Ly, ..., L,) = L, for um literal
positivo 0 né tem um descendente por cada cldusula C = L «— Lj, ..., L, de P cuja cabega
seja unificavel com L,,, sendo cada descendente etiquetado pelo resolvente de C e G’ usando
uma UMG de L, e L;

e para cada né com etiqueta G' = «— Ly,...,L,, se S( «— Ly,...,L,) = L, = -A
for um literal negativo fechado o né tem um dnico descendente etiquetado com «+—
Li,....lm—1,Lymt1, ..., Ly se a drvore-SLDNF de P e «— A for finitamente falhada; caso

contrario ndo tem descendentes.

Tal como anteriormente, um ramo cuja folha esta etiquetada pela cldusula vazia [ diz-se bem
sucedido, um ramo com uma folha etiquetada com outra clausula diz-se falhado e os restantes
ramos dizem-se ramos infinitos. Uma &arvore-SLDNF cujos ramos s3o todos finitos e falhados
diz-se uma arvore-SLDNF finitamente falhada.

A correccao da resolucdao-SLDNF é relativamente simples de provar, requerendo no entanto
alguns resultados prévios.

Lema 6.3.4 Sejam ¥ uma assinatura de primeira ordem e p(sy, ..., s,) € p(ti, ..., t,) dtomos sobre
essa assinatura.

(i) Se p(s1,...,sn) € p(t1, ..., t,) ndo sdo unificaveis, entdo a férmula
ﬁEl(S]_ =t AN..Ns,= t,,)

é consequéncia da teoria da igualdade.

(ii) Se p(s1,...,sn) e p(t1, ..., t,) sdo unificaveis com UMG 6 = {xq/r, ..., xx/rx} encontrada
pelo algoritmo de unificacdo, entao a férmula

\V/((Sl =HAN...\Ns, = tn) ~ (Xl =nN..\NXxx= fk))

é consequéncia da teoria da igualdade.
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Prova. Em primeiro lugar, observe-se que por definicdo de unificadora se 6 unifica p(sy, ..., s,) e
p(ty, ..., t,) entdo tem-se

\V/((Sl = tl /\ /\ Sn — z‘--n) <~ (X]_ - r]_ /\ /\Xk g rk))

usando o facto de = ser reflexiva e uma congruéncia para as fun¢des e predicados (prova por
indu¢do na estrutura de p(ty, ..., t,)0).

As outras férmulas provam-se por inducao no nimero de vezes que o ciclo do algoritmo de
unificagdo é executado; observe-se que, caso o algoritmo termine com sucesso, este nimero é
precisamente k.

Sejam r e r’ elementos do conjunto de conflitos de p(si, ..., s,) € p(t1, ..., t,). Usando o contra-
reciproco do axioma 5 da teoria da igualdade conclui-se da definicdo de conjunto de conflitos que
V((s1 = tiA...As, = t,) = r = r"). Em particular, se k = 1 e {x;/r;} for uma UMG de p(sy, ..., s,)
e p(ty, ..., t,) encontrada pelo algoritmo, entdo conclui-se Y((s; = t1 A ... A's, = t,) = x1 = t1).
De modo semelhante, se o algoritmo falhar prova-se V(r # r’) usando os quatro primeiros axiomas,
donde se conclui =3(s; = t1 A ... A's, = t,).

Suponha-se agora que o resultado é vélido quando o algoritmo termina ao fim de m passos e
seja k = m+ 1. Seja 01 = {x1/r{} a primeira substituicdo construida pelo algoritmo; entdo a
hipétese de indugdo é aplicavel a p(sy, ..., s,)01 e p(t1, ..., t,)01, ou seja, ao resto da execug¢do do
algoritmo.

Se o algoritmo falhar, entdo a férmula =3(s16; = t161 A ... A sp01 = t,01) é consequéncia da
teoria da igualdade, donde se conclui que =3(s; = t; A ... A's, = t,) também o é (se p for uma
atribuicdo que satisfaz a conjun¢do da dltima férmula, entdo p’ tal que p'(x) = p(x6,) satisfaria a
conjunc¢do da férmula anterior).

Se o algoritmo terminar com sucesso entdo por hipétese de indugdo a teoria da igualdade
permite deduzir

‘v’((5191 =t0; A ... /\Sn(91 = t,,91) = (X2 =nANA..\NXx= I’k));
pela observacao do inicio da prova tem-se também
V((Sl =HN.NANS=t, Nx= I’{) = (51(91 = t191 VANPPRAN Sn91 = t,,91)).

Por outro lado, da definicdo de conjunto de conflitos tem-se como atrds que V((s; = t1 A ... As, =
t,) = x; = rj) é consequéncia da teoria da igualdade. Sendo v = {x2/r2, ..., xx/rx}, prova-se que
rn = r;7, donde a teoria da igualdade prova ainda Y((xo = n A ... Axx = ) = . = r;) (por
indugdo na estrutura de r;). De todas estas férmulas conclui-se finalmente que

V((Sl =tH N...\Ns, = tn) = (Xl =nN..\NXx= rk))

é consequéncia da teoria da igualdade. O

Lema 6.3.5 Sejam P um programa generalizado e G um objectivo generalizado.

(i) Se o literal seleccionado em G é positivo e a raiz da arvore-SLDNF de P e G n3o tem
descendentes, entdo P = G.

(i) Se o literal seleccionado em G € positivo e a raiz da arvore-SLDNF de P e G tem
descendentes etiquetados por Gy, ..., G4 entdo P = G < (G A ... A Gg).
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Prova. Observe-se em primeiro lugar que se G = «— Ly, ..., L, entdo por definicdo G é a férmula
V(=L V...V 2Ly).
Seja p(si, ..., s,) o literal positivo seleccionado em G. H3 trés casos a considerar.

1. Se ndo hd cldusulas em P cuja cabeca utiliza o simbolo de predicado p, entdo o caso (i)
aplica-se. Ora nesta situag3o a definicdo completada de p é V(—p(xy, ..., x,)), donde P |= G.

2. Se ha clausulas em P cuja cabeca utiliza o simbolo de predicado p mas nenhuma dessas
cabegas unifica com p(si, ..., s,), aplica-se ainda o caso (i). Nesta situacdo a definicdo
completada de p é V(p(xi, ..., xn) < E1 V ...V E) em que cada E; tem a forma

E|yj,1 Elyj,mj- (Xl = L1 VAN Xy = tj,n N Lj,l VANPPRAN Lj,pj)

e p(tjin,....tjn) «— Lj1, ..., L, € uma cldusula de P. Uma vez que p(ti1, ..., t,,) ndo é
unificavel com p(sy, ..., s,), o Lema 6.3.4 permite concluir que P |= =3(s; = 1A Sy = t] )
e portanto nenhum dos E; é satisfeito quando cada x; estd instanciado por s;. Logo também
neste caso P |= V(—p(sy, ..., s,)), donde P |= G.

3. Finalmente, usando a notagdo do caso anterior, suponha-se que p(sy, ..., s,) unifica com
p(ti1, ..., tin) com UMG 6 = {x1/n, ..., xx/rc}. Pelo Lema 6.3.4, a teoria da igualdade
implica V((s1 = tj1 A .o Asp = tp) © (1 = n Ao Ax = ri)). Ora p(sy,...,sn) é
equivalente a disjun¢do dos Ejs com x; substituido por s;; a férmula anterior diz que se pode
substituir E; por 3(L;10 A ... A Lj p,0). Um raciocinio semelhante ao do caso anterior permite
eliminar os Ejs provenientes de cldusulas cujas cabecas ndo sdo unificdveis com p(sy, ..., sp,).
E trivial concluir que P }= G < (G A ... A Gy).

O

Proposicdo 6.3.6 (Correccio da Negacdo por Falha.) Sejam P um programa generalizado, G
um objectivo generalizado e S uma fung¢do de seleccdo segura. Se existe uma drvore-SLDNF
finitamente falhada para P e G via S, entdo P |= G.

Prova. Por indugdo no nimero de literais negativos que sao seleccionados durante a construgao
da arvore-SLDNF para P e G. Se este niimero for 0, entdo a prova é uma consequéncia imediata
do Lema 6.3.5 por indugdo na profundidade da arvore-SLDNF.
Suponha-se que o resultado é vélido quando s3o seleccionados n literais negativos e que a
construcdo da arvore-SLDNF finitamente falhada para P e G via S requer escolher n + 1. Seja
«—— M, ..., M, a etiqueta do né mais acima na &rvore-SLDNF onde é seleccionado um literal
negativo. Por iteracio do Lema 6.3.5, P =G < (G A...A\Gp), onde Gy, ..., G, sdo as etiquetas
dos nés a altura de «— M, ..., M, = G;. Aplicando a hipétese de indugdo aos outros nds (cujas
sub-drvores n3o podem requerer a seleccdo de mais do que n literais negativos) conclui-se que
PE G << —3(My A ... AM,). Resta entdo mostrar que P = —~3(My A ... A M,).
Seja M; = —A o literal negativo fechado seleccionado neste objectivo. H4 dois casos possiveis.

e O né tem um descendente etiquetado por «— My, ..., M;_1, Mj;1, ..., My. Por hipdtese de
indu¢do G = -3(My A ... Mj_1 A Mjz1 A ... A Mg), donde G = —3(My A ... A My).

e O nd n3o tem descendentes. Ent3o existe uma refutacdo-SLDNF de P e «— A e esta tem
no maximo n passos em que um literal negativo é seleccionado. Observe-se que A é fechado,
donde 3A = A, e basta portanto mostrar que P |= A (pois 3A é equivalente a =3M;). Este
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facto prova-se mostrando que P |= (L1 A ... A L) = A, em que «— Ly, ..., L, é qualquer
objectivo que ocorra na refutacdo-SLDNF. Isto prova-se por indugdo na profundidade a que
o objectivo ocorre.

O objectivo inicial é «— A, tendo-se claramente P A=A

Suponha-se que P |= (L A ... A L) = A e seja L; o literal seleccionado. Se L; é um literal
negativo, entdo P |= L; por hipétese de indugio (da Proposicdo) donde P |= (L1 A...ALy) <
(LiN. A Lig ALiga Ao ALy) e o resultado segue trivialmente. Se o objectivo seleccionado
em L; é um literal positivo e C = L; «— L7, ..., L, for a instancia da cldusula seleccionada
nesse passo, é imediato verificar que {C, L}, ..., L}} = L;, donde P = (Ly A ... A Li—1 A
Lin AL AL Ao A L) = (Li Ao A Lk) e pelo Coroldrio 6.2.11 a mesma férmula é
consequéncia semantica de P, donde o resultado segue outra vez trivialmente.

Uma vez que toda a refutacdo-SLDNF termina com a cldusula vazia, conclui-se que P = A,
ja que a conjuncao de zero dtomos € trivialmente satisfeita.

O

Corolario 6.3.7 Seja P um programa determinado. Se A € Fp entdo P |= -A.

Prova. Pelo Corolario 6.1.12, se A € Fp entdo toda a arvore-SLD com fun¢do de seleccdo justa
para P e A é finitamente falhada. Uma vez que uma funcao de seleccao para um programa deter-
minado é sempre segura (pois ndo ocorrem literais negativos em nenhuma cldusula), a Proposicdo
anterior garante que P = —A. 0J

Teorema 6.3.8 (Correccdo da resolucdo-SLDNF.) Sejam P um programa generalizado, G um
objectivo generalizado e S uma func@o de selecgdo justa. Toda a resposta calculada de P a G via
S é uma resposta correcta de P a G.

Prova. Por inducdo no comprimento da refutacdo-SLDNF de P e G que calcula a resposta 6.
Utilizar-se-a implicitamente o Corolario 6.2.11.

Suponha-se que o comprimento da refutacdo é 1. Entdo G = +«— L e hd dois casos a
considerar.

e Se L € positivo entdo L é uma instancia de um facto de P, donde P |= V(L0) e portanto
P = V(L0).

e Se L é negativo entdo L = —A é fechado, 6 = ¢ e existe uma érvore—SLENF de Pe «— A
via S que é finitamente falhada; pela correccdo da Negagdo por Falha, P = —A = V(L0).

Suponha-se agora que o resultado é vélido para refutagcdes-SLDNF de comprimento n e que a
refutacdo-SLDNF de P a G com resposta calculada # tem comprimento n+ 1. Sejam G = «—
Ly,....Lq, © = {61, ...,0,:1} a sequéncia de UMGs e L,, o literal seleccionado no primeiro passo.
Ha de novo dois casos.

e Se L, é positivo e (; = A «— Lj,..., L}, entdo por hipétese de inducdo tem-se que
P EV((LiAALp i ALYACAL AL ia AL ALg)B) e portanto P = V((L)A...ALL)6), donde

(como C; € consequéncia de P) também se tem P |= L,0. Entdo P =Y((Ly A ... A Ly)0) e
0 é resposta correcta de P a G.
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e Se Ly, € negativo, um raciocinio andlogo ao do caso base permite concluir que 6; = ¢ e
P Ly Como S é segura, Ly, é fechado, donde V(L,0) = L. Por hipétese de indugdo
PEYV({(LiA . ALn1ALngi Ao A Lg)D), logo mais uma vez P = V((Li A ... A Lg)0) e 0
é

resposta correcta de P a G.
O

Apresentam-se agora alguns exemplos que ilustram a necessidade de sé considerar funcGes de
seleccdo seguras.

Exemplo 6.3.9 Considere-se o seguinte programa generalizado P.

Com uma fungao de seleccdo n3o segura, é possivel construir uma arvore-SLDNF finitamente
falhada para «— p(a). Porém, é igualmente claro que P [~ p(a).

Exemplo 6.3.10 Considere-se o seguinte programa generalizado P.

A funcdo de seleccdo “sub-objectivo mais a esquerda”, que ndo é segura, ndo encontra refutacao-
SLDNF para «— —p(x), q(x), j& que a arvore-SLDNF para P e «— —p(x) ndo é finitamente
falhada. Porém, a resposta {x/b} é uma resposta correcta de P aquele objectivo.

Infelizmente, esta funcdo de seleccdo é a que esta usualmente implementada. Nalguns sistemas
hd o cuidado de adiar a seleccao de literais negativos ndo instanciados para mais tarde; esses
sistemas encontrariam a resposta {x/b} no exemplo anterior. Porém, essa situacdo é a excepgdo
€ nao a regra.

6.4 Completude da Negacao por Falha

Nesta seccao mostra-se que a regra da Negacao por Falha é completa para o universo dos programas
determinados. Um exemplo simples mostra que um resultado mais geral ndo é razodvel.

Exemplo 6.4.1 Seja P o programa generalizado seguinte.

E facil verificar que P = r(a), ja que em qualquer estrutura de interpretagdo J se tem p(a,) = 1
ou py(ay) =0, e portanto P |= —q(a). Pelo Coroldrio 6.2.11 tem-se ainda P |= —q(a). No entanto
ndo existe nenhuma arvore-SLDNF finitamente falhada para P e «— g(a).
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Assim, ao longo desta seccdo considerar-se-3o apenas programas determinados. Em primeiro
lugar, é necessdrio mostrar que as respostas correctas de P a G sio precisamente as respostas
correctas de P a G quando P é um programa determinado e G é um objectivo determinado. Uma
das implicacOes ja estd estabelecida pelo Corolario 6.2.13; para mostrar a implicacdo inversa é ne-
cessario generalizar a nogc3o de transformacao de Herbrand associada a um programa determinado.

Definicao 6.4.2 Uma pré-interpretacdo para uma assinatura de primeira ordem ¥ é um par | =
(D, -;) em que D é um conjunto (o dominio da pré-interpretacdo) e -, um mapa de interpretagdo
das constantes e simbolos de funcdo em .

Uma estrutura de interpretacao J diz-se baseada em | se os dominios de / e J coincidirem e se
tiver ¢; = ¢, e f; = f; para cada simbolo de constante ¢ e de funcdo f.

Proposicao 6.4.3 Seja / uma pré-interpretacao para uma assinatura de primeira ordem ¥.

(i) O conjunto das estruturas de interpretacdo baseadas em [ esta em bijec¢do com o conjunto
dos subconjuntos de dtomos fechados sobre D.

(i) O conjunto das estruturas de interpretacdo baseadas em / com a relag3o de inclusdo forma
um reticulado completo.
Prova.

(i) Andlogo a prova da Proposicdo 1.4.3, observando que o conjunto dos atomos fechados sobre
Us é precisamente By .

(i) Andlogo a prova da Proposi¢do 5.1.5.

Definicao 6.4.4 Seja / uma pré-interpretacdo para um programa determinado P. A transformacdo
de Herbrand sobre | associada a P, denotada por 7., é a transformac3o definida no reticulado das
interpretacdes baseadas / por

t1,...,t,) «<— Bi, ..., B, é uma clausula de P
) = {pllaby 6l | Py a5y b

Observe-se que a transformacado de Herbrand anteriormente definida é um caso particular desta,
em que | é a pré-interpretacao das estruturas de Herbrand de P.
A prova do resultado seguinte é completamente andloga a da Proposicao 5.2.2.

Proposicao 6.4.5 Sejam P um programa determinado, / uma pré-interpretacdo para P e J uma
estrutura de interpretacio baseada em /. Entdo J é modelo de P sse 74(J) C J.

Através da transformacdo de Herbrand generalizada conseguem-se ainda caracterizar os modelos
da completacao de P.

Proposicao 6.4.6 Sejam P um programa determinado, / uma pré-interpretacdo para P e J uma
estrutura de interpretacdo baseada em /. Suponha-se ainda que =, é a identidade no dominio de
| e que J é modelo da teoria da igualdade. Ent3o J é modelo de P sse J é ponto fixo de 7..

Prova.
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(+—) Suponha-se que J é ponto fixo de 72. Por hipétese =, é a identidade no dominio de / (e
de J), pelo que J é modelo da teoria da igualdade. Resta mostrar que para cada simbolo de
predicado p de P a definicao completada de p é valida em J.

Suponha-se que a completagdo de p é V(—p(xy,...,x,)). Entdo ndo hd clausulas de P
cuja cabega contenha o simbolo de predicado p, pelo que p,(d, ..., d,) = 0 para quaisquer
di, ..., d, atendendo a que J = 7/2(J); logo J é modelo da completagdo de p.

Suponha-se que a completagdo de p é V(p(x, ..., xn) < (E1 V ... V E;)). Se J satisfizer E;
para algum i = 1, ..., q e alguma atribuic3o p, entdo 7/2(J) contém p,(dy, ..., d,), em que
di, ..., d, sdo os valores dados a x, ..., x, por p (por definicio de 7/) e portanto J = TA(J)
é modelo de Y(p(xi, ..., xn) <= (E1 V...V E;)). Reciprocamente, se J contiver p,(d, ..., dy),
como J = T/}(J) existe uma cldusula de P cujo corpo é satisfeito por J para alguma atribui¢io
p, pelo que J e p satisfazem algum dos E;s (com i =1, ..., q) e por conseguinte J é modelo
de V(p(x1, ... xn) = (E1 V ... V Ey)).

(—) Suponha-se agora que J é modelo de P. Em particular J é modelo da completagdo de
cada simbolo de predicado p da forma V(p(x1,...,x,) < (E1 V ... V E;)). Se J satisfizer
uma instanciacdo do corpo duma clausula C de P, entdo J é modelo de um dos E;s na
definicdo do predicado ocorrente na cabeca de C para uma dada instanciacdo das varidveis
que ocorrem em E;, donde (como J é modelo da completacdo desse predicado) J satisfaz
p com os argumentos correspondendemente instanciados — que é precisamente a cabeca de
C. Conclui-se entdo que 74(J) C J. Reciprocamente, se p,(dy, ..., d,) = 1 ent3o como J é
modelo da completacdo de p existira um E; que é satisfeito; a esse E; corresponde um corpo
duma clausula C de P que também ¢é satisfeito por alguma atribui¢do as variaveis, tendo-se
ainda que a mesma atribuicdo aplicada a cabeca de C corresponde a p,(di, ..., d,). Logo

JC T,
O

Proposicao 6.4.7 Sejam P um programa determinado e A, ..., A5 dtomos. Se PEY(ALA...A
A,) entdo P = V(A1 A .. AN AY).

Prova. Pela Proposi¢do 1.3.13, basta mostrar que, nas condi¢des da hipdtese, P U {=V(A; A ... A
Ag)} ndo tem modelos. Substituindo as varidveis livres em Ay, ..., A, por simbolos de constante
que ndo ocorram em P, verifica-se facilmente que isto é ainda equivalente a mostrar que S =
PU{=A} V..V —A,} ndo tem modelos. Como S é um conjunto de cldusulas, basta mostrar que
n3o tem modelo de Herbrand atendendo ao Corolério 1.4.6.

Seja H uma estrutura de Herbrand para S. Observe-se que H n3o é necessariamente uma
estrutura de Herbrand para P (s6 o é se Ay, ..., A, forem férmulas fechadas). Se H for modelo
de P, entdo 7A(H) C H, onde | é a pré-interpretagdo para P que se obtém de H ignorando a
interpretacdo das constantes que n3o ocorrem em P. Como 7, é monétona, pelo Coroldrio 4.3.5
existe um ponto fixo J de 74 com H O J. Ora pela Proposicdo 6.4.6 J é modelo de P, donde em
particular J ndo é modelo de —A; V ... V =A_. Logo H também ndo é modelo desta férmula.

Por arbitrariedade de H conclui-se que S é contraditério, donde P = V(A1 A ... A Ag). O

Observe-se que o resultado anterior n3o é valido para programas generalizados: n3o sé a prova
n3o se aplica por 7, n3o ser monédtona, como é facil arranjar contra-exemplos.
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Exemplo 6.4.8 Seja P o programa generalizado seguinte.

p(a) — —p(a)

Entdo P é contraditério, donde em particular P |= [0, mas P tem modelos (por exemplo Bp) e
portanto P F~ .

Teorema 6.4.9 Sejam P um programa determinado e G um objectivo determinado. Uma subs-
tituicdo 6 é uma resposta correcta de P a G sse 0 é uma resposta correcta de P a G.

Prova. Claramente as condig¢des sobre as varidveis no dominio de 6 sdo equivalentes; as condicdes
sobre consequéncia semantica sdo consequéncia do Corolario 6.2.13 e da Proposicdo 6.4.7. 0

O resultado seguinte é um auxiliar relevante para a discussdo na Sec¢do 6.5.

Proposicao 6.4.10 Sejam P um programa determinado e H uma estrutura de Herbrand para P.
Entdo HU Ay, é modelo de P sse H é ponto fixo de 7p.

Prova. O resultado é consequéncia imediata da Proposicdo 6.4.6 e do facto de | U Ay, ser um
modelo da teoria da igualdade. 0]

Corolario 6.4.11 Sejam P um programa determinado e A € Bp. Entdo A ¢ pfmax(7p) sse
P U {A} ndo tem modelo de Herbrand.

Prova.

(«—) Suponha-se que A € pfmax(7p). Entdo pfmax(7p) U Ay, é modelo de P U {A} pela
proposicao anterior.

(—) Suponha-se que H é um modelo de Herbrand de P U {A}. Pela Proposicdo 6.2.7, a inter-
pretacdo da igualdade é A, logo H é da forma H' U Ay, com H' um modelo de Herbrand
de P. Pela proposi¢do anterior, H é ponto fixo de 7p, donde H' C pfmax(7Zp) pelo Co-
rolario 4.3.5 e portanto A € pfmax(7p).

O

Teorema 6.4.12 (Completude da Negagdo por Falha.) Sejam P um programa determinado, G
um objectivo determinado e & uma fun¢do de selec¢do justa. Se P |= G entdo a arvore-SLDNF
de P e «— G via S é finitamente falhada.

Prova. A prova é por contra-reciproco. Seja G = «— Ay, ..., Ay a partir de um ramo ndo
falhado duma arvore-SLDNF de P e G via S constréi-se um modelo de P U {3(A; A ... A Ag)}, o0
que estabelece a negacao da hipdtese.

Seja R um ramo n3o falhado da arvore-SLDNF de P e G via §. Entdao R corresponde
a uma deriva¢do-SLDNF (G,C,©) com G = {G = Gy, Gy,...,G,, ...}, C = {C, ..., C,, ...} e
© ={b;,...,0,, ...}. Observe-se que R pode ser finito ou infinito; a prova é independente deste
facto.

Defina-se uma pré-interpretacdo para P como a seguir se descreve. Seja ¥ a assinatura de
primeira ordem subjacente a P e defina-se uma relacdo binaria * sobre os termos de ¥ por t * t’
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sse tly...0, = t'0;...0, para algum k € N. Uma vez que * é uma relacdo de equivaléncia,
pode-se tomar o conjunto D das classes de equivaléncia de *. Este conjunto é o dominio da
pré-interpretacdo /. Finalmente, define-se ¢; = [c]. e fi por fi([ti]«, ..., [ta]«) = [F(t1, ..., tn)]s-
Verifica-se facilmente que f; estd bem definida.

Seja agora J a estrutura de interpretacdo definida sobre / como se segue.

J ={p([t]«, .-\ [ta)+) | p(t1, ..., t,) OCOrre em G; para algum i € N}

Mostra-se de seguida que 74(J) C J. Se p([t1], ..., [t.]«) € J, entdo p(t, ..., t,) ocorre em G;

para algum i. Como S é uma fungdo de selecgdo justa, existe um objectivo G; em que p(t;, ..., t;)
é seleccionado, com j > i e t, = t,f;;1 ... 0;. Observe-se também que [ty]. = [t ]..
Como R é um ramo ndo falhado, existe uma cldusula ;G = A «—— By, ..., B, de P tal que

Abii1 = p(ty, ..., t))0;41. Por definigdo de J, para cada m tem-se que [By0;11]« € J (em que
[Bmbj+1]« tem o significado sugerido pela notagdo); observe-se ainda que para cada k se tem
tibit1...041 = ti0is1 ... 0j41 = t;0;11 atendendo a que 0; 4, ..., 0; ndo afectam as varidveis de C;.
Entdo p([t:]s, ... [ta]) = P([t10j41]x, -, [th0)1]) € TR(J)-

Seja J' 2 J um ponto fixo de 74, que existe pelo Coroldrio 4.3.5. Entdo J' U Ay é modelo de
PU{3(A,, ..., Ag)} jd que J é modelo de 3(Aq, ..., Aq) por construgdo, J C J' e J' é modelo de
P pela Proposicio 6.4.6. ([l

Corolario 6.4.13 Sejam P um programa determinado e A € Bp. Se P = —A entdo A € Fp.

Prova. Pela completude da Negacdo por Falha aplicando o Corolério 6.1.12. O

O modelo construido na prova da completude da Negacao por Falha ndo é um modelo de
Herbrand. Em geral, a existéncia de um tal modelo nao é necesséria.

Exemplo 6.4.14 Seja P o programa determinado seguinte.

p(f(y)) < p(y)
q(a) < p(y)

E facil verificar que g(a) & Fp. Por outro lado, como pfmax(7;) = 0 e g(a) ¢ 0, o Corolério 6.4.11
mostra que ndo existem modelos de Herbrand para P U {q(a)}.

Os dois teoremas seguintes sumarizam os resultados deste capitulo.

Teorema 6.4.15 Sejam P um programa determinado e A € Bp. As condigdes seguintes sdo
equivalentes.

(I) Ac Fp
(iii) A estd no conjunto de falhas finitas de P
(

iv) A arvore-SLD(NF) de P e «— A via S é finitamente falhada para qualquer fungdo de
seleccdo justa S.

(v) P = A,
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Prova. A equivaléncia das quatro primeiras condi¢coes foi provada no Corolario 6.1.12. A quinta
condicdo é equivalente a primeira pelo Corolério anterior. U

Teorema 6.4.16 Sejam P um programa determinado e G um objectivo determinado. Entdo
P = G sse existe uma drvore-SLD(NF) finitamente falhada de P e G.

Prova. Pela completude da Negacdo por Falha aplicando o Coroldrio 6.2.11. O

6.5 Incompletude da resolucao-SLDNF

Nesta seccao discute-se a questao da completude da resolu¢do-SLDNF, ilustrando-se com exemplos
os problemas que surgem.

Exemplo 6.5.1 Seja P o programa determinado seguinte.

p(x)
q(a)
r(b)

[T

Entdo {x/b} é uma resposta correcta de P a «— p(x), =q(x), mas nenhuma funcdo de selecco
a consegue calcular.

Exemplo 6.5.2 Seja Q o programa generalizado seguinte.

r(a) — p(a)
r(a) «— —p(a)
p(x) < p(f(x))

Entdo € é uma resposta correcta de Q a «— r(a), mas nenhuma fungdo de selec¢do a consegue
calcular.

O primeiro exemplo (programa P) mostra o inconveniente de a Nega¢do por Falha funcionar
apenas como um teste e ndo permitir instanciagcdo: se se pudesse instanciar x por b ao construir
a arvore-SLDNF para P e «— q(x) encontrar-se-ia a resposta correcta. Infelizmente, por razdes
discutidas anteriormente, tal n3o é aconselhavel. ..

O segundo exemplo (programa @) ilustra um problema bem mais profundo. Claramente qual-
quer modelo de @ satisfaz r(a), mas n3o é nada claro como o raciocinio subjacente a prova deste
facto pode ser implementado por meio de resolugdo-SLDNF.
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