ESCOLA SUPERIOR NAUTICA INFANTE D. HENRIQUE

ALGEBRA LINEAR 2012/2013

Licenciaturas em EMM, ESEM, GP e GTL

Aula pratica 1: Eliminacao de Gauss

1. Resolver por eliminagdo de Gauss (em sistema).

rT—=2y+z2=2
(@) ¢2r—y—22=0
T+2y+22=3

(b)

r—2y+z=-1
4o 4+ 22 =6
—r+y—2=0

2. Resolver por elimina¢do de Gauss (em matriz).

(2x+6y—z:2
(@) S4y+2=0

(z—2z=1

(:c—|—2y—|—z:2
(b) {22 —2=3

3z +4y — 2 =238
(x+4y+3,z:1
() €2z +5y+4z=4
(z —3y—22=5
(2 —y+2=3
(d) ¢22 —2y—2=6
(z+y+z=-1

Outros exercicios.

(¢)

(f)

(g)

(20 —y+2=0

—r+y=0
—y+2z2—w=0
(22 +w =2

(20 —y +22 =3
r+y=3
r—2y+z=4
(T — 4y + 2z = -2

(z+2=1
2e+y+z2=4
r+y+z=2
(z —2=3

()

(k)

r+2y+2=3
—r+y+2z=3
—2x+2y = -2

(20 —y — 2= —3
r+y—22=0
(22 +2y+2=—1

(2x—y—|—z:3
r+2y—2=0
|~z —y+4z2=3
'—x+2y:5
20+ 2= -2
(t+y+z=1
(x—y—kz:()

20 -3y —z2=—4

(—2rx—y+2z=1

Apontamentos, Capitulo 1, exercicios 1-5, 7-8 e 10-12.
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Aula pratica 2: Classificacao de sistemas

1. Classificar os seguintes sistemas de equagdes, determinando a sua solu¢ao geral sempre
que possivel.

(2w—|—y—2z:—1 r+y+z2==6 (x—y+z:3
@) z+2y+2=0 c {2x+y+22:10 (e) 20 —2y+22=3
(—2x+2z=—1 (z+y+2=—1
(:C—y+z:3 3r—2y+dz+w=1 (2x+y—z:0
(b) €22 —2y+22=6 (d Sz+y—32z+2w=2 (f)z—y—2=-2
(T +y+z=-1 6r+y—4z2+3w=7 (—x —2y=-2

Nota: indicar a solucdo geral nas duas formas possiveis. Por exemplo, alinea (b): y = 2,
z=1—xou (0,-2,1) + (—1,0,1)t. Apresentar vérias variantes para cada.

2. Classificar (sem resolver) os seguintes sistemas de equacdes.

3r—2y+iz+w=1 T —=2y+z+2w= -2 20 —y+2z=3

(@) x+y—3z+2w=2 (b) 2x—|—3y—z—5w:9(c) r+y=3
6r+y—4z+ 7w =0 dr—y+z—w=> 3r—2y+z=4
or — 3y +Hz4+w=3 r—4y+2z=—1

3. Classificar os seguintes sistemas de equacdes lineares em funcao dos seus parametros.

20+ 3y =4 r—4z = -3 r+y=1
(a) {_x+ay:—2 (c) 2z +ay —3z= -2 (d) r+z=p

Az 42y + 4z = 2 r+yt+az=1 2 +y+aw=4
(b) S2x+(2—a)z=—1 ztw=1

20 +2z2=0£—-1

Outros exercicios. Apontamentos, Capitulo 1, exercicios 6, 9 e 13.
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Aula pratica 3: Calculo matricial

1. Calcular os seguintes produtos de matrizes.

(a):_Ql(l)Hi _11} (i)-; _11 (1)-{?;11-
_ 0O 1 -1 00 1
(b)_i _11H_21 H | 01 S11[1 -1 0]
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Outros exercicios. Apontamentos, Capitulo 1, exercicios 14—48.
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Aula pratica 4: Determinantes

1. Calcular os determinantes das seguintes matrizes pela regra de Laplace.

2 00 (1 —1 1 0 ] [ 1 2 1 0 ]
@ | 0o 11 29 1 0 1 112 1
110 © 17 1 0 1 © | o 10 -1
0 2 0 —1 | 1 20 0
1 21 0] 1 -1 0 1]
1 0 2 111 2 2 1 1 2
() | 0 -1 3 @11 01 0 O11 5 o o
1 1 0 0 11 -1 (0 1 -1 0

2. Calcular os determinantes das seguintes matrizes aplicando eliminacao de Gauss.

2 6 —1 1 4 3 1 21 0
(@) |0 4 1 |2 5 4 @ | 1112
10 —2 1 —3 —2 1 01 0
011 —1

1 21 0

12 1 1 -1 1 M| -tr2ot
(b) |2 0 —1 d |2 —2 -1 0 10 —1
3.4 -1 11 1 1 20 0 |

Outros exercicios. Apontamentos, Capitulo 1, exercicios 49-59.
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Aula pratica 5: Subespacos de R"

1. Verificar se os seguintes conjuntos sio subespacos lineares de R3 e encontrar bases para
0S que o sejam.

(a) Os vectores (x,y,z) com x +y = 2; 3z.
(b) Os vectores (z,y,2) comy — 2z = 1; (d) Os vectores (x,y,z) com z = 0 e by =
(c) Os vectores (z,y,z) comy =0e 2z = 2z.

2. Encontrar uma base para os espacgos gerados por cada um dos seguintes conjuntos.
(a) {(1,0,2,0),(1,0,0,0),(3,0,3,0),(0,1,1,1),(1,1,1,1)} em R*
(b) {(2,0,1,0),(0,0,1,0),(3,0,3,0),(1,1,0,1),(1,1,1,1)} em R*

3. Encontrar equagdes paramétricas equivalentes a cada um dos seguintes sistemas de
equacgoes cartesianas.

20 +y—2z=—1 (2 —y+2=3 (32 — 2y +52+w=1

(a) {x—|—2y+z:0 (c) 20 —2y+22=6 (e) Rz 4+y—32+2w=2
(z+y+z=-1 (6 +y —42+3w=0
(Sx—2y+5z—i—w:1 (x—2y+22+2w:—2

(b) {x+y+z:6 (d) Sz+y—324+2w=2 (f) {4 —y+32—w=5
2v+y+22=10 (6 +y —42z+3w=7 (5 —3y+5z+w=3

4. Escrever o vector ¥ = (3,4,2,6) como combinaco linear dos elementos de
S={(1,2,1,2),(2,0,1,1),(1,0,1,—1)} .
Quais as coordenadas de ¥ na base S de L(S)?

5. Calcular as coordenadas dos seguintes vectores em cada uma das bases do exercicio 2.

(a) (2,1,0,1) (b) (0,0,0,0) (c) (1,-1,1,-1) (d) (0,1,1,1)

Outros exercicios. Apontamentos, Capitulo 2, exercicios 6-8, 12, 15(a—c), 16(a—c), 17-18,
20(a-b), 21, 23-24, 27 e 30-36.
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Aula pratica 6: Espacos lineares

1. Verificar se os seguintes conjuntos s3ao subespacos lineares dos espacos apresentados e
indicar bases para os que o sejam.

(a) Em Myyo: (b) Em P:
e matrizes com determinante 1; e polinémios p com p(0) = 1;
e matrizes A com aiy + ag; = 0. e polinémios p com p'(1) = 0.

2. Escrever o vector v como combinacg3o linear dos elementos de S.

(a) Em P, =32+ 222 +8x+1e S ={2® + 2%+ 2z,2% — 1,2% + 2z — 1}.

les={l el L A
s oot AL
Sestl LAY

3. Encontrar bases para os espacos gerados por cada um dos seguintes conjuntos.

(b) Em M2><2, U=
(C) Em M2><2, U=

(d) Em M2><2, U=

T 1T 1T
OO Ok N

(a) {323 + 22,22 —1,22% — 2® — 1,322 — 3,323 + 222 + 22 — 2} em Py

10 10 20 4 0 1 0
o] sl a] v pen e
() {*+ 2+ 32 + L,z + 1,22 + 32 + oz + L, 2' + 2* + 322 + v + 2} em Py

(d) {3z% +22% +3,2% — 2% + 32 + 2,22* + 2, —22% + 22% — 62 — 4} em P,

Outros exercicios. Apontamentos, Capitulo 2, exercicios 1-2, 5, 9-11, 13-14, 15(d-e),
16(d—e), 19, 20(c), 22, 25 e 28-29.
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Aula pratica 7: Espacos euclideanos

—

1. Para cada um dos seguintes pares de vectores de R3, calcular |||, ||7]], @ - v e Z(@,?) .

(a) = (-1,0,3) e 7= (1,V5,2) (d) @=(1,1,v2) e 7= (1,1,0)
(b) @=(1,2,v5) e ¥ =(1,2,0) (e) @=(3,4,5)ev=(-1,7,0)
(c) @=(0,1,0) e 7= (V2,v2,2)

Outros exercicios. Apontamentos, Capitulo 2, exercicios 38, 41, 42(a-b), 43 e 46-49.
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Aula pratica 8: Ortogonalizacdo e projeccoes

1. Determinar uma base ortogonal para o espaco gerado por cada um dos seguintes conjuntos
de vectores.

(a) {(2,0,1),(1,3,0)}

(b) {(1,—-1,1),(1,2,1),(3,0,3)}

(c) {(2,1,0,1),(~1,2,2,0),(0,5,4,1),(1,1,-1,0)}
(d) {(1,2,1,0),(2,-1,0,2),(0,5,1,4), (1,1,0, —1)}

2. Determinar a projec¢do de (1,1,1) ou de (1,1,1,1) sobre cada um daqueles espa¢os.
3. Determinar o complemento ortogonal de cada um dos espagos do exercicio 1.

4. Encontrar sistemas de equacoes cartesianas equivalentes a cada uma das seguintes equacgoes
paramétricas.

(@) (z,y,2) = (1,0, —1)t + (2,1,0)w
(b) (z,y,2)=(1,1,1)+ (2,1, 1)t
() (z,y,z,w)=1(2,0,1,0) 4+ (1,0,1,1)t + (—1,2,1,0)w

Outros exercicios. Apontamentos, Capitulo 2, exercicios 50-51.
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Aula pratica 9: Geometria analitica

1. Calcular a distancia do ponto (1,2,0) ao plano z — y + 2 = 1 de R3.

r+y=0

r—z+w=020

2. Calcular a distancia do ponto (1,0, 1,0) ao plano { de R*.

T+y=2

r—z=1

3. Calcular a distancia do ponto (2, —1,3) a recta { de R3.

4. Calcular o angulo entre os planos x —y +z2 =1e 2 +y = 2 de R3.

r—2z=20

2r+y=1 r—2y+z=1
e
r+z=1

5. Calcular a distancia e o angulo entre as rectas {
de R3.
6. Calcular a distancia entre os planos x +y + 2z =1ex +y + 2z = 2 de R3.

7. Encontrar a solugdo de minimos quadrados do sistema

T4y =2
r—y=20
20 —y=1
rT+y=3

Outros exercicios. Apontamentos, Capitulo 2, exercicios 50-51.
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Aula pratica 10: Transformagdes lineares (I)

Determine a expressao geral de cada uma das seguintes transformacgdes lineares, bem como a
sua representacao matricial em relacdo as bases candnicas dos espacos de partida e de chegada.

1. S, :R?®— R3, simetria em relacio ao plano o de equacdo z — 2y = 2.

2. S, :R® — R3, simetria em relag3o a recta r de equagdo (r,y,2) = (2,1, —1)t.
3. P.:R? = R?, projeccdo ortogonal sobre a recta r de equacdo 2z — y = 0.

4. P, :R® — R? projeccio ortogonal sobre o plano « de equacdo 2z — y = 0.

5. T : R? — R?, transformac3o que efectua uma rotacio de Z em torno da origem seguida
duma reflexdo em relacdo ao eixo horizontal e de nova rotacdo de 7 em torno da origem.

6. Ry x: R3 — R3, rotacdo de T em torno do eixo dos zz.

wl

|

7. R, = : R’ — R?, rotagdo de § em torno do eixo dos yy.
8. RyzoRy,x: R3 — R3, composicio das duas transformacdes anteriores.

9. Rx,% oRyx : R3? — R3, composicio das mesmas duas transformacdes por ordem inversa.

TH+y=2
r—z=1

10. R,

o3

)

: R? — R?, rotagdo de £ em torno da recta de equagéo {
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Aula pratica 11: Transformagdes lineares (I1)

1. Verifique se as seguintes operagoes sao transformagdes lineares.

(a) R:R® - R? R(z,y,2) = (2x — 3y,z + 1)

(b) S:R3 — R? S(z,y,2) = (22 — 3y, 2)

() T:R>—R? T(x,y,2) = 3z — 2,2y + 1)

(d) R:R® = R?, R(z,y,2) = 3z — z,2y)

(e) S:R3>— R? S(x,y,2) = (2x —y +2,1)

() T:R>—R% T(x,y,2) = 2z — y+zO)

(8) S:P—=P, Sp (95)) = 3p"(x) — p(0) +

(h) §:P =P, S(p(x)) = 3p"(x) — p(0)

(i) T:C'(R) = R? T(f(x)) = (f(0) + £'(2),3f'(1) + 1)
() T:C'(R) = R? T(f(x)) = (f(0) + £'(2),3f(1))

2. Determine a representacdo matricial das transformacdes do exercicio 1 em relagdo as
bases candnicas dos espacos envolvidos.

3. Para cada uma das transformacdes seguintes, verifique se o vector ¢ pertence ao nicleo,
pertence a imagem e/ou é vector préprio da seguinte transformag3o linear.

(@ T:P—->7P (c) T': Moy — Moy
T(p(x)) = zp(1) TA=A+A"
U= 3x = 2.0

0 -2

(b) T: C=(R) — C>(R) @ T Moy s s

T =1+
U = cos(3x) A= %_‘_?T
=50

4. Calcule o ntcleo e a imagem das transformacdes lineares do exercicio 1.

Outros exercicios. Apontamentos, Capitulo 3, exercicios 1-24.
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Aula pratica 13: Diagonalizacao

1. Verifique se as seguintes transformacdes lineares s3o diagonalizaveis e, em caso afirmativo,
apresente uma base em que tenham representacao diagonal.

(a) R,z :R® — R’ arotagdo de 7 em torno do eixo dos w.
(b) P, :R?®— R3, projeccdo ortogonal sobre o plano « de equaco 2z — y = 0.
(c) D: Py — Ps, derivagdo de polinédmios.

rTH+y=2

(d) R.= :R*>— R? rotacdo de § em torno da recta de equagio { )
T—2=

(€) T : Myyy — Moy definida por T(A) = A + AT,
(f) T :R® — R3 definida por T'(x,y,2) = (—=3z +4y + 22, —x +y + 2, =3z + 6y + 22)

Outros exercicios. Apontamentos, Capitulo 3, exercicios 29-37.



