Normerede rum

1

| disse noter vil alle vektorrum veere vektorrum ouRr Alle resultater og beviser kan dog
med sna modifikationer overfgres til komplekse vektorrum. Vi minder om, at iieg Y er
vektorrum, & kaldes en funktiod” : X — Y linezer, hvis der for alle,y € X og allet € R
geelder, af'(tx + y) = tF(x) + F(y). Det ses umiddelbart, at hvis er lineaer, & er F(0) = 0,
og F’ er 1-1, hvis og kun hvi#'(x) = 0 implicererz = 0.

| det falgende vil vi undersgge normerede rums basale egenskaber, og for at simplificere nota-
tionen vil vi bruge den samme betegnelse, nerlig), for alle normer bortset dog for normerne
paR”.

Vi starter med fglgende saetning.

Seetning 1.1Lad X ogY veere normerede rum, dg : X — Y en lineaer afbildning. Faglgende
udsagn er aekvivalente:

(i) F er kontinuert.
(i) F er kontinuertiO.
(iii) Der findes en konstank” > 0, saledes at
|F(x)]| < K|z|| forallez e X.

Bevis: Det er klart, at(i) = (i7). For at vise atii) = (siz) antager vi, atiii) ikke geelder og
skal & vise, atF ikke er kontinuert i 0.

Da (iii) ikke geelder, kan vi til ethvert € N finde ety, € X, san|ly.|| < ||F(y)|. Seet
r, = -+, for allen € N. Vi finder da

nllyn |l
1
Han:E—%) for n — oo,

som viser, at;,, — 0 for n — oco. Da F er lineeer, finder vi, at

IF ()] = ——

= | F(yn)|l > 1 forallen € N,
7|yl



hvilket viser, atF'(z,,) ikke gar mod 0 iY'. F er alts ikke kontinuert i 0.

Lad nu(iii) geelde. For at vise &t er kontinuert, veelger vi et vilieligt punktz € X og vil vise
kontinuitet iz. Hvis (x,,) C X er en vilkarlig felge medr,, — = for n — oo, sa fas af (jii), at

[F(x) = F(zn)l| = [[F(z — )| < Kl = 2n]] =0 17— oo,

som viser, at'(z,,) — F(z). Vi har dermed vist, af’ er kontinuert ix. O

Vi far brug for falgende definition.

Definition 1.2 Lad X og Y veere normerede rum. En bijektiv lineaer afbildnihg: X — Y
kaldes en isomorfi ak paY’, hvis lhde F' og F~! er kontinuerte.

X ogY kaldes isomorfe, hvis der findes en isomorfkapa Y.
Det falger umiddelbart af Seetning 1.1, at der geelder:

Seetning 1.3Lad X ogY veere normerede rum off : X — Y en surjektiv lineger afbildning.
Folgende udsagn er aekvivalente:

(i) F erenisomorfiafX paY.

(i) Der findesO < a < b, SAledes at

allz|| < |F(z)| <bl|lz|| forallez € X (1.1)

Den naeste saetning viser, at fuldsteendighed er invariant under isomorfier.

Seetning 1.4Lad X ogY veere isomorfe normerede rum. Hviser et Banachrum,&erY ogsa
et Banachrum

Bevis: Lad F : X — Y veere en isomorfi ak paY og bestem: og b, sa (1.1) fra Seetning 1.3
geelder. Vi skal vise, at” er fuldsteendigt og lad dertfly,,) C Y veere en villrlig Cauchyfalge.
Hvis vi seetterr,, = F'~1(y,) for allen € N, sa viser (1.1), at der for alle, m € N geelder:

1 1
20 = 2l < 1 F(@n) = Flam)l] = ~llyn = yml- (1.2)

Dette viser, atzx,,) er en Cauchyfalge, og d& er fuldstaendigt, vil den veere konvergent. Hvis
vi seetterr = lim z,,, sa falger det af kontinuiteten df, atlim y,, = lim F(z,) = F(z).

Vi har dermed vist, at” er fuldsteendigt. O

Den naeste seaetning viser, at alle endeligt dimensionale normerede rum af samme dimension er
isomorfe.

Seetning 1.5Hvis X er et normeret rum af dimension sa er X isomorft medR™ og dermed
fuldsteendigt.



Bevis:

PaR" benytter vil| - [|o, alts [[t]. = (377, t?)% for allet = (t1,t,...,t,) € R". Lad
{1, x9,...,2,} vaere en basis fak og definerr’ : R* — X ved:

P(t) =) tjz; forallet=(t,ts,...,t,) € R". (1.3)

J=1

F erklartlinezer, og da,'erne udspaendeX, vil F' vaere @, og daz;'erne er linezert uafheengige,
vil F'veere 1-1F er med andre ord en bijektion. For ethvert R" finder vi, at

IF@I =11t < Y [t5lllay) < (1.4)
j=1 j=1

DMz ) = O el 2l
j=1 j=1 j=1

hvor vi i den sidste ulighed har benyttet Cauchy— Schwarz’ ulighed. (1.4) viser sammen med
Seetning 1.1, ak’ er kontinuert.

Hvis || F(t|| = 0, A erF(t) = 0, og daF er 1-1, felger det, at= 0.

Seet nu
S={teR"|[t]2=1}.

Da S er lukket og begreenset, er den kompakt, og da funktianen || F'(t)|| er kontinuert,
antager den sit minimumgpS; seet

a=min{||F(t)|| | t € S}.

Ifage det ovenstende et F'(t)|| > 0 for allet € S, hvorfora > 0. Hvist € R® medt # 0,
folger det, at

t
IE ()] = Ht\lzllf(m) > aflt]]. (1.5)
(1.4) og (1.5) viser, at (1.1) i Seetning 1.3 er opfyldiesies af er en isomorfi. O

| analogi med Saetning 1.5 gaelder der, at ethvert n-dimensionalt komplekst vektorrum er isomorft
medC".

| Matematik B spiller kontinuitet af lineaere afbildninger ikke nogen rolle, og det giver den sidste
saetning en forklaringa

Seetning 1.6 Lad X ogY veere normerede rum. Hvi§ er endeligt dimensionaltaser enhver
lineeer afbildning fraX til Y kontinuert.



Bevis: Ladn = dim X og lad{z1, z,, ..., x,} vaere en basis fak . Det fglger af formel (1.5) i
beviset for Seetning 1.5, at der findesiet 0, s

alltll < > tjzyl| forallet = (t,ta,... t,) € R™ (1.6)

j=1

Lad nuT : X — Y veere en linezer afbildning. Hvis € X er vilkarlig, kan vi finde
(ti,t2,...,tn) € R, shledes atv = Y ", t;x;, hvilket i forbindelse med Cauchy-Schwarz’
ulighed og (1.6) giver:

n

1T ( !—HZtT% < D IGIT @) < (1.7)
7j=1
ZHT )| 1/22152 )12 < ZHT Y2l (1.8)
Sammen med (iii) i Seetning 1.1 viser dette7atr kontinuert. O

Hvis X er et uendeligt dimensionalt normeret rura es konklusionen i Saetning 1.6 ikke leengere
rigtig. end ikke forY = R.



