Et specialtilfeelde at Noternes Saetning 2.2.

| denne note vil vi benytte samme notation som i noterne. Vi ldgleE R"*! vaere endben
meengdef: B — R" og (ty, zo) € B. Vi betragter differentialligningen

’

w (t) = f(t, =) 1)
i et interval omkringt, med sidebetingelsen

w(to) = Xy (2)

Vi vil her behandle det tilfeelde, hvds = R**! og f tilfredsstiller en lidt anden betingelse end
den, som er angivet i Seetning 2.2. Det er teknisk lidt lettere og mere overskueligt.

Seetning 1 Lad f: R**' — R" veere kontinuert og antag, at der findes en konsfsnt- 0,
saledes at

[£(t,z1) — F(t, z2)[[1 < K21 — 22[)x )
forallet € Rogallez, z, € R".
Da har (1) en entydigt bestemt Igsnimg et interval omt, medx(ty) = xo.

Bevis: Lad r veere valgt, 80 < r < + og betragt rummet'([t, — r, o + r], R™), som udstyret
med normen defineret i noterne side 6, er et Banachrum (og dermed et fuldstaendigt metrisk rum).

For ethverte € C([ty — r,to + r], R") seetter vi

(Az)(t) = @0 + / Ftz(t)) di @)

to

Det er Klart, at for allec € C([to — r,to + 7], R") er Az en differentiabel funktion og dermed
specieltdx € C([ty —r,to +r|,R™). Noternes Sublemma 2 giver desudenry &r en Igsning til
(1) med sidebetingelsen (2), hvis og kun hvig = .

Lad os vise, a4 er en kontraktion aC/([to — 7, to + ], R™).



2
Dertil lader vizy, x5 € C([tg — 7,10 + 7], R™) 09t € [to, to + 7] veere villarlige og &r:
Ie)e) = (el = [ F(5,21() — F(5,2(9)] dsls =
Z\/g Fi(s,@1(s) = fi(s, @a(s)] ds | <
S [ 155 21(5) — Fy(s,a(s)] ds =

j=1 "%

[ 1109 = sl ds < ©)

t
K/ [21(s) — 22(s) |1 ds < (t — to) K||e1 — 22|00 <
to

KT'le — 332”00,

hvor f; ligesom i noterne betegner koordinatfunktionerne foWi far klart en tilsvarende ulig-
hed fort € [ty — r,to]. (5) viser nu, at

Az — Ao < Krll@r — @2 o0 (6)

Da Kr < 1 viser (6), at4 er en kontraktion med kontraktionsfaktan- . Banachs fixpunktssaet-
ning giver nu, at4 har et entydigt bestemt fixpunkt € C([ty — r,to + 7], R™). Vi har dermed
fundet en Igsning til (1). Entydigheden kan indsaedes:

Antag, at (1) har en lgsningpa et intervalt,—ry, to+r1] medy(to) = xo. HViSTy = min(r, 1),
saerx,y € C([tg — ro, to + 2], R™), men dadx = x 0g Ay = y palty — r2, o + 2] 0g.A er
en kontraktion RC([to — 7, to + 2], R™), giver entydigheden af fixpunkter, at

xz(t) =y(t) forallet med|t —to] <y



