1 Indre produkt og metrik

Definition 1.1 Lad H veere et komplekst vektorrum. En funktien): H x H — C kaldes et
indre produkt, hvis

Ve,ye H: (z,y) = (y,x) (1.1)
Ve,y,z€ H: (te +y,2) = t(z,2)+ (y,2) (1.2)
Vee H: (z,z) > 0 (1.3)
(r,z)=0 = = = 0. (1.4)

Bemeerkning: Hvis H er et reelt vektorrum skdlr, y) € R forallex,y € H, og (1.1) fri dette
tilfeelde udseendet
Vo,y € H: (z,y) = (y,2). (1.5)

Hvis H er et vektorrum med indre produkt -), sa seetter vi|z|| = \/(z,z) for allez € H.
Bemeerk at|x|| > 0 for allex € H og at||z|| = 0 medfgrer at: = 0.

Vi vil nu vise

Seetning 1.2 (Cauchy-Schwartz’ ulighed) LaH veere et vektorrum med indre produkt-), Da
geelder:
|(z,y)| < llz|lllyll forallex e H. (1.6)

Bevis:Ladt € R,z € H ogy € H veere villdrlige. Vi har da

0 < (tz+yte+y)=|z]]>+t(z,y) + t(y,x) + |y|° (1.7)
= z|]* + t{(z,y) + (x,y)] + [Jy]]?
= |2)** + 2Re(z, y)t + ||y||*.

Seet nup(t) = ||z||*? + 2Re(z, y)t + ||y||* for all t € R. p er da et 2. grads polynomium, som
ifalge (1.7) opfylder ap(t) > 0 for allet € R. p har derfor hgjsén reel rod, hvilket medfarer at
der om diskriminante® for p geelder, aiD < 0. Vi finder

0> D = 4[Re(z,y)]” — 4|=[*||y]* (1.8)
Ved division med 4 og uddragning af kvadratrod giver dette
[Re(z, y)| < [[z[[[ly]- (1.9)

Hvis H er et reelt vektorrum, er (1.9) det samme som (1.6), og vi er feerdige i dette tilfaelde. Hvis
H er komplekst, fortsaetter vigofalgende vis:

Seeto = % hvis(z,y) # 00ga = 1, hvis(z,y) = 0. Daja| = 1 og|(z,y)| > 0, giver (1.9):
(2, y)| = alz,y) = (az,y) = Re(ax, y) < [lax|[lyll = [all=[[ly]] = [=[llyll, — (1.10)
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hvilket netop er (1.6). g.e.d.
Bemeerkning: | Matematik B er der givet et andet bevis for Cauchy-Schwartz’ ulighed.

Vi far ogs brug for
Seetning 1.3 (Trekantsuligheden) La#f og (-, -) veere som i saetning 1.2. Da geelder
lz+yll < [zl + [yl forallex,y e H. (1.11)

Bevis: Ved benyttelse af Cauchy-Schwartz’ ulighédf

lz+yll* = (@+y,2+y) =lzl*+ (z,9) + (y,2) + |yl (1.12)
= |lzl” + lyll* + 2Re(=, y)
< All® +llyl* =+ 2ll= iyl = el + Iyl

og dermed
[l +yll < [lzll + [yl

g.e.d.

Seetning 1.4Lad H og (-,-) veere som i Saetning 1.2. For alley € H seetter vid(x,y) =
| — y||. d er da en metrik & H.

Bevis: Lad z,y, z € H veere villrlige. Da erd(z,y) = ||z — y| > 0. Hvis d(z,y) = 0, sa er
|z — y|| = 0, og dermed ex = y. MET1 geelder alts. At MET2 geelder, falger af

d(z,y) = [lz —yll = [y — [l = d(y, z). (1.13)

Trekantsuligheden seélsdes:
d(z,z) = |lv — 2| = [[(z —y) + (y = 2| < lz =yl + [ly — 2] = d(z,y) + d(y,2). (1.14)
g.e.d.

Eksempel: (= Eksempel 2.4 i bogen). Vi betragtéf = R". Vi har da et reelt vektorrum, som
har falgende indre produkt (o@y&aldet prikproduktet)

(x,y) = szyz foraller = (21, 29,...,2,) € R 00y = (v1,¥2,---,yn) € R". (1.15)
i=1

Den tilhgrende norm bliver for = (zq, 2o, ..., z,) € R™

el = | > (1.16)
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Hvis z = (21, 72,...,2,) € R" 00y = (y1,...,y,) € R, sa er afstanden fra Seetning 1.4
givet ved

(1.17)

d givet ved (1.17) er en metrikgR" ifalge Seetning 1.4. Vi ser, dter den seedvanlige Euklidiske
afstand mellem punkterR™.



Et andet beuvis for lserebogens saetning 12.2

(2) = ():

Lad K C S veere falgekompakt og lagl; | i € I} veere en vilkrlig aben overdaekning. Vi skal
(for at vise kompaktheden df) vise, at den kan udtyndes til en endelig overdaekning. Vi viser
farst

Pastand 1
Der vindes et > 0, sa der for allex € k findes eti € I, A B,.(z) C U;.

Bevis for denne pastand
For ethvertn € N saetter vi

A, ={z €k |By(x)\U #0 foralleie I} (1)

Pastand a
Der findes etn € N, sa A4,, = (.

Vi bemaerker, at hvis (a) er vistakan vi benytte: = - i Pastand 1.

Beuvis for (a)

Antag, at (a) ikke geelder, dvs dt, # () for allen € N. Vi kan da finde et:,, € A, for ethvert
n € N. Da K er fglgekompakt, findes der ifglge saetning 10.6 en delfglge) og et punkt
Ty € K, az,, — xo (bemaeerk, at det ikke er ngdvendigt at filosofere over,(op) besér af
uendeligt mange elementer eller ej!) Dac K, findes et € I, sax, € U,,, og dal;, eraben,
findes ety > 0, A B, (o) C U;,. Lad k| veere bestemtfasﬁ < %. Daw,, — o, kan vifinde

etky, Aw,, € Bun(z) forallek > k{. Seet nuk = max(k{],l%g). Hvisy € B (z,,), Sa Vil
2 N

d(y, zo) < d(y, xp,) + d(xp,,x0) < —+ = < — 4+ = =19 (2)

hvilket viser, aty € B,,(zo). Vi har dermed vist, at
Bi(xnk) C BTo(x(J) C Uiy, (3)

som er i modstrid med, at,, € A,, . g.e.d.



