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1 Uniform konvergens af fglger af funktioner

Vi starter med fglgende definition:

Definition 1.1 Lad S veere en vilkrlig maengde od X, d) et metrisk rum. En falgéf,) af
funktioner fraS til X siges at konvergere uniformt mod en funktfonS — X, hvis der geelder:

Ve > 03dng € NVs € SVn > ng: d(f(s), fu(s)) < e. (1.1)

Bemeerk, at det er det sammg som kan bruges for alle € .S, hvilket ggr uniform konvergens
betydeligt steerkere end blot at kreevefats) — f(s) for alle s € S (punktvis konvergens).

| det falgende lader v betegne et topologisk rum dd(, d) et metrisk rum.
Den farste saetning giver, at kontinuitet bibeholdes under uniform konvergens.

Seetning 1.2 Hvis (f,,) er en faglge af kontinuerte funktioner fiatil X, som konvergerer uni-
formt mod en funktiorf : S — X, sa er f kontinuert.

Bevis: Lad s, € S veere et villarligt punkt; vi skal vise, af er kontinuert isy. Lade > 0 vaere
vilkarligt. Da(f,,) gar mod uniformt, kan vi finde et € N, saledes at

d(f(s), fu(s)) <e for allen > ny og alles € S. 1.2)

Da f,, er kontinuert isy, kan vi finde en omegh” om s, saledes at:

A(fro (), fro(s0)) <€ foralles € V. (1.3)

For vilkarlige s € V finder vi, at

d(f(s), f(s0)) < d(f(5), fno(8)) + d(fno(5), fro(50)) + d(fus (50), f(50)) <32, (1.4)

hvor det farste og det sidste led vurderes ved hjeelp af (1.2), medens det midterste led vurderes
ved (1.3).



Dac var vilkarlig viser (1.4), atf er kontinuert is. O

Hvis S er kompakt, er uniform konvergens det samme som konvergens i rudifsgetX),
hvilket den neeste seaetning viser.

Seetning 1.3 Hvis S er kompakt,(f,) € C(S,X) og f € C(S,X), sa er fglgende udsagn
aekvivalente:

) fo— f1C(S,X)
(i) (f.) konvergerer uniformt mod.
Bevis:

Lad farst (i) geelde og lad > 0 veere villarligt. Dad.(f,, f) — 0 for n — oo, kan vi finde et
no € N, saledes at
doo(frs f) < € for allen > nq. (1.5)

Sammen med definitionerd@,, giver (1.5), at
d(fn(s), f(s)) < doo(fn, f) <€ for alles € S og allen > ny, (1.6)

hvilket viser, at( f,,) gar modf uniformt.

Lad os nu antage, at (ii) geelder og lad- 0 veere villarligt. Vi kan da finde et € N, saledes
at

d(f(s), fu(s)) <e for alles € S og allen > ny, .7)

som medfgrer, at
doo(fr, f) = sup{d(fn(s), f(s)) | s€ S} <e for allen > ny. (1.8)
Dette viser, atl.(f,., f) — 0forn — oc. O

Lad nu(f,) veere en fglge af funktioner fréitil C og seets,,(z) = >,_, fx(x) forallex € S.
Vi siger, at reekkerd "> | f,, konvergereipunktvist hvis reekkerd "~ | f,(x) er konvergent for
ethvertz € S (d.v.s., at folgerts, (z)) er konvergent for ethvert € S). Reekken) " | f,, siges
at konvergerainiformt hvis fglgen(s,,) er uniformt konvergent.

Den sidste seetning i dette afsnit giver et kriterium for uniform konvergens af en raekke af funk-
tioner.

Seetning 1.4 (Weierstrass’ M—tes)

Lad (f,,) veere en faglge af funktioner fiétil C og lad (M,,) C R, sdledes at
() |fu(z)] < M, forallez € Sogallen € N
(i) >-°, M, er konvergent.



Da vil raekkeny > | f,, konvergere uniformt og absoluéys.

Bevis: Lad os farst vise, at reekken konvergerer absolut, d.v.s. vi skal vidg; at | f.(z)]

er konvergent for ethvert € S. Dette fglger imidlertid direkte af (i) og (ii) og sammenlign-
ingskriteriet for raekker (se opgave 16 i de udleverede opgaver). Det fglger derefter af opgave 15
i samme seet, at ogseekker) " | f,.(z) er konvergent for ethvernt € S. Vi seetter nu

fz) = ifn(x) forallex € S (1.9)

Vi vil vise, at > | f,, konvergerer uniformt mod, sa lad dertils > 0 veere villérligt. Da (ii)
geelder, kan vi finde et, € N, saledes agf:no M, < . Med dette valg ah, finder vi, at der
for allen > ng og allex € S geelder:

@)= ful@) = | Y ful@)] < (1.10)
k=1 k=n+1
Z [fu()] < Z My <e
k=n+1 k=n+1
(1.10) viser, at falge) ", _, fi) konvergerer uniformt mod. O

2 Addendum til beviset for noternes Lemma 5.1

1/2
n
konvergerer uniformt for € [—1, 1] mod en funktionf : [-1,1] — R. Seetning 1.2 giver, at

f er kontinuert. Vi mangler at vise, g(x) = (1 + z)/2 for allex € [-1, 1]. Vi viser farst, at
f(z) = (1 +z)/%forallex €] — 1,1[. En saetning om potensraekker, som vi ikke vil vise her,
giver, atf er differentiabel i| — 1, 1, og differentialkvotientenés ved at differentiere raekken
ledvist. For ethvert, > 0 geelder der:

Vi vil bruge samme notation som i noterne. Beviset for Lemma 5.1 giver, at redkKen( Jx™

(3 1/2—n
CSRNEE

1/2(1£2> — (4 1) (nlfl) + n<17é2). 2.1)

saledes at vi har:



Lad nuz €] — 1, 1] vaere vilkarlig. Ved differentiation finder vi:

f’(x)zin(lf)xnl _ i(nH)(nlfl)mn: 2.2)

1/272(122):5”;5%71(%2)9;”1 = 12f(x) — o f (@),

eller med andre ord at opfylder differentialligningen:

1

f(x) forallez €] — 1,1] (2.3)

Det ses umiddelbart, at funktionéh + 2)'/? er Igsning til denne ligning, og dA(0) = 1, fas

af entydighedsseetningen for Igsninger til differentialligninger (det er faktisk MAT A stof, men
seetningen i vore noter kan naturligvis édsenyttes!), af (v) = (1 +x)"/?forallez €] — 1, 1.

Da begge funktioner er kontinuerte, er meengden {x € [-1,1] | f(z) — (1 + )Y/2 =0} en
lukket delmzengde af intervallgt 1,1]. Da] — 1,1[C 4, ma A = [—1, 1]. Vi har dermed vist, at
f(z) = (1+x)Y2forallex € [-1,1] O

3 Bemaerkninger til noternes Eksempel 5.10

Vi kan formulere konklusionen i eksemplet i fglgende saetning:

Seetning 3.1Lad S = {z € C| |z| < 1}, og lad A veere delalgebraen &Ff(S, C) bestende af
alle polynomier i den variable. Hvis f € C(S,C) er defineret ved(z) =z foralle z € S, sa

vil f ¢ A. Aer altsa ikke teet iC(S, C) til trods for, at den indeholder de konstante funktioner
0g separerer punkters.

Bevis: Lad of antage, af € A. Vi kan da finde et polynomiun®, saledes at
|Z— P(2)] <1/2 forallez € S. (3.1)

Hvis n er graden af polynomietasharP formen

P(z) =) az*  forallez €S, (3.2)

k=0
hvor{a07a27 ) 7an} - C

Hvis 0 < ¢t < 2w, seetter vie" = cost + isint. Der geelder da, de’| = 1, e = ¢t og
(e?')k = e (den sidste ligning vises ved induktion og benyttelse af additionsformlernedor
0gsin).



Indseetter vi: = ¢ i (3.1), fas:

o7 = ape™| < 1/2 forallet € [0,2n]. (3.3)
k=0

Ved multiplikation af denne ligning mefd’| = 1, finder vi at:

1= ape™™ | <1/2  forallet € [0,2]. (3.4)
k=0

Det fglger umiddelbart af definitionen, jlf” e*dt = 0 for alle hele talk medk # 0. Ved
benyttelse af detteaf vi ved integration af (3.4):

27 n 2 n
21 = | / (1-— Zakei(k+1)t)dt| < / 11— Zakei(’“+1)t|dt <, (3.5)
0 k=0

0 k=0

hvilket klart er en modstrid. O



