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1 Steerk lgsning af Stokastiske Differentialligninger.

Vi skal bygge vores diskussion af tidshomogene Itd processer (se Afsnit 2) pa nedenstaende
dybe resultat (Seetning 1.1). Det vil fgre for vidt at bevise dette resultat i denne sam-
menhaeng, men ikke desto mindre er Seetning 1.1 meget informativ leesning. Et bevis for
Seetning 1.1 kan findes i Martin Jacobsens forelaesningsnoter om stokastiske processer fra
Kgbenhavns Universitet.

Forst noget notation: Betragt rummet C([0, co[, R") bestaende af alle kontinuerte funk-
tioner w: [0, 00[— R”. For hvert ¢ i [0, co[ betragter vi projektionen X;: C([0, oo, R") —
R™ givet ved:

Xy (w) = w(t), w e C([0,00],R").

Vi udstyrer sa C'([0, oo, R") med o-algebraen H" frembragt af familien {X, | ¢ > 0}, alts
H"=o({X, |t >0}).

Vi skal endvidere udstyre C(]0, oo[, R") med topologien svarende til uniform konvergens
pa kompakte meengder. Hvis (wg) er en folge i C([0, 00[,R") og w € C([0,00[,R™), sa
geelder altsa at wy — w 1 C([0, oo, R™) for k — oo, netop hvis

YVt > 0: sup ||wg(s) —w(s)|| — 0, for k — oo.
s<t

1.1 Seetning. Lad
b(-,-): [0,00[xR" = R™ og o(,-): [0, 00[xR" — R™™

vacre givne malelige afbildninger, og antag at der findes positive konstanter C, D, saledes
at b, o opfylder Lipschitz betingelserne:

16, 2)[| + llo(t, )] < C(A + [l]), (1.1)
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forz e R", t >0 og
o(t, z) = b(t,y)|| + llo(t,z) — o(t,y)|| < Dz —yl, (1.2)
forx,y € R" ¢t > 0.

Der findes sa en afbildning F}, ,: R™ x C([0, 00[, R™) — C([0, 00[,R"™), som har fplgende
egenskaber:

(a) Fy, er B(R") @ H™ — H"-malelig.

(b) For ethvert fast w i C([0, oo[, R™) er afbildningen x — F}, ,(x,w): R* — C(][0, co[, R")
kontinuert, nar C([0,o00[, R") udstyres med topologien for uniform konvergens pa
kompakte maengder.

(c) For enhver m-dimensional Brownsk bevacgelse (B;) defineret pa et sandsynlighedsfelt
(2, F, P), og for enhver n-dimensional stokastisk variabel Z i L*(, F,P), som er
uathaengig af (By)i>o, er losningen (X;) til den stokastiske differentialligning:

(1.3)

dXt = b(t,Xt) dt + O'(t, Xt) dBt, t Z 0,
Xo = Za

givet ved:
(Xt)tZO - Fb,o‘(Z7 (Bt))7
eller mere praecist

(Xe(W))iz0 = Foo (Z(w), (B (W))tzo),

for (naesten alle) w i €.

(d) Lad (B;) og (Et) veere m-dimensionale Brownske bevaegelser definerede pa sandsyn-
lighedsfelterne (2, F, P) hhv. (Q]?, ﬁ) Lad videre Z og Z veaere n-dimensionale
stokastiske variable i hhv. L%(P) og L*(P), som er uafhaengige af hhv. (B,) og
(B,). Hvis Z og Z har samme fordeling, si har ogsé processerne Fy.(Z,(By)) og
Fb,a(z (B,)) samme fordeling.

Udsagnet (c) i Seetning 1.1 udtrykker, at vi har “steerk lgsning” til stokastiske differential-
ligninger af typen (1.3). Udsagnet (d) udtrykker efterfolgende, at lgsningerne til sadanne
differentialligninger altid har samme fordeling, nar fordelingen af Z er foreskrevet.

I forbindelse med entydigheds-argumenter far vi yderligere brug for fglgende observation:

1.2 Bemarkning. Lad b, o veere som i Seetning 1.1, saledes at Lipschitz betingelserne
(1.1) og (1.2) er opfyldte. Lad videre (B;) veere en Brownsk bevagelse defineret pa
sandsynlighedsfeltet (2, F, P), oglad A/ betegne meengden af (generaliserede) P-nulmaengder.
Lad endelig Z veere en stokastisk variabel i L?(P), som er uafhaengig af (B;). Betragt sa
den stokastiske differentialligning;:

dXt = b(t,Xt) dt + O'(t, Xt) dBt, t Z 0,
Xo=14.



Som bekendt er lgsningen til denne differentialligning en kontinuert proces (X;), som
opfylder betingelserne:

(i) (X,) er tilpasset mht. filtreringen: F7 = c({Z} U{B, | s <t}) VN, t>0.
(ii) f[o,t}xQ | X (s,w)|> d(m ® P)(s,w) < oo, for alle t > 0,

(iii) X, =Z + [y b(s, X,) ds+ [, o(s, X,) dB, for alle ¢ > 0.

Betragt nu en ny filtrering (G;):>0 pa (2, F, P), som opfylder at FZ C G, for alle t, samt
betingelsen
V0<s<t: B — By er uathengig af g;.

Antag sa at (Y;) er en kontinuert proces, som er tilpasset mht. (G;), og som opfylder at
Jogna 1Y (5:w)[? d(m ® P)(s,w) < oo, for alle t > 0, samt at

t t
Yi=2 +/ b(s,Ys) ds —I—/ o(s,Ys) dBs,
0 0

for alle ¢ > 0. For sadanne processer fungerer entydighedsbeviset (fra eksistens og enty-
dighedssaetningen) stadig, og da lgsningen (X;)¢>o specielt er tilpasset mht. (G;);>o, kan
man saledes slutte at

PVMt>0: X, =Y;) =1.

Specielt bliver (Y;) faktisk nodt til at veere tilpasset mht. (F7), idet FZ jo indeholder alle
P-nulmaengder for alle ¢.

1.3 Definition. Lad (Y;) veere en stokastisk proces defineret pa sandsynlighedsfeltet
(Q,F, P), og lad (G;) veere en filtrering pa (2, F, P). Vi siger da, at (Y;) har uafhengige
tilvekster mht. (Gy), hvis folgende betingelse er opfyldt:

V0 <s<t:Y;—Y, er uathengig af g;.

2 Tidshomogenitet.

2.1 Definition. En tidshomogen Ito diffusionsproces er en stokastisk proces, som er
lpsning til en stokastisk differentialligning af formen:

{dXt = b(Xt> dt + U(Xt) dBt, t Z S, (2 1)

Xs = Ty,

hvor

(i) b: R* — R™ og o: R* — R™™ er malelige afbildninger, som opfylder Lipschitz
betingelsen:
16(z) = o)l + llo(z) o)l < Dllx —yll, x,y €R", (2.2)

for en passende konstant D > 0.



(ii) (Bi)i>o0 er en Brownsk bevaegelse defineret pa et sandsynlighedsfelt (§2, F, P).
(ili) zo € R™ og s € [0, o0.
2.2 Bemaerkning. Med b og o som i Definition 2.1 gaelder ogsa Lipschitz betingelsen:
[6@)]| + llo(@)]] < O+ |[z]]), =R,
for en passende konstant C' > 0. For x i R™ har vi nemlig at
[6(@)[| < [b(z) = b(0)]] + [[b(O)]] < Dll]| + [[b(0)[] < Cu(ll=]] + 1),

hvor C; = max{|[b(0)]|, D}. Tilsvarende fas at |o(z)|| < Caof||z| + 1), hvor Cy =
max{[|o(0)], D}.

Det fremgar altsa at b og o opfylder begge Lipschitz betingelser fra eksistens og entydigheds-
seetningen, og dermed har (2.1) en entydig lgsning, som vi det fglgende betegner med
(X" )i>s, nar det er underforstaet hvilken Brownsk bevaegelse, der betragtes i (2.1).

At processerne indfgrt i Definition 2.1 kaldes tidshomogene skyldes fglgende resultat:

2.3 Saetning. Lad (B;) veere en givet Brownsk bevagelse defineret pa sandsynligheds-
feltet (Q, F, P), og betragt den stokastiske differentialligning (2.1). Med notation som i
Bemeerkning 2.2, geelder da, at for vilkarlige s 1 [0, 00[ og « 1 R™ har processerne (X.7,)i>o
0g (X{™)i»0 samme fordeling.

Til beviset far vi brug for folgende opgave:

2.4 Opgave. Lad (B;);>o vaere en Brownsk bevagelse defineret pa sandsynlighedsfeltet
(2, F, P), og betragt den tilhgrende fuldsteendiggjorte filtrering H = (F)i>0 givet ved:

Fi=o({Bs|0<s<t})) VN,  (t>0).
Betragt videre et fast s > 0, og definér sa processen (Et)tzo ved:
B,= By, — B,, (t>0).

Det folger fra Opgave 2.12 i [Oksendal], at (Et) igen er en Brownsk bevaegelse. Betragt
endelig filtreringen G = (G;)>0 givet ved

G = Fupr, (t>0).

(1) Vis at <§t>t20 har uathaengige tilveekster mht. filtreringen (G;)s>o.

(2) Vis at <§t>t20 er en martingal mht. filtreringen (G)s>o.

Det folger fra (1) og (2), at man kan gennemfgre konstruktionen af Ito-integralet mht.
den Brownske beveegelse (Et)tzo for alle processer i klassen Vg(a,b), som vi tidligere har
defineret. Specielt geelder Ito-isometrien. Tilsvarende kan man (som bekendt) betragte
[t6-integraler mht. den oprindelige Brownske bevaegelse (B;):>o for enhver proces i klassen

VH(CL, b)



(3) Lad h veere et fast positivt tal. Vis, at der for enhver proces (¢(t))ic[s s+ 1 klassen
Vi(s,s + h) geelder at processen (¢(s +t))scpo,n tilhorer klassen Vg (0, h), og at

s+h h N
/ 6() dB, — / 6(s+1) dB..
s 0

[Vink: Antag forst at ¢ er en elementeer proces].

Bevis for Seetning 2.3. Lad s i [0, oo veere givet, og lad (ét)tzo veere som 1 Opgave 2.4.
For ¢ i [0, oo finder vi sa:

X (s+t)=x+ /S b(X**(u)) du + /S o(X**(u)) dB,

~

=ux+ /Ot b(X**(s+u)) du+ /Otcr(XS’“”(s—l—u)) dB,,

hvor vi har benyttet Opgave 2.4 (for tidsintegralet folger omskrivningen af velkendte
egenskaber for Lebesgue-integralet). Ovenstaende viser, at processen (X*%(s +t))i>o er
en lgsning til den stokastiske differentialligning:

X():':Ev

hvis man (i forste omgang) ser bort fra betingelsen om, at lgsningen skal veere tilpasset
mht. filtreringen

Di=oc({z}U{B,|0<u<t)) VN =c({B, | 0<u<t}) VN, (t>0).

Men (X*%(s +t));>0 er jo i hvert fald tilpasset mht. filtreringen (Fsi4)i>0, 0g ifolge Op-
gave 2.4 har den Brownske bevaegelse (Et)tzo uafhaengige tilveekster mht. (f5+t)t20 (jvi.
Definition 1.3). Da ogsa D; C Furs, folger derfor fra Bemaerkning 1.2, at (X5 (s + t))i>0
ér lgsningen til (2.3), dvs. (modulo en nulmaengde) (X**(s +t))i>0 = Fi (2, (Et)) (jvi.
Seetning 1.1). Det folger dernsest fra Seetning 1.1, at (X*%(s+1)):>0 har samme fordeling

som processen Fy,(z, (By)) = (X%*(t))i>o0- u

3 Markovegenskaben.

Vi skal fgrst vise et generelt resultat om betingede middelveerdier. Betragt et sandsyn-
lighedsfelt (€2, F, P). For enhver B(R") ® F-malelig, begraenset funktion h: R” x 2 — R
skal vi betragte funktionen ¢ : R — R, givet ved:

on(z) =E{h(x,)}, x€R™

3.1 Lemma. Betragt et sandsynlighedstelt (0, F, P), og lad D vare en del-o-algebra af
F. Lad videre X :  — R" vare en D-malelig atbildning, og lad g: R™ x Q@ — R™ vaere
en B(R") ® F-malelig afbildning, som opfylder folgende to betingelser:
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(a) Ve € R™: g(x,-): Q@ — R"™ er uatheengig af D.

(b) YVw € Q: g(-,w): R" — R™ er kontinuert.

For enhver begraenset Borel funktion f: R — R gaelder da:
E{f0g(X(:).) | D} = ¢rog 0 X. (3.1)

Bevis. Vi opdeler beviset i tre dele.
1°. Vi viser forst (3.1), i tilfseldet hvor f: R™ — R er en kontinuert begreaenset funktion.
Seet h = fog: R" x Q2 — R, og bemeerk at h opfylder betingelserne:

(a’) Vo € R": h(zx,-) er uathengig af D.

(b’) Yw € Q: h(-,w) er kontinuert.

Antag forst, at X er en simpel stokastisk variabel, altsa at

X = Z&lej,
j=1

for passende k € N, aq,...,a, € R" og disjunkte Dy,..., D, € D, hvor Ué?:le = Q.

Bemeerk sa at
k

h(X(w),w) =Y h(ay,w) - 1p,(w),

=1

for alle w i Q. Det folger derfor vha. (a’), at

E{h(X().) | D} = > E{h(0;.") - 1n,() | D}
=2 1,E{h(ey,") | D}

k
=> 1pE{h(a;,)}.
j=1
Pa den anden side finder vi, at
k k
pnoX = wn(e)-1p, = > Efh(aj,-)}-1p,,
j=1 j=1

og dermed folger (3.1) i dette tilfeaelde.



For en generel D-malelig afbildning X : Q@ — R”™ kan vi veelge en folge (X}) af simple
D-malelige afbildninger X : €2 — R", saledes at

Vw € Q: Xi(w) = X(w), for k — oo.
Pga. (b’) folger sa at ogsa
Vw € Q: h(Xp(w),w) = h(X(w),w), fork— oco.

Ved hjalp af Jensen’s ulighed for betingede middelveerdier finder vi sa, at

[E{R(X0(),) | D} = B{R(X (), ) | DY, = Bf [E{R(l) - ) | DY}

< E{]E{|h(Xk(-), ) = WX (), )] | D}}
=E{|h(Xx(), ) — M(X (), )]}

- O
k—o0

hvor vi til sidst benytter majoriseret konvergens. Vi har altsa at E{h(Xy(-), ) | D} —
E{h(X(-),) i L}(P), og ved at overga til en delfglge, kan vi sa antage at

E{n(Xi(-),") | D} = E{h(X(),")} ns.

Bemaerk pa den anden side, at funktionen x +— ¢p,(x) = E{h(z,-)} er kontinuert pga. (b’)
og majoriseret konvergens. Det fglger derfor, at

Yw € Q: pp 0 Xi(w) — ¢po X(w), for k— oo.
lalt fglger nu, at
E{h(X(-),") | D} = lim E{h(Xi(-),") | D} = lim @0 Xy =@p0X, ns.,

k—oo
som gnsket.

2°. Vi viser dernaest (3.1) i tilfeeldet f = 14, hvor A € B(R™). Hvis A er et abent interval
i R™, kan vi veelge en folge (fi) af kontinuerte funktioner fi: R™ — R, saledes at

o fi(x) €10,1] for alle z i R™.
o fi(x) / f(x) for alle x i R™

k—o0

Specielt geelder sa for hvert w i €2, at fr 0 g(X(w),w) /" 140 g(X(w),w) for k — co. Det
folger sa fra 1° og Seetning 1.4(g) i [M. Jacobsen], at

E{la0g(X(),) | D} = lim E{fx 0 g(X(-),") [ D} = lim ¢j,090 X = 1,090 X, 5.,

hvor vil til sidst benytter, at for alle z i R™ geelder, at
prkog@:) = E{fk © g(% )} / E{lA © g(% )} = SOIAOQ(x)> for k — oo,
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ved monoton konvergens.

Betragt nu klassen
C = {AEB }E{leg |D} gplegoan}

Det ses let, at C er lukket overfor “\”, og praecis som ovenfor ses at C ogsa er lukket
overfor “ 7 ved anvendelse af Seetning 1.4(g) i [M. Jacobsen| og monoton konvergens.
Vi har tillige netop set, at C indeholder systemet af alle abne intervaller i R", som er et
N-stabilt frembringersystem for B(R™). Det folger dermed fra Lemma 1.1 i [M. Jacobsen],
at C = B(R"), som gnsket.

3°. Vi viser endelig (3.1) for en generel begraenset Borel funktion f: R — R. Hvis f er en
positiv, simpel Borel funktion, kan vi skrive f pa formen: f = 25:1 B;1a;, for passende
keN, By,...,0k € 10,00 og Ay,..., A € B(R"). Det folger sa fra 2° og linearitet, at

E{fog(X(:),") | D} = ¢pog0 X.

For en vilkarlig positiv, begraeenset Borel funktion f: R™ — R, kan vi veelge en folge (fx)
af simple positive funktioner fi: R™ — R, saledes at fi(x) /" f(x), k — oo, for alle = i
R"™. Som ovenfor fglger sa (vha. Seetning 1.4(g) i [M. Jacobsen| og monoton konvergens),
at

E{fog(X |D}:hm]E{fkog ‘D}—hmgafkogoX Pfog © X, N.S.

Endelig opnas (3.1) for en generel begreenset Borel funktion f: R™ — R ved at splitte f i
positiv- og negativ-del: f = f* — f~ hvor f© = max{f,0} og f~ = —min{f,0}. [ ]

Vi skal i det folgende betragte et fast sandsynlighedsfelt (€2, F, P) og en m-dimensional
Brownsk bevaegelse (By);>o defineret herpa. Med (F;);> betegner vi som szedvanlig den
fuldsteendiggjorte filtrering genereret af (B;). Vi skal ligeledes betragte givne malelige
afbildninger b: R® — R" og o: R" — Rnxm, som opfylder Lipschitz betingelsen (2.2).
Husk sa, at for x i R” betegner vi med (X ) lgsningen til differentialligningen

dXt = b(Xt) dt + O'(Xt) dBt, t 2 O,
Xo =X.

For en begraenset Borel funktion f: R®™ — R skal vi endvidere betragte funktionen
Us: [0, 00[xR" — R givet ved:

Uyt z) = E{f(X)")}, te€0,00], z€R™ (3.2)

3.2 Satning. (Markov-egenskaben) Lad (X;) vare en tidshomogen It6 diffussion-
sproces, dvs. (X;) = (X™) for et passende xzo i R”. For enhver begraenset Borel funktion
f: R" — R og vilkarlige s, h > 0 gaelder da, at

E{f(Xsn) | Fs} = Up(h, X,) = Wp(h,) 0o X,, ns.



Bevis. Betragt et fast s i [0, 00[. Ved anvendelse af Opgave 2.4, finder vi sa for ¢ i [0, oo,
at

s+t s+t
Xert = o +/ b(X,) du +/ o(X,) dB,
0 0

~ (w0 + /0 “b(X,) du+ /0 (X)) aB,) + / " hX) dut / " o(X.) dB.

o~

t t
oyt / B(Xor) du+ / (Xora) dBo,
0 0

hvor (Eu)uzo er den Brownske bevagelse givet ved: Eu = Bsiy — Bs for u > 0. Bemaerk

~

at X, er uatheengig af (B,).>0, idet X er Fy-malelig. Ovenstaende viser, at processen
(Xsi)t>0 er en lpsning til den stokastiske differentialligning:

dY; = b(Y;) dt + o(Y;) dB,, t >0,
Yb = Xsa

hvis man (i forste omgang) ser bort fra betingelsen om, at lgsningen skal veere tilpasset
mht. filtreringen

Di=oc({X,JU{B,|0<u<t})VN, (t>0).

Men (X;1+)i>0 er jo i hvert fald tilpasset mht. filtreringen (Fsi+)i>0, 0g ifolge Opgave 2.4

~

har (Bi)i>o uathengige tilvackster mht. (.7-"s+t)t20. Bemerk ogsa at D, C F,,, for alle
t > 0. Det folger derfor fra Bemaerkning 1.2, at (Xi+)i>0 ér lopsningen til (2.3), dvs.
(modulo en nulmaengde) (Xsi¢)i>0 = Fyo(Xs, (Br)) (jvf. Seetning 1.1).

Betragt nu et fast h > 0 og definér afbildningen g: R™ x €2 — R" ved:
9(x,w) = [Foo(z, (E))} (hyw), zeR", wel
Ifplge ovenstaende har vi sa at
Xoin(w) = 9(Xs(w),w), for naesten alle w.

Idet F},, er malelig (jvf. Seetning 1.1(a)) bliver g B(R") ® F-malelig. Bemeerk ogsa, at for
ethvert z i R™ er g(x,-) mélelig mht. o({B, | t > 0}) og dermed uafhzngig af F,. Da Fy o
er kontinuert i fgrste variabel (jvf. Seetning 1.1) fremgar videre, at for hvert fast w i Q er
g(+,w) kontinuert pa R™. Alle forudsetninger er saledes opfyldte for, at vi kan benytte
Lemma 3.1 i tilfeeldet D = F, (husk at X, ér F,-malelig). For en vilkarlig begreenset
Borel funktion f: R™ — R finder vi saledes, at

E{f(XS+h) ‘ fs} = E{f og(Xs(')7 ) ‘ ‘7:-8} = Pfog © st n.s. (33)

Bemaerk her, at for x i R™ har vi
Prog(®) = E{f o g(z,")},
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og her er N
9(x,) = [Foo(z, (B)](h, ).

Ifplge Seetning 1.1 har processerne Fy, ,(x, (By)) og Fyo(z, (By) = (X))o samme fordel-
ing, sa specielt har den stokastiske variabel g(z,-) = [F} (2, (B;))](h, -) samme fordeling
som [Fy(x, (By))](h,-) = X", Dette medforer, at

@fog(m) = E{f Og($, )} = E{f(X}?J)} = \Ilf(hwr)'

Indsaettes dette i (3.3), opnas den gnskede formel. u

4 Den Staerke Markovegenskab.

I dette afsnit skal vi -lgst sagt- vise, at Seetning 3.2 stadig geelder, hvis det faste tidspunkt
t erstattes af et stokastisk; dvs. af en stoppetid. Vi starter med nogle generelle overvejelser
omkring stoppetider, hvor vi dog i de fleste argumenter ngjes med at betragte stoppetider,
som kun antager veerdier i en teellelig meengde (for simpelheds skyld).

I det folgende betragter vi en ikke-tom maengde 2 og en voksende familie (M;);>o af
o-algebraer af delmaengder af €).

4.1 Definition. En funktion 7:  — [0, oo[ kaldes en stoppetid mht. (M;)>o, hvis
Vi>0: (1 <t)eM,. (4.1)

4.2 Bemaerkning. Hvis 7 er en stoppetid mht. filtreringen (M;);>0, sa geelder for ethvert
t >0, at
(T=1)=(1<t)\ (Unen (t <t — 1)) € M,. (4.2)

Men omvendt vil (4.2) generelt ikke medfare (4.1).

4.3 Definition. Lad 7 veere en stoppetid mht. filtreringen (M;);>0, og lad M, betegne
den mindste o-algebra, som indeholder M, for alle ¢. Vi definerer sa:

M, ={N e M, |Nn(r <t)e M, for alle t}.
4.4 Opgave. Lad M., veere som i Definition 4.3. Vis, at M. er en o-algebra.

4.5 Definition. Lad 7 veere en stoppetid mht. filtreringen (M,):>0, og lad (X;) veere en
n-dimensional stokastisk proces, som er tilpasset mht. (M;);>o. Vi definerer da afbild-
ningen X,: Q — R" ved:

XT(w) = XT(W) (w), (w € Q)

4.6 Lemma. Lad 7 vere en stoppetid mht. filtreringen (M,);>0, og lad (X;) vere en

n-dimensional stokastisk proces, som er tilpasset mht. (My);>o. Hvis (X;) er kontinuert,
sa er X, M, -malelig.
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Bevis. For simpelheds skyld skal vi antage, at 7 kun antager veerdier i en teellelig maengde
T C [0, 00[ (f.eks. Q4 ). I dette tilfeelde far vi ikke engang brug for, at (X;) er en kontinuert
proces.

Lad H veere en Borel maengde i R". Vi skal vise, at (X, € H) € M., altsa at
Vi>0: (X;e H)N(r <t) e M,.

Vi finder, at
(X,eH)nr<t)=J((X-eH)Nn(r=5)N(r<t))
=J((X,eH)n(r=s)n(r <1))
= |J (xvemn(r=9),

og her gaelder at
(Xs€e H)N (T =35) € Mg C M,
for alle s i T, som opfylder at s < t. [ ]

Vi vender nu tilbage til at betragte et sandsynlighedsfelt (€2, F, P) og en m-dimensional
Brownsk beveegelse (B;) defineret pa (2, F, P). Som altid betegner (F;)¢>o den fuld-
staendiggjorte filtrering genereret af (By)i>o.

4.7 Lemma. Lad T vere en stoppetid mht. (.7:})720, og betragt processen (§t>t20 givet
ved: R
Bt - BT+t - BT) (t Z O)

Sa er ([A?t) en Brownsk bevacgelse, som er uafhangig af F;.

Bevis. Vi skal igen antage at 7 kun antager veerdier i en teellelig maengde 7' C [0, ool.
Bemaerk forst, at hvis A € F,, sa gaelder at

An(r=t)=An(r<t)\( | An(r<9) e F,

seT,s<t

for alle ¢t > 0. Specielt er AN (7 = t) uathengig af B, — B, for alle s,t > 0 (jvf.
Opgave 2. 4) Vi finder derpa for vilkarlige 0 < t; < ty < --- < ty og Hy,Hs, ..., Hy 1
B(R™), at

P((By, € Hy, By, € Hy,..., By, € Hy,) N A)

:ZP((Etl €H1,§t2 €H27...,§tk € H)NAN(r=t))

teT

= P((Bigt, = Bi € Hy,Biyy, = By € Hy, ..., By, — Bi € Hy) N (AN (7 =1)))

teT

=> P(Biyy, ~Bi € H,Bip, — B € Hy,..., By, — Bi € Hy)P(AN (T =1)).

teT
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For fast ¢ er processen (Byys— Bt)s>0 som bekendt en Brownsk bevaegelse (jvf. Opgave 2.4),
og det fglger derfor, at

P(Bist, — By € Hi,Byy, — By € Ha, ..., By, — By € Hy,)
= P(By, € H1,By, € H,,...,B;, € Hy).
Vi finder derfor, at
P((By, € H\,By, € H,..., By, € Hy,) N A)

=> P(B, € Hi,By, € Hy,..., B, € Hy)P(AN (1 =1)) (4.3)

teT

— P(By, € Hy,B,, € Hy,..., By, € H;)P(A).

Seettes nu A = Q, sa viser (4.3), at (B,) er en Brownsk bevaegelse. Og for generelt A fra
F, folger derneest, at

P((B,, € Hi,By,, € H,...,B,, € H)NA) = P(B,, € H,,B,, € Hs,...,B,, € H,)P(A),
hvilket viser, at (Bt) er uafhzengig af F,. ]

4.8 Lemma. Lad 7 vare en stoppet1d mbht. (]—Zt)t>0, og betragt den Brownske bevaegelse
(Bt)t>0 fra Lemma 4.7. Sa har (Bt)t>0 uathaengige tilveekster mht. (F;)e>o. Specielt er
(Bt>t20 en martingal mht. filtreringen (Fyi;)so.

Bevis. Vi bemerker forst, at (Et)tzo er tilpasset mht. filtreringen (j}r+t)t20' Anvendes
nemlig Lemma 4.6 pa stoppetiderne 7 4+t og 7, sa fremgar at B, er .7-}+,5A—mélelig, og at
B, er F,-malelig og dermed F,,,-malelig. Dermed bliver ogsa differencen B, = B,.; — B;
Fri-malelig.

Betragt nu s,t i [0, 00[, hvor s < ¢, og bemeerk at
-/ét - Es = BT+t - BT+S'

Anvendes nu Lemma 4.7 pa stoppetiden 7 + s, sa fglger at processen (Bris+h — Bris)n>0
er en Brownsk beveegelse, som er uatheengig af ;5. Specielt er B;,; — B,y uathaengig
af F,.g, og det folger sa, at

E{Et ’ f‘7-+s} - ]E{B\S + (ét — B\s) ’ f‘7-+3}
:§S+E{§t—§5 ‘ ﬁ7+s}

B.+E{B - B.)

I
o)

som gnsket. []
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4.9 Satning. (Den staerke Markov-egenskab) Lad (X;) vere en tidshomogen It
diffussionsproces, dvs. (X;) = (X)) for et passende o i R”. Lad videre T vare en
stoppetid mht. filtreringen (.7:})1520. For enhver begranset Borel funktion f: R" — R og
et vilkarligt h > 0 geelder da, at

E{f(Xrsn) | Fr} = Up(h, X;) = Uy(h,-) 0 X,, 1,
hvor W¢: [0, 00[xR"™ — R er defineret ved (3.2).

Bevis. Beviset er analogt til beviset for Seetning 3.2. Betragt den Brownske bevaegelse
(Bi)i>0 fra Lemma 4.7. Ved en analog til Opgave 2.4 for stoppetider, finder vi nu for s i
[0, 0],

T+s T+s
X,1s = 1 +/ b(X,) du +/ o(X,) dB,
0 0

= (wo+ /O "B(X,) du+ /O "o(x,) dB,) + / "Xy dut / " 0(x,) aB.

~

=X, +/ b(X;pw) du —I—/ 0(Xr4u) dBy,
0 0

Bemeerk at X, er uatheengig af (B\s)szo, idet X, er F,-malelig, og (Es)szo er uafhengig
af F, ifplge Lemma 4.7. Ovenstaende viser, at processen (X, s)s>0 er en lgsning til den
stokastiske differentialligning:

dY, = b(Y,) d Y,) dB,, s> 0,
{ (V) ds + o(Y5) s>0 (4.4)

YE):XT7

hvis man (i forste omgang) ser bort fra betingelsen om, at lgsningen skal veere tilpasset
mbht. filtreringen

Dy=oc({X,}U{B,|0<u<s}) VN,  (s>0).

Men (X, 4s)s>0 er jo i hvert fald tilpasset mht. filtreringen (F,s)s>0 ifolge Lemma 4.6,

~ ~

og ifplge Lemma 4.8 er (B;)s> en martingal mht. (F,5)s>0. Bemaerk ogsa at Dy C F, g
for alle s > 0. Det folger derfor fra Bemeerkning 1.2, at (X, 4)s>0 ér lgsningen til (4.4),
dvs. (modulo en nulmeengde) (X;45)s>0 = Fio(Xr, (Bs)).

Betragt nu et fast A > 0 og definér afbildningen g: R™ x (2 — R" ved:
g(z,w) = [Foo(z, (By)] (h,w), z€R", weq.
Ifplge ovenstaende har vi sa at
Xrin(w) = g(X;(w),w), for naesten alle w.

Bemzrk, at for ethvert x i R er g(z, -) malelig mht. cr({f?s | s > 0}) og dermed uafheengig
af . (Lemma 4.7). Da F,, er kontinuert i forste variabel (jvf. Seetning 1.1) fremgar
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videre, at for hvert fast w i {2 er g(-,w) kontinuert pa R™. Alle forudsaetninger er saledes
opfyldte for, at vi kan benytte Lemma 3.1 i tilfeeldet D = F, (husk, at X, er F,-malelig).
For en vilkarlig begreenset Borel funktion f: R™ — R finder vi saledes, at

E{f(XT+h) | ﬁT} = E{f og(XT(')v ) ‘ J%’r} = ¢fog OXT, n.s. (45>

Bemeerk her, at for x i R", har vi

Pfog(w) = B{f o g(x,-)},

og her er

9(x;) = [Foo(x, (B)](h, ).
Ifglge Seetning 1.1 har processerne Fj, ,(z, (By)) og Fyo(z, (By)) = (X%7%) 450 samme fordel-
ing, sa specielt har den stokastiske variabel [Fy,(z, (B
[Fyo(z, (By))](h,-) = X;". Dette medfgrer, at

Gog(w) = E{f 0 g(z,")} = E{f(Xp")} = s (h, ).

Indsaettes dette i (4.5), opnas den gnskede formel. u

))](h,-) samme fordeling som
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