Den Brownske Bevaegelse

N.J. Nielsen

1 Notation

I dette notesaet vil vi generelt benytte samme notation som i det gvrige undervisningsma-
teriale i MM23. For ethvert n € N betegner B,, Borelalgebraen pa R, og hvis (Q, F, P) er
et sandsynlighedsrum, X: 2 — R™ en stokastisk variabel, lader vi X (P) betegne forde-
lingsmalet (billedmalet) pa R™ for X, dvs

X(P)(A) = P(X~1(A)) for alle A € B,. (1.1)

Hvis n € N, lader vi (-, ) betegne det indre produkt (prikproduktet) pa R", dvs for alle
x=(x1,22,...,2,) € R og alle y = (y1,¥2,...,Yn) € R" har vi

(z,y) = ijyj. (1.2)

Alle vektorrum, som optreeder i disse noter, antages at veere reelle, med mindre andet er
naevnt.

Endelig vil vi lade m,, betegne Lebesguemalet pa R™ og setter m = m,.

2 Karakteristiske funktioner og normalfordelingen

Vi starter med folgende definition:

Definition 2.1 Lad n € N og lad j1 vere et Borel-sandsynlighedsmal pa R™. Den karakte-
ristiske funktion o, : R" — C for p er defineret ved:

ou(y) = / e du(z)  for alle y € R™. (2.1)

Folgende eksempel viser at der er en forbindelse mellem Fouriertransformen og karakteri-
stiske funktioner.



Eksempel 2.2 Lad h € Ly(R), h > 0 med [°._h(z)dz = 1. St
u(A) = / h(z)dz  for alle A € B. (2.2)
A

Da gelder ¢, (y) = v 21h(—y) for alle y € R (h betegner Fouriertransformen,).
Vi har nemlig for alle y € R

o) = [ evduta) = [ evhiarts = Vai(-y). 2.3

—0o0 o0

I MM506 har vi vist folgende seetning i tilfeeldet n = 1.
Seetning 2.3 Tilordningen u — ¢, er en-entydig.

En klassisk seetning af Bochner giver sammen med Saetning 2.3, at tilordningen p — ¢,
giver en en-entydig korrespondance mellem Borel-sandsynlighedsmal pa R™ og de kontinu-
erte, ikke-negativt definite funktioner fra R"™ til R.

Definition 2.4 Lad (2, F, P) vere et sandsynlighedsrum og lad X: Q — R" vere en
stokastisk variabel. Den karakteristiske funktion ¢x for X defineres som ox = ©x(p).
Dette giver

ox(y) = / ) X (P) = / (X p (2.4)
n Q

for alle y € R™.

Det fremgar umiddelbart af Seetning 2.3 og Definition 2.4, at to n-dimensionale stokastiske
variable (ikke ngdvendigvis defineret pa samme sandsynlighedsrum) har samme fordeling,
hvis og kun hvis deres karakteristiske funktioner er ens.

Vi minder om, at en symmetrisk, reel n x n matrix C' kaldes positiv definit, hvis

(Cx,z) >0 foralle x € R"\ {0}. (2.5)

Vi vil nu definere og kort beskrive normalfordelte stokastiske variable. Vi far mest brug
for det 1-dimensionale tilfaelde, men i beviser som involverer uafhengighed er det ofte
ngdvendigt ogsa at betragte flerdimensionale normalfordelinger. Vi indfgrer folgende defi-
nition

Definition 2.5 Lad C vere en symmetrisk, positiv definit n X n matriz og lad & =

(617627 cee 7571) e R"™.

En n-dimensional stokastisk variabel X siges at vere normalfordelt N(&,C), hvis X har
en tethedsfunktion f givet ved

f(z) = !

(27)7/2(det C)2

exp(—5(C7H - 8,2~ ) (2.6

for alle x € R™.



Eksempel 2.6 Lad (2, F, P) vere et sandsynlighedsrum og lad X :  — R vere en sto-
kastisk variabel, € € R og 0 > 0. X siges at vere normalfordelt N (&, 0?), hvis X har en
tethedsfunktion f givet ved

= (=50 = ). 27)

fla) = -

Det ses forholdsvis let at EX =& og VX = o2,

For at retfeerdiggore definition 2.5 skal vi vise, at funktionen f givet ved (2.6) faktisk er
en taethedsfunktion, dvs f > 0 og fRn fdm, = 1.1 MMb506 har vi vist, at fgivet ved (2.7)
er en taethedsfunktion i det 1-dimensionale tilfeelde. Vi far brug for fglgende lemma, som
er velkendt fra MM501 og MMb506:

Lemma 2.7 Der gelder folgende formel
/ e 2% dy = \/27. (2.8)
Ved integraltransformation fas:

/_OO exp(—%(w — &)%) dx = o2 (2.9)

o0

Lemmaet giver umiddelbart, at funktionen f givet ved (2.7) er en teethedsfunktion. For at
vise at det ogsa geelder i hgjere dimensioner far vi brug for lidt lineser algebra.

Saetning 2.8 Funktionen [ givet ved (2.6) er en tethedsfunktion.

Bevis: Lad os for simpelhedens skyld antage at ¢ = 0. Da C og dermed C~! er symme-
trisk, har R™ en ortonormal basis (ej) ', bestaende af egenvektorer for C'. Lad \; veere
egenveerdien svarende til e;. Da C~! er positiv definit, ses det at Aj >0forallel <j<n.
For ethvert x € R™ har vi

n

T = Z(m,q)ej (2.10)

j=1
og dermed

Cly = Z iz, e;)e; (2.11)

j=1

og

(C™ o, x) Z)\ z,ei)?. (2.12)
Lad U: R™ — R" veere defineret ved

Uz = ((z,¢;))j—, foralle xz € R™ (2.13)
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U er en isometri, da vi for alle x € R™ har

n

|U]? =z, e5)® = 1Dz, e)esl* = |l
j=1

J=1

og det er ogsa let at se, at U er pa. Da Lebesguemalet er rotationsinvariant er U(m,,) =
m,,.Vi finder nu

/n eXp(—%<Clx,x>)dmn(a:) - /n eXp(_% Z/\j@f?, e;)?)dm,(z) (2.14)
= /n exp(—%Z/\j(Ux)?)dmn(x)
— /n exp(—% Z )\jfi)dmn(x)

n 00 1
— H/ eXp(—E)\Jx?)dx]

H?: 1 )\.7

1 I~
= (27’(’)”/2\/ch_1 = (27T)n/2 det C,

hvor vi ved det tredie lighedstegn har benyttet at Lebesguemalet m,, er rotationsinvariant
(eller sagt pa en anden made: vi transformerer integralet med U, som har en Jacobiant
med numerisk veerdi 1), og ved det femte lighedstegn har benyttet Lemma 2.7. O

Beviset for den neeste satning overlades til leeseren:

Seetning 2.9 Ladn € N og lad § 0g C = (cjx) vaere som i Definition 2.5. Hvis X = (X;)}_,
er en n-dimensional stokastisk variabel, som er normaltfordelt N (&, C'), sa gelder der:

EX = ¢ (2.15)
COU(Xj,Xk) = E(Xj - 5])(Xk - fk:) = Cjk 1 S j,]{f S n. (216)

Vi vil nu udregne den karakteristiske funktion for en normalfordelt stokastisk variabel. I
fandt vi dette i dimension 1, se [3] eller seetning 2.11 nedenfor. I [3] viste vi ogsa fplgende
lemma, som vi ogsa her far brug for.

Lemma 2.10 For ethvert y € R gelder

/ e 2 qp = \/or. (2.17)



Bevis: Beviset kraever kompleks funktionsteori, sa vi giver kun en skitse.

For ethvert N € N lader vi Ry betegne rektanglet bestemt ved punkterne —N, N, —N —iy
og N —iy. Da funktionen e~2%" er holomorf i C, vil

/ e 2% dz =0, (2.18)
ORpN

hvor vi har integreret langs randen af rektanglet i positiv omlgbsretning (mod uret). Inte-
gralet spaltes nu i kurveintegralerne langs de fire sider. Det ses umiddelbart, at integralerne
langs de lodrette sider gar mod 0 for N — co. Sammen med (2.18) giver dette

/ e 2 (7= gy :/ e 2% dy = /27, (2.19)

O

Vi starter med at finde den karakteristiske funktion for en en-dimensional normalfordelt
stokastisk variabel.

Saetning 2.11 Lad (0, F, P) vere et sandsynlighedsrum, og X:  — R en stokastisk

variabel. X er normalfordelt N (&, 0?), hvis og kun hvis

ox(y) = e 27V e for alle y € R. (2:20)

Bevis: Lad forst X veere normalfordelt N(0,1). Vi finder da

ox(y) = /_OO ¢ X (P)(x) (2.21)
1 > iywe—%xQ x
= E/Ooe d

—1,2 1 * iyr —La? 1,2
= ¢ 2 eWe 2" L e2¥ dx
— 00

V2r

12 1 * —Lamiy)? 1,2
= ¢ 2Y e 2T dy = e 2V,
— 00

V2r

Antag nu at X er normalfordelt N (¢, 0%) og saet Z = 2%, Da Z er normalfordelt N(0,1)
og X =&+ oZ, far vi af det ovenstaende

exty) = [ " X 4P () (2.22)

o0

S
— eify / eiyaZdP

—00

= Wipy(oy) = V. eV



Antag derefter at ¢x er af formen (2.20) og lad Y veere normalfordelt N (€, 0?). Ifglge det
allerede viste vil py = @x, og af entydighedssatningen for karakteristiske funktioner fas
nu, at X har samme fordeling som Y. O

Vi vil nu vise den analoge seetning til Saetning 2.11 for flerdimensionale normalfordelinger.

Saetning 2.12 Lad (Q, F, P) vere et sandsynlighedsrum, n € N og X : Q — R" en stoka-
stisk variabel. Hvis & € R™ og C' er en symmetrisk, positiv definit n X n matriz, sa er X
normalfordelt N (&, C') hvis og kun hvis

, 1
ox(y) = e exp(—§(0y,y>) for alle y € R™. (2.23)

Bevis: Lad forst X vaere normalfordelt N(0,C) og lad (e;)7_;, (A;)j=, og U veere valgt
som 1 Seetning 2.8. Ved benyttelse af (2.12) finder vi

n

\/detC(Qﬂ')n/Q(prj):/ exp(i(y, >)exp(—%<01x,az>)dmn(:c) (2.24)

- / exp(i Y (), e;)) expl ——ZA 7, ¢5)?)dm, ()

=op(—5 3y el [ TTewt5/Ane) — i e Piima)

J

= exp(5C00)) || TTe(-5 (WA, i, ma )

J

(y. €;))*)dm, (x)

= exp(—%(Cy,y)) /n Hexp \/_xj

= exp(— C’y ) H/ exp(— \/_xj
= exp(—E(Cy, y))(2m)?Vdet C.

\/_J
W y,e]>)2dxj

Vi har i de ovenstaende regninger benyttet Lemma 2.7 og Lemma 2.10.

Hvis X er normalfordelt N(&,C) sa er Z = X — £ normalfordelt N(0,C'), sa vi finder

@X(y) — / X gp — / N+ 2) ap — €i<£7y>¢z(y) — ei<£,y>€f%<0y7y> (2_25)
Q Q

for alle y € R™.

Resten af ssetningen fglger af entydighedsssetningen for karakteristiske funktioner. O



I det fglgende vil vi kalde en n-dimensional stokastisk variabel X for normalfordelt, hvis
der findes et £ € R og en ikke-negativ definit matrix C, sa ¢x opfylder (2.23). Vi kraever
sa ikke leengere, at C' er invertibel. Denne generalisering af normalfordelte stokastiske vari-
able har betydning, nar vi betragter linearkombinationer og graensevaerdier af (ssedvanlige)
normalfordelte stokastiske variable. Eksempelvis kan vi betragte en konstant ¢ € R som en
normalfordelt stokastisk variabel med middelveerdi ¢ og varians 0.

Vi vil nu karakterisere n-dimensionale normalfordelte stokastiske variable ved egenskaberne
af deres koordinatfunktioner.

Saetning 2.13 Lad (2, F, P) vere et sandsynlighedsrum, og lad X;: Q — R vere stoka-
stiske variable. Hvis X = (X1, Xo, ..., X,,): Q — R", sa er folgende to udsagn @kvivalente:

(i) X er normalfordelt
(i1) Enhver linearkombination af X; ’erne er normalfordelt.

Bevis: (i) = (ii). Lad X veere normalfordelt N(§,C), lad t,ta,...,t, € R og seet
Y = 2?21 t;X;. Vi skal vise, at Y er normalfordelt. Hvis ¢t = (t1,%2,...,t,), sa ser vi
straks, at (t, X) =Y. Med denne observation far vi for ethvert y € R:

oy(y) = /OO exp(iyY)dP = /00 exp(i(yt, X))dP (2.26)

—0o0 —0o0
. 1
= ox(yt) = " exp(—y*(Ct, 1)),
Seetning 2.11 giver nu, at Y er normalfordelt med middelveerdi (£, ¢) og varians (Ct, t).

(ii) = (i). For ethvert i < j, k < n satter vi
i = E(X; — EX;) (X — EX}) (2.27)

og lader C' = (¢y;), £ = (EXy, EXy, ..., EX,). Vivil vise, at X er normalfordelt N (&, C).

Lad y = (y1,¥2, .- -, yn) € R™ vaere vilkarlig. Da (y, X) = Z?:l y; X;, folger det af forud-
seetningerne, at (y, X) er normalfordelt med E(y, X) = (y, FX) og varians

0<V({y. X)) = E({y. X - EX))* (2.28)

= EQ)_y(X; — EX;))?

Jj=1

= > yimei = (Cy,y).

=k
(2.28) giver specielt at C' er ikke-negativ definit.

Vi finder nu ved anvendelse af Seetning 2.11

pxtu) = [ explily, )P = (1) = eplil &) = 5(Co)). (229

7



hvilket ifplge Seetning 2.12 giver, at X er normalfordelt N (¢, C). O

Hvis NV er en familie af stokastiske variable pa et sandsynlighedsrum (2, F, P), sa kaldes
elementerne i N for ukorrelerede, hvis cov(X,Y) = E(X — EX)(Y — EY) = 0 for alle
X,Y € N. Det folger umiddelbart, at hvis N er uafthaengig, sa er elementerne i N ukorrele-
rede. Vi skal nu se, at det omvendte gaelder for visse meengder af normalfordelte stokastiske
variable.

Saetning 2.14 Lad (2, F, P) vere et sandsynlighedsrum og lad X;: Q@ — R vere sto-
kastiske variable, sa X = (X1,Xa,...,X,): Q@ — R" er normalfordelt. Hvis X erne er
ukorrelerede, er de uafhengige.

Bevis: Lad £ € R" og C veaere covariansmatricen for X. Af forudseetningen fglger at det
er en diagonalmatrix med 0]2- = (V(Xj) i diagonalen. Hvis f betegner teethedsfunktionen
for X, og f; betegner taethedsfunktionen for X;, 1 <j <mn, saer

n n

F(@0, To, ) = (27)2 H(%) exp(—% Z(j-j)?) T, (230)

hvor vi har benyttet Saetning 2.13 til at slutte at X er normalfordelt for ethvert 1 < j <n.
(2.30) viser, at {X;, Xo,..., X, } er uathaengigt. O

Hvis vi kombinerer Seetning 2.13 med det foregaende far vi

Saetning 2.15 Lad (Q,F,P) og lad M C Lo(P) vere et underrum, saledes at ethvert
Y € M er normalfordelt. Hvis N C M er en delmengde, hvis elementer er ukorrelerede,
sa er N uafhaengig.

Bevis: Lad n € N og X1, Xs,..., X,, € N, og st X = (X1, Xs,...,X,,). Da enhver line-
arkombination af Xjerne tilhgrer M, er X normalfordelt ifglge Seetning 2.13. Da Xjerne
er ukorrelerede, er de uafhaengige ifglge Szetning 2.14. Dette viser at A er uathengig. O

Dette giver fglgende nyttige korollar.

Korollar 2.16 Lad M C Ly(P) vere som i Setning 2.15, og lad N C M vere en del-
mengde, hvis elementer alle har middelverdi 0. N er da uafhengig, hvis og kun hvis det
er en ortogonalmengde.

Vi naevner ogsa folgende velkendte saetning.

Saetning 2.17 Lad (2, F, P) vere et sandsynlighedsrum og X;: Q@ — R uafhengige, nor-
malfordelte stokastiske variable. Da gelder

(i) X = (X1, Xa,...,X,) er normalfordelt.



(1t) Enhver linearkombination af X;erne er normalfordelt.

Bevis: (i) folger ved direkte udregning, og (ii) folger af (i) ved benyttelse af Seetning 2.13. O

Vi slutter dette afsnit med fglgende szetning, som vi ofte skal benytte i det fglgende:

Saetning 2.18 Lad (Xy) C Lo(P) vere en folge af normalfordelte stokastiske variable.
Hvis X, — X i Ly(P), sa er X normalfordelt.

Bevis: For ethvert k € N satter vi &, = EXy, 07 = V(X}), £ = E(X), og 02 = V(X). Da
Xy — X i Ly(P), finder bi
& =E(Xy) — E(X)=¢ (2.31)

" o} = BE(X) — E(X}))* —» BE(X — E(X)) =0”. (2.32)

Vi vil vise, at X er normalfordelt N (&, 0?). For ethvert y € R finder vi
fox(v) = en )] < [ 67— eviap 23
Q
< |y|/ X, — X|dP < [yll|Xs — X[l — 0 for k — oo
Q

saledes at px, (y) — ¢x(y) for alle y € R.
Da X, er normalfordelt N (&, 02), giver Saetning 2.11 at der for ethvert y € R geelder

, 1 , 1
o, (y) = expliySe — 507y7) — exp(iyé — 50°y%). (2.34)
Dette viser, at
1
ox(y) = exp(iy€ — 502y2) for alle y € R, (2.35)
saledes at X er normalfordelt N (&, 0?). O

Bemrkning: I Saetning 2.18 kan det sagtens forekomme at ¢ = 0 saledes at X er en kon-
stant. Ved at kombinere Seetning 2.18 med Saetning 2.13 er det let at fa en flerdimensionel
version af Saetning 2.18. Denne version kan dog ogsa let fas direkte.

3 Den Brownske bevaegelse

I dette afsnit vil vi vise eksistensen af den vigtige stokastiske proces, som nu kaldes den
Brownske bevaegelse, og undersgge dens basale egenskaber.

Processen er opkaldt efter botanikeren Brown, som i 1828 observerede, at nar han opslem-
mede blomsterpollen i vand, sa bevaegede pollenkornene sig pa en tilsyneladende tilfeeldig
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made, hvor de hele tiden skiftede retning (prev selv!). Dette feenomen forklarede han (kor-
rekt) ved kornenes sammenstgd med vandmolekyler, men har ellers ikke medvirket til
udvikling af den matematiske teori for denne proces.

Det fgrste forsgg pa at give en matematisk definition af processen blev gjort af fransk-
manden Bachelier, som i slutningen af det 19. arhundrede prgvede at give en statistisk
beskrivelse af de tilfeeldige kursudsving pa aktiebgrsen i Paris. Den fgrste preecise matema-
tiske definition blev givet af Norbert Wiener i 1923, og processen kaldes derfor ogsa ofte
for Wienerprocessen.

Siden da har den Brownske bevaegelse spillet en stor rolle inden for ren matematik, anvendt
matematik og fysik, hvor den iseer benyttes i Einsteins relativitetsteori.

I matematisk finansieringsteori spiller den Brownske bevagelse en altdominerende rolle,
idet den er den genererende proces for naesten alle matematiske finansieringsmodeller.
Dette er ogsa tilfaeldet for Black-Scholes modellen, der som bekendt indbragte Nobelprisen
i gkonomi til skaberne.

I det folgende lader vi (Q, F, P) veere et fast sandsynlighedsrum.
Vi starter med fglgende definition:

Definition 3.1 En stokastisk proces i kontinuert tid er en familie (X;)i>o af reelle stoka-
stiske variable, defineret pa et sandsynlighedsrum (S, F, P).

Ved en stokastisk proces (X;);>o vil det ofte forekomme at vi kun betragter X, for ¢ i et
interval [0, R].

Vi far brug for folgende definition:

Definition 3.2 Lad (F;)i>0 vere en familie af del-o-algebraer af F, saledes at Fs C Fy
for alle s < t. En stokastisk proces (X;)i>o kaldes tilpasset, hvis Xy er Fy-malelig for ethvert
t>0.

Definition 3.3 Lad (F;) vare som i Definition 3.2, og lad (X;) C Li(P) vere en (F)-
tilpasset proces. (X;) siges at vaere en submartingale, hvis

X < E(Xi|Fs)  for alle s < t. (3.1)

Huvis der for alle s < t geelder lighedstegn i (3.1), kaldes (X;) en martingale. (X;) kaldes
en supermartingale hvis (—X;) er en submartingale.

I MM513 har vi udviklet en teori om folger af stokastiske variable, som er martingales.
Mange af vore resultater kan umiddelbart overfgres til kontinuert tid. Man skal dog passe
pa, nar det geelder konvergenssaetninger og resultater, som omhandler stoptider.

Folgende definition er vigtig.
Definition 3.4 En proces (X;) pa (2, F, P) kaldes kontinuert, hvis der for n.a. w € Q

geelder at funktionen t — X, (w) er kontinuert i t.
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En proces (Y;) siges at have en kontinuert version hvis der findes en kontinuert proces (X;)
saledes at P(X; = Y;) = 1 for alle t > 0. Hvis (X;) er en proces pa (€2, F, P), sa kaldes
funktionerne t — X;(w), w € €, for processens udfaldsfunktioner.

Det er nu pa tide at definere den Brownske bevaegelse.

Definition 3.5 En reel stokastisk proces (B;) kaldes en Brownsk bevegelse startende i 0
med drift & og varians o2, hvis folgende betingelser er opfyldt:

(i) P(By=0)=1
(ii) For alle 0 < s <t er By — By normalfordelt N((t — s)&, (t — s)o?).

(11i) For alle 0 <ty <ty <tz <---t, er By, B, — By,,... By, — By, _, indbyrdes uafhen-
gige. (By) kaldes en normeret Brownsk beveegelse hvis € =0 og 0% = 1.

By) kaldes en normeret Brownsk beveegelse hvis € =0 og 0? = 1.
(Bt) g g

Den vaesentligste opgave i dette afsnit er selvfglgelig at vise eksistensen af den Brownske
bevaegelse, dvs vi skal vise, at der findes et sandsynlighedsrum (€2, F, P) og en proces (B;)
pa dette rum, som opfylder betingelserne i Definition 3.5. Det er selvfalgelig tilstraekkeligt
at vise eksistensen af en normeret Brownsk beveegelse (B;), thi sa er (£t +o0B;) en Brownsk
bevaegelse med drift £ og varians o2. Vi skal faktisk vise et steerkere resultat, nemlig at den
Brownske bevaegelse har en kontinuert version. Nar vi i det folgende taler om en Brownsk
bevaegelse (eller den Brownske bevaegelse) vil vi altid teenke pa en normeret Brownsk
bevaegelse.

Vi skal benytte Hilbertrumsteori til konstruktionen og far brug for etpar ssetninger om
isometrier.

I det folgende vil (-,-) henholdsvis || - || betegne det indre produkt henholdsvis normen
i et vilkarligt Hilbertrum H. Hvis vi betragter forskellige Hilbertrum samtidigt, er det
selviglgelig lidt misbrug af notation at bruge samme betegnelser for de indre produkter og
normerne i disse rum, men det er seedvane, og det letter notationen.

Vi minder om polarisationsformlen

Lemma 3.6 hvis H er et reelt vektorrum, sa gelder:

1
(@.y) = 7(lz +yl* = lle = yll*)  for allew,y € H. (3.2)

Hvis H er et komplekst vektorrum, sa gelder

1 : : : :
(z,y) = 7 (llz + yll* = llz = yl* + ille + iyl* — iflz — ay]]*). (3-3)

Bevis: Regn hgjresiderne ud! O

11



Definition 3.7 Lad Hy og Hs vaere Hilbertrum. En lineer afbildning T': Hy — Hy kaldes
en isometri, hvis ||Tz|| = ||z|| for alle x € H;.

Ved hjalp af Lemma 3.6 far vi

Proposition 3.8 Lad H, og Hy vare Hilbertrum, og T: Hy — Hy en lineer afbildning.
Folgende udsagn er ekvivalente

(i) T er en isometri.
(i) (Tx,Ty) = (x,y) for alle x,y € Hy.
Bevis: (i) = (ii). Brug polarisationsformlen pa (x,y) og (T'z, Ty).

(i) = (i). Seet y = z. O

Vi bemeerker, at det fglger af Proposition 3.8, at hvis T': H; — H, er en isometri, og
x,y € Hy er ortogonale, sa er Tx og Ty ogsa ortogonale.

Den naeste seetning viser, hvordan vi kan konstruere isometrier.

Saetning 3.9 Lad H; vere et Hilbertrum med en ortonormal basis (e,,) og lad (f,) vere
en ortonormalfolge i et Hilbertrum Ho. Afbildningen T: Hy — Hs defineret ved

o0

Ty = Z(az, en)fn for alle x € Hy (3.4)

n=1
er en isometri af Hy ind i H,.

Bevis: Vima forst vise, at T er veldefineret, dvs vi skal vise, at reekken i (3.4) er konvergent
for ethvert x € H;.

Lad dertil © € H; veere vilkarlig. Da (e,) er en ortonormalfplge, vil > [(z,e,)|* =

|z]|* < oo, og da (f,) er en ortonormalfplge, vil Y > (x,e,)f, veere konvergent i Ho,
saledes at T er veldefineret. T' er klart lineser, da det indre produkt er linesert i forste
variabel. Vi finder desuden:

o0
I1T)> =" [z en)* = ||z, (3.5)
n=1
hvilket viser at T er en isometri. O
Den naeste definition er ny:

Definition 3.10 Lad (2, F, P) vere et sandsynlighedsrum. Et lukket underrum H C Lo(P)
kaldes et Gaussisk Hilbertrum, hvis ethvert f € H er normalfordelt med middelverdi 0.
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Bemrkning: I Definition 3.10 skal nulfunktionen teenkes pa som normalfordelt med varians
0!

Den naeste seetning, som er en af hovedsaetningerne, viser, at eksistensen af uendeligt di-
mensionale Gaussiske Hilbertrum er sckvivalent med eksistensen af Brownske bevagelser.

Saetning 3.11 (i) Lad (0, F, P) vere et sandsynlighedsrym, saledes at der findes et
uendeligt dimensionalt Gaussisk Hilbertrum H C Lo(P). Da eksisterer der isometrier
fra L2(0,00) til H, og hvis T': Ly(0,00) — H er en vilkarlig isometri, og vi setter

By =T (1) for allet € [0,00], (3.6)
sa er (By) en Brownsk bevagelse.

(ii) Lad (Q,F, P) vere et sandsynlighedsrum, hvorpa der findes en Brownsk bevagelse.
Da findes et uendeligt dimensionalt Gaussisk Hilbertrum H C Lo(P) og en isometri
T: Ly(0,00) — H, sa (3.6) gelder.

Bevis:

(i) Da Ly(0,00) er et separabelt Hilbertrum, har det en ortonormal basis (f,,), og da H er
uendeligt dimensionalt, kan vi finde en ortonormalfglge (g,) C ‘H (bemeerk, at alle g,,’erne
er normalfordelte N (0, 1) og uafheengige ifolge Korollar 2.16). Ifglge Seetning 3.9 findes der
en isometri S af Ly(0,00) ind i H, saledes at Sf,, = g, for alle n € N.

Lad nu T': Ly(0,00) — Lo(P) veere en vilkarlig isometri og definer (B;) ved (3.6). Vi skal
vise, at betingelserne (i)-(iii) er opfyldte. Da 0 = T'(0) = By, er det klart at (i) geelder.
Lad dernaest 0 < s < t. Da B; — B, € 'H, er den normalfordelt med middelveerdi 0. Vi har
endvidere:

/Q(Bt — B,)*dP = ||By = Billy = IT(Ls) 12 = [Ljs.0llz = (t = 5), (3.7)

hvilket viser at B; — B, har varians (t — s).

Lad dernsest 0 < ¢ < t3 < t3 < --- < t,. Da {1[0’“],1]“@], cee 1]tn71,tn]} er en ortog-
onalmeengde, folger det af Proposition 3.8, at {T'(1j04,1), T (1), t1), - - - T (Lje,_1 1)) } €T €n
ortogonalmeengde, dvs at {By,, By, — By, .., B, — B, _,} er en ortogonalmaengde. Det
folger nu af Korollar 2.16, at By, By, — By,, ..., B;, — B, , er indbyrdes uatheengige. Dette
viser (i).

(ii). Antag dernsest, at (B;)i>o er en Brownsk bevaegelse pa (2, F, P), og seet H = Span{ B; |
t > 0} C Lo(P). Vi vil forst vise at ‘H er et Gaussisk Hilbertrum. Da alle B,’erne har
middelveerdi 0, geelder det samme for alle elementer i H. Lad forst g € span{B;}.

Vi kan da finde 0 < ) <ty <--- <1, og (a;)7_; C R, saledes at g = Y7, a; By;. Hvis vi
seetter 3; = ZZ:]. ay for alle 1 < j < n, ses det at

g= ZBj(Btj - Btjfl) (Bto = 0) (38)
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Da By,, Bi, — By, ..., By,—p, , er indbyrdes uatheengige, folger det af Seetning 2.17 at g
er normalfordelt.

Lad nu g € H veere vilkarlig. Vi kan da finde en folge g, C span{B;}, sa g, — g i La(P).
Det ovenstaende giver sammen med sztning 2.18 at g er normalfordelt, og vi har dermed
vist at H er et Gaussisk Hilbertrum.

Vi skal nu konstruere den gnskede isometri. Lad S C L9(0, 00) veere meengden af trappe-

funktioner. Hvis f € S kan vi finde 0 =ty <ty <--- <1, og (o)} C R, sa

f = Z ajl}tjfhtj]v (39)
j=1
og vi saetter
Sf = Z a;(Bi, — By, ,). (3.10)

Det overlades til laeseren at vise at S er en veldefineret linezer afbildning fra S til ‘H. Hvis
f opfylder (3.9), sa geelder

IS£13 = IIZ% By, — By, )|z = ZQQIIB@ By Iz = Za ti-1) = [If]3, (3.11)

hvilket viser at S: & — H er en isometri. Vi vil nu udvide S til en isometri 7": Lo(0, 00) —

H.
Lad f € Ly(0,00). Da S er teet i Ly(0,00), kan vi finde en folge (f,) € S, sa f, — f i
Ly(0,00). Hvis n,m € N, sa folger det af (3.11), at

15 fn = S fmlla = [1S(fa = fa)ll2 = [fa = finll2, (3.12)

hvilket viser, at (Sf,) er en Cauchyfolge i H, og der findes derfor et F' € H, saledes at
Sfn — F i Ly(P). For at kunne definere T'f = F', ma vi vise, at F' ikke atheenger af den
valgte folge (f,). Lad dertil (h,) C S, sa h, — f 1 L2(0,00). Af det ovenstaende folger, at
lim,, .o, Shy, eksisterer i H. Vi definerer nu folgen (ug) C S ved

U1 = fn, Uy =h, forallen=12.... (3.13)

Det er klart at uy, — f i L2(0,00), og igen viser det ovenstaende, at limy,_o, Suy, eksisterer
i H. Da bade (Sf,) og (Shy) er delfplger af (Suy), ma der geelde

F=lim Sf, = hm Suy, = lim Sh,, (3.14)

n—o0 n—oo

saledes at F ikke atheenger af den valgte folge (f,). Vi kan nu seette T'f = F. Det ses let,
at T er en lineser afbildning fra Ls(0,00) til H, saledes at T'f = Sf for alle f € S. Hvis
f € Ly(0,00), og (fn) € S igen er valgt, sa f, — f 1 L2(0,00), sa folger det af (3.11), at

[T fllo = i [Sfulls = i || full = [[ ]2, (3.15)
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saledes at 1" er en isometri. Det fplger direkte af (3.10) at T'(1py) = By for alle t > 0. O

Bemrkning: Hvis (B;) er en Brownsk bevaegelse, T' er den tilhgrende isometri og f €
L4(0,00), sa kaldes T'f for Ito-integralet af den deterministiske funktion f med hensyn til
By og betegnes [ fdB;. Ordet deterministisk udtrykker at f kun afheenger af tidsvariablen
t. Ttointegralet kan udvides til visse funktioner f(t,w), t > 0 og w € 2. At vi taler om
et integral, skyldes konstruktionen af 7" i Seetning 3.11, (ii), som jo minder om den made,
man konstruerer integraler pa. Itointegralet spiller en stor rolle i matematisk finansiering.

Eksistensen af uendeligt dimensionale Gaussiske Hilbertrum fglger af den naeste satning.

Saetning 3.12 Der findes et sandsynlighedsrum (2, F, P) og en folge (g,) C Lo(P) bestaende
af uafhengige stokastiske variable, som alle er normalfordelte N (0, 1). span(g,) er et Gaus-
sisk Hilbertrum.

Bevis: Eksistensen af (Q, F, P) og (g,) blev vist i MM506, se [3] og [4]. Faktisk fandt vi,
at vi kunne satte (2, F, P) = ([0, 1], B,m;). At span(g,) er et Gaussisk Hilbertrum folger
direkte af Seetning 2.17 og Seetning 2.18. O

Den naeste setning samler vore hidtidige resultater, men giver ogsa ny information.

Saetning 3.13 Lad (Q, F, P) vere et sandsynlighedsrum, saledes at der findes en folge
(gn) C Lo(P) som i Setning 3.12. Da findes der en Brownsk bevegelse pa (2, F, P). Mere
specifikt: Hvis (f,) er en vilkarlig ortonormal basis for Ly(0,00), sa konvergerer rakken

B, = i/t fa(s)dsg, t>0 (3.16)
n=1 0

i Ly(P) og n.s. for allet > 0. (By) er en Brownsk bevegelse pa (Q, F, P).

Bevis: Det fglger direkte af seetning 3.11 og 3.12, at der findes en Brownsk bevaegelse pa
(Q,F,P). Da (f,) er en ortonormal basis for Ls(0,00), findes der ifplge Seetning 3.9 en
isometri T': Ly(0,00) — Lo(P), sa T'f, = gn. T er givet ved

=3 [ s (3.17)

hvor reekken konvergerer i Ly(P). Ifglge Seetning 3.11 er By = T'(1j0,4) en Brownsk bevae-
gelse, og ved indsaettelse i (3.17) fas

00 t
By =T(lpy) = Z/ fu(s)ds g, for alle t > 0. (3.18)
n=1 0

Da alle summens led har middelveerdi 0, og

S B / Fa(s)ds ga)? = [ Bol2 =t < oo, (3.19)
n=1
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giver [1], Korollar 2.3, eller [4], Seetning 12.2, at rackken i (3.18) konvergerer n.s. for ethvert
t>0. O

Vi vil nu vise, at der findes en kontinuert version af den Brownske bevagelse, og da har
vi ikke som hidtil frit valg af den ortonormale basis for Ly(0,00). Vi vil konstruere en
ortonormal basis (f,,) for Ly(0, c0) med den egenskab, at der findes et A € F med P(A) =1,
saledes at hvis w € A, sa konvergerer rackken (3.16) mod B;(w) uniformt i ¢ pa ethvert
kompakt delinterval af [0, oo[. Dette vil give, at ¢ — B;(w) er kontinuert for alle w € A,
idet hvert led i rackken (3.16) jo er kontinuert i ¢t. Konstruktionen af (f,,) er baseret pa
Haarsystemet med hjzlp af Borel-Cantelli lemmaet.

I det folgende lader vi (h,,) veere Haarsystemet som defineret i opgaverne, dvs.
h(t)=1 forallete|0,1]. (3.20)
For alle k =0,1,2,... og { =1,2,...,2" settes

) 1 hvis te[2l— 2)2’k’1, (20 — 1)2”“’1[
hor_o(t) = —1 hvis te[(20— 1)2_k_1, 20 - 2_’“‘1[
0 ellers.

Vi normerer dette system i Ly(0,1) og sactter
hy=hy  hoerp =22y, forallek=0,1,2,... ogl=1,2,3,...,25.  (3.21)

Det folger af den obligatoriske opgave i MM513, at (h,,,) er en ortonormal basis for Ly(0, 1).
Det folger af Seetning 3.13, at hvis (Q, F, P) er et sandsynlighedsrum, saledes at der findes
en folge (g,) C Lo(P) som i Seetning 3.12, sa er

00 t
B, = Z/ h(s)ds g 0<t<1 (3.22)
m=1"0

en Brownsk bevaegelse for ¢ € [0,1]. Reckken konvergerer i Ly(P) og n.s., og det samme
geelder, hvis vi omordner ledene; vi skal dog ggre opmeaerksom pa, at den maengde med mal
1, hvorpa rackken konvergerer punktvis, afheenger af omordningen, og for ikke at komme i
vanskeligheder med nulmaengder vil vi fastlaeegge en raekkefolge. Vi skriver

t 00 ok+1 t t
B, = / hi(s)ds 91+Z Z / hm(8)ds gm def Z */ hm(s)ds g, for alle 0 <t < 1.
0 0 — Jo

k=0 m=2k+1
(3.23)
Vi kan nu vise

Saetning 3.14 (B;)o<i<1 gwvet ved (3.23) er en kontinuert Brownsk bevagelse.

I beviset for seetningen far vi brug for fglgende lemmaer:
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2k+1 t

Lemma 3.15 For alle k > 0 gelder 0 <3 oy [,

By (8)ds < 27F/271,

Bevis: For ethvert 28 < m < 2M1 saetter vi Sy, ( fo s)ds for alle 0 < t < 1. Hvis

=2k 40,1 <1 <2F safolger det direkte af deﬁmtlonen pa hpm, at grafen for S,, er en
trekant centreret i (20 — 1)27%~! og med hgjde 27%/271. For forskellige ¢ overlapper disse
trekanter ikke. Dette viser pastanden. O

Lemma 3.16 For alle k > 0 setter vi
Gr(w) = max{|gm(w)| | 28 < m < 251 for alle w € Q. (3.24)

Der findes en delmangde Q0 C Q med P( ) =1, saledes at der for ethvert w € Q findes et
k(w), saledes at Gip(w) < k for alle k > k(w).

Bevis: For ethvert z > 0 finder vi

2 [ e 2 [ 2 2 2
P(lgm| >z} = \/;/ e "y < \/;/ ge_“ Pdu = \/;x_le_z 2, (3.25)

hvilket giver:

2k 41
P(Gy>k)=P( | <\gm|>k>>=2’“P<|gl|>k)s\/%2%’*/2. (3.26)

m=2k+4+1

iPka \[Zk Ioke=kK*/2 —
k=1

folger det af Borel-Cantelli lemmaet, at P(Gy < k f.v.t.) = 1. Med Q lig denne meengde
folger pastanden. O

Bevis for Ssetning 3.14: Lad Q veere som i Lemma 3.16 og lad w € Q. Der findes da et
k(w) > 1, saledes at Gi(w) < k for alle kK > k(w). Hvis k > k(w) er fast, sa finder vi for
alle0 <t <1

2k+1 ¢ 2k+1 ¢
S / han(3)ds - gm(@)] < 3 / hon(s)ds - Gi(w) < k27421 (3.27)
m=2k+1 0 m=2k41"0

i::;kﬂ Othm(s)dsgm(w) konver-

Da Y702, k27H271 < oo, folger det, at rakken Y27, 3"

gerer uniformt for ¢ € [0, 1]. Dette viser at rackken

Z / $)dsgm(w) (3.28)
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konvergerer uniformt for ¢ € [0, 1]. Da funktionen S, er kontinuert, folger det at t — By(w)
er kontinuert. O

For at finde en kontinuert Brownsk beveaegelse pa [0, oo[ definerer vi funktionerne h,,, €
L2(0+, OO) ved

| hp(t—=(n—=1)) forten—1,n]
hom (t) = { 0 ollers neNmeN (3.29)

og bemzerker, at for ethvert n € N er (h,m)e_; en ortonormal basis for Ly(n—1,n), hvilket
viser, at (hp,) er en ortonormal basis for Ly(0,00). Vi har folgende saetning:

Seetning 3.17 Lad (2, F, P) vere et sandsynlighedsrum, hvorpa der findes en folge af
N(0,1)-fordelte stokastiske variable, og lad (gnm) vere en sadan. Definer

00 t
B, = Z Z */ R (8)dS G for alle t > 0. (3.30)
0

n=1 m
Da er (By)i>o en kontinuert Brownsk bevagelse.

Bevis: Lad ny € N. For ethvert t € [ng, ng + 1] finder vi
t
Bi(w) — Bpy(w) = Z */ Py (8)dS gngm(w)  for alle w € Q. (3.31)
m 0

Ifglge Seetning 3.14 findes der en meengde Q, C Q med P(Q,,) = 1, sa reekken (3.31)

konvergerer uniformt pa [ng,ng + 1] for ethvert w € Q,,. Dette giver, at t — Bi(w) er
kontinuert pa [ng,no + 1] for alle w € Q,,. Saettes Q = (72, 2, sa er P(2) = 1, og hvis
w € Q, savil t — By(w) veere kontinuert pa [0, col. 0

Lad nu (B;) veere en Brownsk bevaegelse og lad for ethvert t > 0 F; betegne o-algebraen
frembragt af {B, | 0 < s < t}. Vi slutter med fglgende seetning:

Seetning 3.18 (B, F;) er en martingale.

Bevis: Lad 0 < s < t. Det folger direkte af definitionen, at B; — B er uathaenging af
{Bu. | u < s} og dermed ogsa af F,. Vi finder derfor

E(Bi|Fs) = E(Bs|Fs) + E(B, — Bs|Fs) = Bs + E(By — Bs) = By (3.32)

O
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