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Nogle bemzerkninger om (Oksendals eksempel 10.2.2

I det fglgende vil vi benytte betegnelserne fra @Jksendals bog, iser dem fra eksemplet. Vi be-
tragter funktionen g : R x R™ — R givet ved

(1) g(t,x) = e "(x — a) foralle (t,7) € R x R,

Processen (X;) er givet ved

(2) X; = Xoexp((r — La?)t + aB,) for alle t > 0,
og for alle (s,z) € R x Ry satter vi

3) V" = (s +t,XF) forallet > 0.

Vi vil i det fglgende forudszette, at r > %oﬁ, saledes at X; — oo n.s.

Ved benyttelse af formel (10.2.3) ser vi, at hvis 7 er en vilkarlig stoptid, sa er

“4)
EC9)(g(r, X,)) = E®) (e 77 (X, —a)) = ECPg(¥;) = B(e” "+ (X2—a)) = ¢ Ee (X2 ~a).

Vi gnsker naturligvis at finde

(5) g*(s,x) = sup B (g(7,z,))

samt en stoptid, som giver supremaet.
Mzngden U = {(s,z) | Ag)(s,z) > 0} er beskrevet pa side 220.

Vi vil i det fglgende betragte tilfeldet, hvor r < p. Som s@dvanlig setter vi

(6) D = {(57$) ‘ g<3>$) < g*(sax)}v
og vi skal prgve at beskrive D.

Vi bemarker fgrst:



Seetning 1 D er translationsinvariant i t-aksens retning, d.v.s.

7 D = D + (ty,0) for alle t,

Bevis: Se Oksendals udregninger lige efter formel 10.2.8. O

For ethvert 0 < xy < oo setter vi
8®) D(zo) = {(s,2) | 0 <2z < zo}

Definition 2 En delmengde S C R x R, kaldes en stribe, hvis der findes 0 < x1 < x5 < 00,
saledes at S = {(s,x) | 11 < x < 23}

Vi far brug for fglgende lemma, som er en konsekvens af Satning 1.
Lemma 3 Hvis (s,x) € D, sd findes en maximal stribe Sy C D, sdledes at (s,z) € S.

Bevis: Lad os fgrst vise, at der findes striber S C D, sa (s,z) € S. Da D er dben, findes et
e > 0,sédledes at |s —¢,s + e[ X |x — e,z + ¢[C D, og af Setning 1 fglger det nu umiddelbart,
atS ={(u,2) |x —e <z <z+¢e} CD.Deterklart, at (s,z) € S. St nu

) So = U{S CD|S stribemed (s,x) € S}

Hvis S; og S5 er striber i D med (s,2) € S1} og (s,x) € S, sa vil (s,z) € S; N Sy, siledes at
S1 N Sy # (). Heraf ses det, at Sy er en stribe. Det er klart fra (9), at Sy er maximal. O

Vi er nu i stand til at vise:
Seetning 4 Ser Ty = sup{x | 3s, sd (s,z) € D} < oo. Da geelder D = D(Zy).

Bevis: Det er klart, at D C D(Z,). Antag dernzst, at der findes et (s1,29) € D(Zo)\D. Af
formen af U fglger det umiddelbart, at % < z9. Da endvidere zy < T, fglger det, at der findes
etz; med 21 > 2, sdledes at (s1, 1) € D. (Her benyttes, at Seetning 1 giver, at hvis (s, z1) € D,
sa vil ogsé (s1,21) € D). Lad nu S; vere den maximale stribe i D, som indeholder (s, x1), og
lad 7g, veere exittiden for Sy. Da (s1, 29) ¢ D galder der for alle (s, x) € Sy, at x > zy > p“_"T.
Dette giver, at (Ag)(s,z) < 0 for alle (s,z) € S;. Lad (Q,,) vere en fglge af begrensede
kasser, séledes at Q,, C Q.41 08 So = U -_; Q. (Bemerk, at en sidan felge findes), og lad

T veere exittiden for (),,.

Lad 7 < 7, vare en stoptid med 7 < oco. For et vilkarligt m € N benytter vi Dynkins formel pa
stoptiden p,,, = 7 A 7, A m og far

A

Pm
(10) E®t™g(Y,,) = g(s1,21) + ECH) / (Ag)(Yy) dt < g(s1, 1)
0

2



Da p,, — 7 for m — oo giver (10) og Fatous lemma, at

(11) EC=)g(Y,) < g(s1,21).

Lad nu for ethvert N Dy og 7y vere definerede som i Setning 10.1.9 hos @ksendal. Af denne
setning felger desuden, at der findes et Ny sa (sy,z1) € Dy for alle N > N,. Nar vi starter
processen (Y;) i (s1,x1), fglger der af maximaliteten af Sy, at nar vi forlader Sy, forlader vi ogsa
D. Dette viser, at

(12) ™ <715, foralle N > Nj.
(11) giver derfor, idet det fglger af X,” s form, at 7y < oo for alle N > Ny:

(13) ECv)g(Y,, ) < g(s1,21) foralle N > N

Lader vi nu N — oo, giver @ksendals Satning 10.1.9, at

(14) g'(s1,21) = lim EC"g(Y, ) < g(s1,21),
hvilket er i modstrid med, at (s;,x;) € D. O

Vi vil nu finde en optimal stoptid for vort problem, og det vil samtidig vise, at faktisk er 7, < oc.
For ethvert zp med %2 <z < oo lader vi 7(,) vare exittiden for D(zo). Da X; — oo, vil
T(z9) < oo n.s. Bemerk, at det folger af Seetning 4, at hvis xy < Zo, sd er D(xo) C D. Vi fglger
(@ksendals udregninger og finder funktionen g,, defineret ved

(15) Guo (5,2) = €7 (g — a)(fﬂ)“.

Dar < pvily > 1.
Det fglger af @ksendals formler (10.2.9), (10.2.10) og (10.2.12), at

(16) G20 (5,2) = B (g(Yr(ae))-

For at vise at hgjresiden af (16) opfylder @ksendals ligningssystem (10.2.10), benyttes et par
resultater fra afsnit 9 i bogen, som vi vil vise efterfglgende.

Vi kan nu vise:

Seetning 5 Swt Tnax = 7. For ethvert 0 < 19 < Tmax Vil §oo (5, %) < o5, @) for alle
(s,x) € R x Ry.



Bevis: For fastholdt (s, z) differentierer vi g,, (s, x) m.h.t. xo. O

Vi definerer funktionen ¢ : R x R, — R ved

(17) o(s,7) = {gmax(s,x) for alle (s,2) € D(%max)
g(s,x) for alle (s,2) & D(Zmax)

Vi kan nu vise

Satning 6
(i) Exittiden T for D(xya.x) er en optimal stoptid for vort problem.
(ii) D= D(%pma).

Der geelder desuden

(18) g (s,x) = (s, x) foralle (s,z) € R x R,.

Bevis:

Vi vil fgrst vise, at ¢ er en superharmonisk majorant for g. For at fa at ¢ er en majorant for g,
ma vi vise, at

7
(19) hz) = (Tmax — @) ( ° ) —(z—a) >0 foralle0 <z < Tyax.
xmax
Da (Zmax — @) = 5%5 far vi ved differentiation:
T 7—1
(20) h'(x) = ( ) —1<0 for0 <z < Tmax,
mmax

og da h(0) = a og h(Tmax) = 0, flger det, at h(z) > 0 for alle z € [0, Tpay].

Hvis A = L er differentialoperatoren knyttet til processen Y, ses det let ved udregning, at
(Lg)(s,x) < 0 for alle (s,z) med © > Zyax. Da g, er en lgsning til ligningen (10.2.10),
Vil L(Gapo ) (8, 2) = 0 foralle (s,z) med 0 < & < xpax. Dette viser, at L(¢)(s,z) < 0 for
alle (s, ) med z € R,. For at vise at ¢ er superharmonisk, lader vi 7 < oo vere en vilkarlig
stoppetid, velger en stigende folge (A,,) af begreensede kasser, sdledes at R x Ry = J-_| A,,
og lader 7, betegne exittiden for A,, for ethvert m € N. Szt endvidere 0y ,,, = 7 A 7,,, A k for
ethvert £ € N. Dynkins formel giver nu:

Ok,m
@) ECp(Ya,,,) = ploa) + B [ (L)) di < g(s.0)
0



Da oy, — T A Ty, for k — 00, 0g 7 A 7,,, — 7 for m — oo, giver (21) og en dobbelt anvendelse
af Fatous lemma, at

(22) ECD (o(Y,) < ¢(s,2),

hvilket viser, at ¢ er superharmonisk.

Vi vil nu vise, at

(23) o(s, ) = E®%g(Y:) foralle (s,z) € R x R,.

Hvis (s,2) € D(xmax), sé folger (23) af (16).Det kan vises, at alle randpunkter af D(x .y af
formen (s, zmax) er regulere (det vil vi ikke ggre), og derfor vil 7 = 0 n.s for alle punkter
(s,2) ¢ D(xmax). Hojresiden giver nu klart (s, x) i dette tilfeelde, og (23) er dermed vist.

@ er altsa en superharmonisk majorant for g, som samtidig opfylder (23). Det fglger nu af
(Oksendals Korollar 10.1.10, at 7 er en optimal stopppetid, og at ¢ = ¢*. Korollar 10.1.12 giver
sd, pa D er T > 7p. Dette giver, at T, = To og dermed D = D(Tpax), thi hvis 2, < Zo,
ville 7(s, z) < 7p(s, x) n.s. for alle (s,x) € D(Zmax)-

O



