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I. Mazngder og udsagn

Mangder, delmzangder

1. Man har ofte — sdvel i matematikken som uden for denne - brug
for at sammenfatte en rakke objekter og betragte dem alle p4 én gang.
Mange of sprogets gloser udtrykker en sddan sammenfatning. Med et
ord som f.eks. »lererkollegiet« sammenfatter man alle de personer, der
er knyttede som lzrere til en given skole; med ordet »fladden« sammen-
fatter man alle spvarncts skibe o.s.v. Man kan imidlertid ogsd have
brug for at sammenfatte en rekke objekter i sidanne situationer, hvor
sproget ikke ejer en szrskilt glose for den dannede samling. I si fald
benytter man beskrivende vendinger som »alle ugifte mand mellem 20
og 25 4r« eller »alle positive hele tal, som er delelige med 7«

Nér vi i matematikken foretager sidanne sammenfatninger, benytter
vi ordet mengde. Vi bruger f.eks. vendingen »mangden af positive hele
tal, der skrives med ét ciffer« og mener hermed den samling, der bestr
af tallene

1,2,3,4,5,6,7,8,9.

De enkelte objekter i en mangde kaldes mengdens elementer. De tal,
der er opskrevet lige ovenfor, er siledes elementer i mangden af posi-
tive hele tal; og den mengde, der betegnes »lzrerkollegiet ved N. N.
gymnasium« har som elementer de personer, der er lzrere ved den
pig=zldende skole. |

Ved afgrensningen af en mangde interesserer vi os kun for, hvilke
objekter der tilhorer mengden. Den orden, hvori mengdens elementer
angives, er uden betydning. Hvis to mazngder 4 og B bestar af de
samme elementer, siger vi, at 4 er lig med B og skriver: A=B.

*1.1 eksempel. I det folgende kommer vi sd ofte til at beskaeftige os med visse szrlig
vigtige talmangder, at det er bekvemt at have faste betegnelser for dem.

Mazngden af hele tal vil vi overalt i det folgende betegne med Z. M&ngden af posi-
tive hele tal (de naturlige tal) betegner vi med Z-.

Et tal kaldes rationalr, nir det enten er et helt tal eller kan skrives som en brok,
hvis tzller og n®vner er hele tal. M=ngden af rationale tal vil vi betegne med Q.
Mangden af positive rationale tal betegner vi med Q+.
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Nir man indretter en ret linie som en rallinie, bliver ethvert tal anskueliggjort som
et punkt pa linien: man valger et punkt pa linien og lader det vare et billede af tallet
0, s vzlges et andet punkt, der skal vare billede af 1, Punktet midt imellem de to
forst valgte punkter skal si vare billede af 3 o.s.v. Et punkt p4 linien, der er billede
af et tal ¢, siges at repraesentere tallet 1,

Hvis man tenker sig ethvert tal i talmangden Q reprazsenteret pd tallinien, si
kommer uendelig mange af liniens punkter i brug; men det er ikke alle liniens punk-
ter, der bliver brugt. De punkter pa tallinien, der ikke kommer til at repraesentere
rationale tal, ‘s'fges at reprasentere irrationale tal.

Mzengden af rationale tal og meangden af irrationale tal udger tilsammen m=ngden
af reelle tal. Denne mangde reprasenteres altsd ved samtlige punkter p4 tallinien.
Mangden af reelle tal vil vi betegne med R. Mangden af positive reelle tal betegner
vi med R..

1.2 eksempel. Eksempler p4 rationale tal er

0, =3, 7, }, -3, 456} .

Det sidstnzvnte af disse tal er rationalt, fordi det kan skrives som en brek med hel-
tallig tzller og navner:

Et decimaltal er et tal, der kan skrives som et helt tal efterfulgt af et decimalkomma
og et endeligt antal decimaler. Eksempler pd decimaltal er

2,479; —0,000342; 205,000001; 13.

Ethvert decimaltal er et rationalt tal, da det altid kah skrives som en brek med hel-
tallig teeller og nzevner. Vi har feks,

2479 —342
2,479 = ~—  og —0,000342 = ——-
1000 1000000

Der findes dog rationale tal, f.eks, . 5 08 7 , der ikke kan skrives som decimaltal.
Regnemaskinen er kun i stand til at arbejde med decimaltal. Nir regnemaskinen
angiver, at

4 = 0,57142857,
sd4 begidr den dermed en lille unejagtighed. Maskinen erstatter tallet % med tallet

57142857
100000000

Giver vi de to breker fzllesnzvneren 700000000, har vi, at

4 400000000

7~ 700000000

og
57142857 399999999
100000000 700000000




I. MANGDER OG UDSAGN I.1

Heraf ser vi, at der er begdet en fejl af sterrelsen

1

700000000
Eksempler p4 irrationale tal er

V5, =13, 3-V1L, =,

Det er klart, at regnemaskinens gengivelse af irrationale tal ogsd ma vare behzfret
med sma fejl.

Hvis a betegner et objekt, der er element i mangden M, skriver vi
aeM

(lzses: »a er et element 1 Mg eller »a tilhorer M«). Hvis a ikke er et
element 1 M, skriver vi
aeM.

1.3 eksempel. Lad M vare mangden af de polygoner, der har en omskreven cirkel.
Ndr ¢ er en trekant, og u er et rektangel, er t € M og u € M. Nir v er et parallelo-
gram, der ikke er et rektangel, er v $ M.

Hvis en mangde bestar af et endeligt antal elementer, og dette antal
ikke er ubekvemt stort, kan vi beskrive mangden ved at opregne samt-
lige elementer. Hvis mangden f.eks. bestdr af tallene 5, 7, 9 og 11,
betegner vi den med symbolet

{5,7,9, 11} .

Da en m=zngde er karakteriseret alene ved de elementer, den indeholder,
har vi, at
{5,7,9, 11} = {7,11, 9, 5}.

I visse tilfzlde kan man tillempe symbolet for opregning af en
mangdes elementer, sa det kan benyttes, selv om der ikke er tale om
opregning af samtlige elementer i mengden. Eksempelvis kan nzvnes,
at mengden af de positive hele tal, der kan skrives med hgjst tre cifre,
og mangden af hele lige tal kan angives ved henholdsvis

{1,2, ...,999} og {....,—4,-2,0,2,4,...}.

I sddanne ufuldstendige opregninger md man angive si mange
clementer, at det klart fremgér, hvilken mangde der er tale om. Af
og til kan man klargere opregningen ved at antyde en regel, efter
hvilken mangdens elementer kan bestemmes. Siledes betegner sym-
bolerne



2,4, ..,2n, ...} og  {2,4,..,2% ..}

henholdsvis mengden af positive lige tal og mangden af potenser af 2.

2. En mangde A siges at vare en delmengde til mangden B, hvis
ethvert element i 4 ogsi er element i B. At 4 er en delmangde til B,
angiver vi ved at skrive

AcC B eller B2 A4.

Hvis A< B, 6g der findes mindst ét element i B, der ikke er element
i A4, siger vi, at 4 er en @gte delmeengde til B (skrives: A< B eller B> A).
Hvis A< B, gzlder dbenbart enten, at A= B, eller at A< B.

Tegnene &, 2, < og > kaldes inklusionstegn, og udsagn af formen
A< B og A< B kaldes inklusioner.

Fig. 2.1 Fig. 2.11

Man illustrerer ofte forhold vedrerende mangder ved hjzlp af teg-
ninger, hvor mengderne afbildes som plane punktmangder. P34 fig.
(2.1) er sdledes antydet, at A< B; og fig. (2.11) viser en beliggenhed af
A og B, hvor det hverken gzlder, at AS B eller BS A. Man ma ved

brug af sddanne figurer vogte sig for en for handfast geometrisk opfat-
telse af mengderne.

2.1 eksempel. Nir 4={2,3,4} og B={1,2,3,4,5,6}, er A € B, thi ethvert
element i A er element i B. Der gzlder endda, at 4 < B, thi f.eks. tallet 5 er element
i B men ikke i A4.

2.2 eksempel. Man ber skelne mellem et element a og den mzngde {a}, der har
det ene element a. Der galder f.eks., at

1€(1,2,3) o {1} g {1,2,3}.

Nar man skal beskrive en bestemt delmangde A til en given mangde
M, gor man det ofte ved at angive en egenskab, som netop elementerne.
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I. MANGDER OG UDSAGN 1.2

i A besidder. Sdledes kan mangden Q., der er en delmangde af Q,
beskrives som

ymangden af de elementer x i Q, for hvilke x> 0«.
P4 tilsvarende mide kan man ved beskrivelsen
»mengden af de elementer x i R, for hvilke (x—2)(x—3) = 0«

fastlegge mangden {2,3}.
Det geelder almindeligt, at en delmzngde A til en given maengde M
kan angives pd formen

(2.3) smangden af de elementer x i M, for hvilke .. .¢,

hvor der pd prikkernes plads stir en egenskab, der karakteriserer netop
de elementer x, der tilherer 4. Det har derfor vist sig bekvemt at
indfere et specielt symbol for denne sztningsbygning, nemlig

(2.3) fxeM| ...},

hvor der her stdr det samme pa prikkernes plads som i (2.3). Ved
brug af dette symbol kan vi skrive

_Q+:{xEQ| x>0}

og
{2,3} = {xeR| (x—2)(x—3) = 0}.

2.4 eksempel. Mzngden {x € Z| x = 10} bestir af alle hele tal fra og med 10 og
opefter. Denne mangde kan ogsi angives ved

{x € Z+ | x skrives med mindst to cifre}

og ved ‘
{10,11, ..., n+9, ...}.

Det er klart uden betydning, om man benytter bogstavet x eller et
andet bogstav i symbolet (2.3’). Eksempelvis har vi, at

Q+=-;‘{t‘eQ| t>0} = {xe Q| «>0}.

Nir misforstielse er udelukket, tillader man sig ofte at afkorte
mengdesymbolet, idet man undlader at angive den mangde, hvoraf
der skal dannes en delmzngde. Hvis det f.eks. af sammenhangen
fremgar, at der er tale om meangder af reelle tal, skriver man siledes

{x| x>5} istedetfor {xeR| x>5}.

Hvis C er et punkt, og det af sammenhangen fremgér, at talen er om
punktmengder i planen, kan man benytte symbolet



{P| afstanden fra C til P er lig med 2}

som betegnelse for den cirkel, der har C som centrum og radius 2.
Inden for rumgeometri ville man imidlertid tolke dette symbol som
betegnelse for en kugle.

3. Nar A og B er to meangder, betyder udsagnet »A= B¢, at A og B
bestdr af de samme elementer, altsa at ethvert element i 4 er element
i B, og ethvert element 1 B er element i A. Der galder alts§, at

(3.1 A=PB nirogkunnir A< B og Bc A.

Hvis det om tre mengder A, B og C gelder, at A< B og BsC,
geelder det ogsd, at A< C. Man tillader sig i dette tilfelde at skrive:

A< Bc C.
P4 lignende médde benytter man symbolerne
A< B<c<(C,AcBgcC og A< BcC

til sammenskrivning af to inklusioner. I alle disse tilfzelde har vi,
at A<C. Derimod sammenskriver man ikke inklusionerne A2 B og
Bg C til A2 B< C, hvor inklusionstegnene vender hver sin vej.

4. Vi betragter symbolet
A= {xeR| «*=a},

hvor a er et givet reelt tal. Hvis a> 0, er A4 lig med mangden {Va, — Va};
og hvis a=0, er A={0}. Hvis a<0, findes der ikke noget reelt tal x,
sd x?=a. Vi siger derfor, at i dette tilfzlde er 4 en mangde uden
elementer.

Lad dernast ¢, og ¢, vare to givne punktmangder i planen. Vi kan
da se pad punktmangden

C={P| Pec, og Pecy.

QOgsa i dette tilfelde kan vi komme ud for, at C er en mangde uden
elementer, nemlig hvis der ikke findes noget punkt, der tilherer bade
¢y 08 C,.

Vi har dermed set to eksempler pd mengder uden elementer, en
talmengde og en punktmangde. Der er imidlertid ikke grund til at
sondre mellem disse maengder, si vi indferer én mengde, den tomme
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I. MANGDER OG UDSAGN 1.4

meengde, der er karakteriseret ved, at den ikke indeholder noget element.
Som betegnelse for den tomme mengde benytter vi symbolet &.

Nar M er en vilkarlig mangde, gelder det &benbart, at symbolet
{x € M | x & M} betegner en mzngde uden elementer, alts4 den tomme
mangde. Da symboler af formen {x € M| ...} normalt betegner del-
mengder til M, fastsetter vi som en praktisk vedtaegt, at for enhver
mangde M er oc M.

Fallesmangde, foreningsmangde, mangdedifferens

5. Nar A og B er givne mzngder, kan vi betragte maengden af de
objekter, der er element bide i A og i B. Denne mangde kalder vi
fellesmangden for A og B, og vi betegner den med AnB. Begrebet
fellesmengde er pa fig. (5.1) illustreret, idet AN B er angivet skraveret.

Fig. 5.1 AnB

Ud fra definitionen pa fellesmaengde er det klart, at

(5.1 AnB=BnA.
Endvidere er
(5.2) (AnB)nC=A4An(Bn(C),

thi bade venstre og hejre side af (5.2) er lig med mangden af de
objekter, der er element i enhver af de tre maengder A, B og C. Man
benytter betegnelsen ANBNC for denne mangde. Mere generelt lader

b
man symbolet And,n...0nA4,

betegne mangden af de objekter, der er element i enhver af meng-
derne A, A,,...,4,.

5.3 avelse. Tegn en figur, der illustrerer mzngden ANBNC.

5.4.eksempel. For vilkirlige mangder 4 og B er



9.5 avelse. Tegn en figur, der viser to mangder 4 og B, om hvilke det gzlder,
at ANB=A.

Definitionen pd begrebet fazllesmaengde kan udvides til at omfatte
et uendeligt system af mengder, idet vi her som for kalder mangden
af de objekter, der tilhgrer enhver af systemets mangder, for falles-
mangden.

5.6 eksempel. Lad der vare givet en cirkel med centrum C og radius 1. I denne
cirkel kan indskrives uendelig mange ligesidede trekanter. Fzllesmangden for disse
trekanter er en cirkel med centrum i C og radius §.

Hvis det om mangderne 4 og B gazlder, at ANB= 0, siges A og B
at veere digjunkte. Hvis enhver af mengderne A,,4,,. .., A, er disjunkt
med enhver anden af disse mengder, siges mangderne A, A4,,. .., A,
at vaere parvis disjunkte.

5.7 eksempel. Nir Z_ betegner mangden af negative hele tal, er mangderne
Zyy Z-, {0} parvis disjunkte.

5.8 eksempel. Idet % er et vilkirligt helt tal, definerer vi en mengde My ved
. Mp={xeR|k=x<k+1}.
Herved er der defineret et uendeligt system af maengder
ey Mgy My, My, My, M, ... .

Man ser, at disse mangder er parvis disjunkte,

6. Lad .der atter vare givet 1o mangder A og B. Mangden af de
objekter, der er element i mindst én af de to mzngder 4 og B, kaldes
Joreningsmeengden for A og B. Denne mengde betegnes med A4UB.
Pa fig. (6.1) er foreningsmengden AU B angivet ved skravering.

Det er klart, at
(6.1) AuB=BuUuA.
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Endvidere ser man let, at
(6.2) (AuB)UC = Au(BUC(C),

thi bidde venstre og hajre side af (6.2) er lig med mangden af de objek-
ter, der er element i mindst én af mengderne A4, B og C. Man benytter
betegnelsen AUBUC for denne maengde. Mere generelt lader man

symbolet AvA,V...UA,

betegne mangden af de objekter, der er element i mindst én af mang-
derne Ay, A,,...,A4,.

6.3 ovelse. Tegn en figur, der illustrerer mengden 4 U B U C.

6.4 eksempel. For vilkirlige mzngder 4 og B er
AUB 2 A4, AUA=4, AUQ=A4.

6.5 svelse. Tegn en figur, der viser to mangder 4 og B, om hvilke det gelder,
atAUB=A.

8.6 eksempel. Nir A, B og C er vilkirlige meengder, er
(6.7) AnNBUC)=ANBUMANCQC),

hvilket vi kan indse sdledes:
Hvis x€AN(BUC), er x4 og x& BUC. Heraf slutter vi, at x tilherer
mindst €n af mangderne AN B og AN C, s& x € (A N B) U (4 N C). Dette viser, at

ANBUC) S ANBUANC).

P4 lignende méade vises den omvendte inklusion, og dermed er (6.7) bevist.

Vi kunne ogs4 overbevise os om rigtigheden af (6.7) ved betragtning af fig. (6.11),
idet sdvel venstre som hejre side af (6.7) illustreres ved det pa figuren skraverede
omride.

6.8 evelse. Vis (ved figurbetragtning eller ved formelt r&sonnement), at

AUBNC) =(AUBN(AUC).

(T



Definitionen pd begrebet foreningsmengde kan udvides til at om-
fatte et uendeligt system af mangder, idet vi her som for kalder mang-
den af de objekter, der tilhorer mindst én af systemets maengder, for
foreningsmangden.

6.9 eksempel. Foreningsmangden af de ligesidede trekanter, der blev omtalt i

eksempel (5.6), er lig med mangden af punkter inden for eller pa periferien af den
givne cirkel.

7. L.ad A vere en given, ikke tom mangde, og lad
(7.1 A A,y . A,

vare et system af ikke tomme delmangder til 4 med den egenskab,

at ethvert element i A tilhorer en og kun én af delmengderne
A A, .. A, (fig. (7.1).

Fig. 7.1

Vi siger da, at (7.1) er en klassedeling af A, og de enkelte mangder
i klassedelingen kaldes dens klasser. En klassedeling {4,,4,,...,4,}
af A kan dbenbart karakteriseres som et system af parvis disjunkte,
ikke tomme delmsngder, hvis foreningsmangde er lig med A.

7.2 eksempel. M=zngdesystemet {Z;, Z_, {0}} (eksempel (5.7)) er en klassedeling
af Z,

*7.3 eksempel. I definitionen pi en klassedeling er det ikke nedvendigt at for-
lange, at det omtalte maxngdesystem indeholder endeligt mange mengder. Sledes

er det i eksempel (5.8) omtalte mangdesystem {..., M_,, M_,, My, My, M,,...}
-en klassedeling af R, thi ethvert reelt tal tilherer en og kun én af mangderne Mj.

8. Nar A og B er givne mangder, kan vi betragte mangden af de
elementer i A, der ikke er elementer i B. Denne mangde kalder vi

mangdedifferensen mellem A og B, og vi betegner den med A\ B. Vi
har altsi, at

(8.1) AN\B = {xe€ A| x ¢ B}.

10
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1. MANGDER OG UDSAGN 1.8

Hvis specielt BE A, kalder vi undertiden 4 \ B for komplementcer-
mangden af B med hensyn til 4, og vi betegner den da med [,B. P4
figurerne (8.1) og (8.11) er begreberne mangdedifferens og komplemen-
termengde illustreret, idet A\ B og [, B er angivet skraveret.

//////ﬁ

il

Fig. 8.1 Fig. 8.11

‘8.2 eksempel. For vilkirlige mengder A og B er
ANBCS A, ANA=0, ANO=A4.

.8.3 evelse. Tegn en figur, der viser to mangder 4 og B, om hvilke det gzlder,
at A \.B=A, og en figur, der viser to mangder A og B, om hvilke det gzlder,
at A \B=0.

Ofte er det i en given sammenheng naturligt udelukkende at beskaf-
tige sig med delmengder til en vis fast mengde, der i sa fald kaldes
grundmengden. Nir vi f.eks. arbejder med mangder af reelle tal, er tal-
mangden R vor grundmangde. I plangeometrien er grundmangden
ofte mangden af punkter i en given plan.

I situationer, hvor man udelukkende beskaftiger sig med delmangder
til en grundmzngde U, er det nerliggende at afkorte symbolet
{xeU]|...}tl {x]...}. Endvidere afkorter man symbolet [ 4 til
[A4, og man kalder da mangden [A for komplementermengden til 4.

8.4 eksempel. Hvis R er grundmangde, er
E{xl x> 1} = {x| » £ 1}.

8.5 eksempel. Hvis Z er grundmengde, har vi, at
EZ+ = {0, —1, —,2,. vey —M s .}.

Hvis derimod Q4 er grundmengde, er [Z; lig med mangden af de positive rationale
tal, der kan skrives som uforkortelig brek med navner sterre end 1.

8.6 eksempel. Hvis 4 og B er vilkirlige delmangder til en grundmengde U, er

8.7 . f{tanBy =[4au(B,

11



hvilket vi kan indse siledes:

Hvis x € [(4 N B), er x & A N B, s4 x tilherer mindst én af mengderne (4 og [B.
Altsa er x €[4 U [B. Hermed er vist, at [(4 N B) < (4 U[B. P4 lignende made
vises den omvendte inklusion, og dermed er (8.7) bevist.

8.8 avelse. LLad 4 og B vare to delmangder til en grundmeengde U, Vis, at
[(AuB)y=[An[B oz [([4)=4.

Vis endvidere (eventuelt ved figurbetragtning), at ndr 4 S B, er [B < [A4, og om-
vendt,

Produktmangde

9. Lad A og B vare to givne mangder. Vi betragter alle par af typen
(a,b), hvor a pa forstepladsen er et element i A4, og b pa andenpladsen
er et element i B. Mangden af sidanne par kaldes produktmengden
af A og B og betegnes med Ax B, '

9.1 eksempel. Nir 4={1, 2,3} og B={p, g}, er A x B en mzngde med seks ele-

menter,
AxB = {(13 )20, (3 0) (1,0, (2, 9), (3, 9)} .

9.2 eksempel. Nir V={a,b,¢,d,e,f, g, h} og L={1, 2,3,4,5,6,7,8}, er VXL
en mengde med 64 elementer. Disse elementer benyttes ofte som betegnelser for
felterne pa et skakbr:et,

9.3 eksempel. Hvis maengden C bestar af ordene »plate og »krones, angiver elemen-
terne i C % C de mulige udfald af to kast med en ment,

C x C = {(plat, plat), (plat, krone}, (krone, plat), (krone, krone)} .

Nar M er en given mangde, benytter vi betegnelsen M? for produkt-
mangden M x M. Denne mangde bestar af alle par af formen (m,, my),
hvor m, og m, er elementer 1 M. Vi bemearker, at for vilkérlige elementer
(my,my) og (ny,n,) tilherende M? har vi, at

(9.4) (my,my) = (ny,ny), nirogkunndr m; =n, og m, = ny.
Hvis m og n er to forskellige elementer i M, er parrene (m,n) og (n,m)

forskellige, mens derimod mengderne {m,n} og {n,m} er ens.

9.5 eksempel. Nir T'={1, 2, 3, 4, 5, 6}, bestidr T? af 36 talpar,
T = {(ls D, (1,2), ..., 6)) (2: 1): (2: 2): (- 6)} .

Disse talpar kan anskueliggores som gitterpunkter i et kvadratnet (fig. (9.1) og (9.11)).
Pi hver af de to figurer er fremhavet en delm=ngde til T2, nemlig henholdsvis

(s MET?| x=3} og {x»NeT? x<y}.
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I. MAENGDER OG UDSAGN 1.9

6 ® 60—0—9—0—9

5 ® 5‘ —o—¢

4 P 49—

y L y

3 30—@

2l e 2

1® 1

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
X X

Fig. 9.1 Fig. 9.1

9.6 evelse. Tegn figurer, der anskueligger mengderne
{(x,€eT?| x+y =7} og {{(x,9)€ T?| x er et multiplum af y},
hvor T={1,2,3,4,5,6}.

Hvis 4, B og C er tre givne mangder, kan vi betragte mangden
af alle elementset (a,b,c), hvor a€ A, b€ B og ¢ € C. Denne mangde
kaldes produktmangden af A, B og C og betegnes med Ax Bx C.
Pa tilsvarende mdde kan vi danne produktmangden for flere end tre
mangder.

Produktmaangden for n mengder, der alle er lig med M, betegnes M™.
Elementerne i R™ kaldes ralset med n elementer. Specielt kaldes elemen-
terne i R2 for talpar (undertiden ogsi ordnede talpar). Som eksempler
pa talpar og talszt kan bl.a. nzvnes:

(33 - 5)3 (2: - 1)3 (03 0): (234: 1): (1:4>2)= (3: 33 3) 3
(4, - 1,5,2), (7,7,3,5,9,2), (0,0,0,0,0,0,0,0) .

Vi bemearker, at (2,4,1)%(1,4,2), selv om {2,4,1}={1,4,2}.
9.7 avelse. Angiv tre forskellige tals®t i mengden

{(x, 5, 2) ER?| 2x+3y+5z = 6} .

Findes der i denne mangde et talsat, hvis tre elementer er ens?

Udsagn og udsagnsformer

10. I logikken benytter man almindeligvis ordet »udsagn« som beteg-
nelse for en udrtalelse, der enten er sand eller falsk. F.eks. er begge

udtalelserne »5< 7¢ og »7< 5« udsagn. Det forste af disse er sandt
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(har sandhedsvardien s), det andet er falsk (har sandhedsvardien f).
Udtalelser som f.eks. sporgsmél, opfordringer eller udrib er ikke ud-
sagn, idet de ikke har nogen bestemt sandhedsvardi.

Undertiden benytter vi bogstavbetegnelser for udsagn. Hvis vi siledes
lader u og v betegne udsagnene

u: 3 er et primtal, v: 3eretligetal,

er u et sandt og v et falsk udsagn.
Ud fra givne udsagn p og ¢ kan man danne nye udsagn pid mange
mader som f.eks.:

(10.1) snetop ét af udsagnene p og ¢ er sandte
(10.2) »p er sandt og g er falske
(10.3) »mindst et af udsagnene p og g er falske«.

S4 lenge p og g ikke er specificerede udsagn, er udtalelserne (10.1-3)
strengt taget ikke udsagn, idet de ikke har nogen bestemt sandheds-
verdi; men ndr sandhedsverdierne for p og ¢ opgives, kan vi straks
finde sandhedsverdierne for de tre udtalelser. (10.1-3) kaldes derfor
for udsagnsformer. Hvis p og g betegner udsagnene

p: 7>5 g 3>5,

er de tre udsagn (10.1-3) sande; men hvis p og ¢ betegner udsagnene

p: 5>1, qg: 3>5,

er kun (10.3) sandt.

Sammenhangen mellem sandhedsvardierne for p og g og sandheds-
vardierne for (10.1-3) er angivet i nedenstdende tabeller, hvor der i
kolonnerne for p og ¢ stir de mulige kombinationer af sandhedsvardier
for p og g, mens der i sidste kolonne stir den tilsvarende sandheds-
veerdi for det sammensatte udsagn. Disse tabeller kaldes sandheds-
tabeller for de pigzldende udsagnsformer.

p q | (10.1) p q | (10.2) p g | (10.3)
s s f s s f s s f
s f 5 s f 5 s  f 5
f s s f s f f s s
f f f ff f f f s

11. Hvis p og ¢ er udsagn, er udtalelsen

(11.1) »bade p og g er sande«
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I. MANGDER OG UDSAGN I.11

ogsa et udsagn. (11.1) er derfor en udsagnsform. Den kaldes konjunk-
tionen af p og g og betegnes med pag (les: p og ¢g). Sandhedstabellen
for pag er:

P g | pAg
s 5 $
s f f
f s f
f f f

11.2 eksempel. Hvis p og g er udsagnene »7 er et helt tale og »7 > 3¢, er p A ¢ udsagnet
+7 er et helt tal starre end 3¢,

11.3 eksempel. Nir p, g og r er udsagn, er ogsd p Ag og (p Ag) Ar udsagn. Fel-
gelig er (pAg)Ar en udsagnsform. Ved opskrivning af sandhedstabellen herfor
mai vi tage otte muligheder i betragtning:

pagr | pag | (pAag)Ar
s55s s s
ssf s I
sfs| f f
sffy f f
fsst f f
fsfi 1 f
frs| f f
frr) f f

Man ser let, at udsagnsformerne (p Ag) Ar og p A(g Ar) har samme sandhedstabel.

Hvis p er et udsagn, er ogsd udtalelsen
(11.4) »p er falske

et udsagn. Dette udsagn kaldes negationen af p og betegnes med —p
(lees: wikke pe eller »non p«). Vi har her at gore med en udsagnsform,
der kun omhandler ét udsagn p: Sandhedstabellen herfor er

P —p
s f
f s
11.5 eksempel. Ved brug af symbolerne A og — kan vi danne mange nye udsagns-

former som f.eks. — pA — g, —(pAg) og — (p A — ¢). Sandhedstabellen for
— (p A — ¢) kan udarbejdes som antydet nedenfor:

pal—gel pPA=—g |(PprA—9Q)
N f f s
s f 5 s f
fs| f f s
Fr] s f K
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P4 lignende mide finder vi sandhedstabellerne for — pA — ¢ og — (pAg) til:

11.6 eksempel. Udsagnsformen — (— p) har dbenbart samme sandhedstabel som

—PA—g

A N )

B )

f
f
f
$

p, thi vi finder:

P

2 g| —(pag)
5 s f
s f s
f s s
fr s

—/ P

—{(—p)

3

f

f

s

s

f

Nir p og ¢ er udsagn, er ogsid udtalelsen

(11.7)

smindst et af udsagnene p og ¢ er sandts

et udsagn, sd& (11.7) er en udsagnsform. Den kaldes disjunkiionen af
p og g og betegnes med pvg (les: p eller ¢). Sandhedstabellen for

pva e ? 4| pvg
s 5 s
s f $
f s s
f f f

11.8 eksempel. Da (V3 -2)t=7-4)3, et

V7-4V3 =V3-2 v V1—4/3 =2-V3.

Pi lignende made ser vi, at

Vo-aV5 = V5-2 v Vo—al5
Ve—4Va =Va—2 v Vs—aVa = 2-Va.

11.9 eksempel. Analogt med eksempel (11.5) kan vi nu danne sandhedstabeller
for udsagnsformerne — pvyg, —pv — g o8 — (pvq). Af bekvemmeligheds-
hensyn sammenskriver vi disse tabeller i én tabel:

=2_ 5,
og at

P al—mp —g p¥g | —p¥g | —pY—q | —(pve
s s f f s s J f
sf| f s s f s f
f s s I 5 s s f
frf $ L I s 5 s

16




I. MENGDER OG UDSAGN ' : I.11

11.10 eksempel. Med lzsemiden »p eller g« for udsagnet pv g har vi fastlagt en
bestemt betydning af glosen »ellers. I dagligsproget er brugen af vendingen »p eller g¢
svingende, idet den dels bruges for pv g, dels for (pvg)a — (p A g).

11.11 ovelse. Opskriv sandhedstabeller for udsagnsformerne (pvg)A — (pAQ)
0g (PA—@V(—pAg).

12, Ved betragtning af sandhedstabellerne i eksemplerne (11.5) og
(11.9) ses, at udsagnsformerne —(pAa—g) og —pvg har samme sand-
hedstabel. Vi siger derfor, at disse to udsagnsformer er logisk ekviva-
lente, og vi skriver

(12.1) —(pAr—yq) kv —pvyg.
Formel (12.1) siger, at udsagnsformerhe

»det er ikke sandt, at p er sandt og g er falske«

08
»p er falsk eller g er sandte«

er logisk xkvivalente.
Af eksemplerne (11.5) og (11.9) fremgér ogsé, at

—pA—g kv —(pvg) og —(pArg =zkv —pv-—g.

Af eksempel (11.6) ses, at
2 zkv —|(-—|p) .

12.2 svelse. Godtger, at der gelder:

pvg =®kv — (—pAr—q), praqg kv —(—pv —4),
pAap kv p, pvyp xkv p.

For visse udsagnsformer har det resulterende udsagn sandhedsvar-
dien s, uanset de indgiende udsagns sandhedsverdier. Dette galder
sdledes for udsagnsformen pv—p. Udsagnsformer af denne art kaldes
rautologier,

12.3 eksempel. Udsagnsformen (pv g)v( — p A — ¢) er en tautologi. Dette kan
man let overbevise sig om ved at formulere den i ord. Man kan ogsi udarbejde
sandhedstabellen:

P g |Pvg —mpA—g|(pv@Vv(—pA—g)
5 s s I s
s f s I 5
J s 5 I s
fFfrl f s s
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12.4 evelse. Godtger, at udsagnsformen

AV AV pARY(—pAa—g)
er en tautologi.
13. Idet p og g er to udsagn, vil vi nu se pi udtalelsen
(13.1) shvis p er sandt, er ¢ sandt«.

Ved en omformulering af denne udtalelse kan vi se, at den kan opfattes
som en udsagnsform, der kan udtrykkes ved hjzlp af p og ¢ i forbindelse
med de allerede indforte logiske symboler (konjunktion, negation og
disjunktion). Vi kan udtrykke (13.1) ved

»det er udelukket, at ¢ er falsk, hvis p er sandte¢,
og dette kan omformuleres til
»det er ikke sandt, at ¢ er falsk og p er sandt« .
Heraf ses, at udtalelsen (13.1) kan tolkes som
—(pA—g).

Udsagnsformen —(pA—g) kaldes en implikation. Som betegnelse
herfor benytter man symbolet p = g (les: »p medferer g¢ eller »hvis
p s& g«). Undertiden benytter vi skrivemiden g <= p for denne ud-
sagnsform.

Da symbolet p = g betegner udsagnsformen —(pa—g), har vi ifig.

(12.1), at
P=>9 &RV —pvgqg.

Udsagnsformen »p medforer g« er altsd logisk ®kvivalent med »p er

falsk eller g er sandte,

13.2 eksempel. Sandhedstabellen for udsagnsformen p =>g er iflg. eksempel
(11.5):

pa|p=>g
5 3 $
s f f
f s ]
fr s

Vi ser, at i de tilfzelde, hvor udsagnene p og p =>g er sande, er ogsid ¢ sandt.

Endvidere ser vi, at nir p er falsk, er implikationen p => ¢ sand uanset sand-
hedsverdien af g. Man kan sige, at nir p er falsk, er p => ¢ tomt opfyldt, thi man
fir ikke nogen oplysning om ¢ ved at fi at vide, at p => g er sand og p er falsk.
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1. MENGDER OG UDSAGN I.13

13.3 eksempel. I matematikken kommer man ofte ud for den situation, at man om
to udsagn p og ¢ kan vise, at
(13.4) p=q.

Hermed har man ikke bevist, at g er sandt, og ej heller at p er sandt. Men hvis man
desuden kan vise, at p er sandt, har man med (13.4) sikret, at g er sandt.

Hvis man pid den anden side har vist, at (13.4) er sand og ¢ er falsk, har man
bevist, at p er falsk, thi med det beviste har man godtgjort, at man befinder sig i
nederste linie i sandhedstabellen for p =>g¢.

Den sidste bemzrkning angiver princippet for et indirekte bevis, hvor man ger
en antagelse p, som man ensker at dementere ved at godtgere, at den har en umulig
konsekvens. I dagligsproget kan et indirekte bevis formuleres siledes:

VE er ikke lig med 7, for si skulle 14 vere lig med 7%, og det er ikke sandt.
Dette raesonnement kan ogsa skrives siledes:

Vid=7 = 14=T7) og 1447,
Altsa er V1447,

13.5 ovelse. Godtger, at
p=>q =KV —gqg => -—p.

x13.6 eksempel. Hvis det om udsagnene p, g og r galder, at implikationerne
p => q 0g ¢ = r er sande, kan r ikke vare falsk samtidig med, at p er sandt. Altsi

er ogsh implikationen p => r sand. Som felge heraf tillader vi os ofte at skrive
udsagnsformen (p => ¢) A(g = r) pd den sammentrukne form

pP=> g =r.

Udsagnsformen )
(13.7) - (p=prlp<=9)

kaldes en bitmplikation. Som betegnelse for (13.7) benytter vi symbolet
p <>g¢. Vi finder her folgende sandhedstabel:

? 94 |p=>q | P=4q|[P—=4
s S s 5 3
s f f s f
fs s f f
f f s 5 5

Heraf ses, at nér p og ¢ er to udsagn, betegner p <=-¢ et udsagn, der
er sandt hvis p og ¢ har samme sandhedsverdi, falsk hvis p og ¢ har

hver sin sandhedsverdi. Vi kan derfor give p <> g de sproglige ikled-
ninger »p er sandt, hvis og kun hvis ¢ er sandts eller »p er ensbetydende

med ge.
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13.8 eksempel. Vi har tidligere set, at udsagnsformerne — pv — gog —(pAag)
er logisk xkvivalente (har samme sandhedstabel), Heraf slutter vi nu, at udsagns-
formen

TPV g <> —(pAg)
er en tautologi.

13.9 avelse, Vis, at udsagnsformerne

p=p o0g p<=>p
er tautologier.

Abne udsagn

14. En udtalelse som »x < 7¢ er ikke et udsagn, thi det kan ikke siges,
om den er sand eller falsk. Hvis vi imidlertid indsztter et vilkarligt
reelt tal 1 stedet for x, fir vi et udsagn. Indsetter vi f.eks. 5 i stedet
for x, far vi et sandt udsagn, og indsatter vi tallet 10, fir vi et falsk
udsagn. Vi kalder udtalelsen »x < 7« for et 4bent udsagn om elementerne
iR.

Ved et dbent udsagn om elementerne i en mengde M forstdr vi en
udtalelse, der indeholder en ubestemt sterrelse med den egenskab, at

“hvis den ubestemte storrelse erstattes med et vilkarligt element fra M,

fremkommer et udsagn.

Vi benytter ofte bogstavbetegnelser som f.eks. p(x) for dbne udsagn.
Det er da underforstdet, at x betegner den ubestemte storrelse, der
kan erstattes med elementer fra M.

14.1 eksempel. Lad p(x) betegne folgende dbne udsagn om elementerne i Z;:
p(x): xer et primtal .

Da betegner p(3), p(97) og p(123) udsagnene »3 er et primtale, »97 er et primtale
og »123 er et primtale, Af disse udsagn er de to ferste sande og det tredie falsk,

Niér p(x) og ¢(x) er dbne udsagn om elementerne i en mangde M,
kan vi af disse danne nye adbne udsagn om elementerne i M som f.eks.
p(x)Aq(x), p(x)vg(x), —p(x) og p(x) => g(x). Det abne udsagn p(x)Ag(x)
er bestemt ved, at nir x erstattes med et vilkirligt element a i M,
giver det udsagnet p(a)Ag(a). P4 tilsvarende made er de tre andre dbne
udsagn fastlagt,

14.2 eksempel. Ulighederne
x<3 1=2x, xs4
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1. MENGDER OG UDSAGN | 1.14

kan opfattes som dbne udsagn om elementerne i R. Herved bliver udtalelserne
x<3Aa1Zx, x£3vx=4, —(x=3)
ligeledes til dbne udsagn om elementerne i R, Disse kan ogsé skrives:

1=x53 x=4, x>3.

15. Lad p(x) betegne et Abent udsagn om elementerne i en mangde M.
I overensstemmelse med vedtzgten i § 4 betegner symbolet

{x e M| p(x)}

en delmaengde til M, nemlig mangden af de elementer x i M, for hvilke
p(x) er sandt. Denne delm=zngde kaldes sandhedsmengden for det dbne
udsagn p(x).

15.1 eksempel. Ligningen
(x—1)x—}p =0

kan opfattes som et ibent udsagn om elementerne i R. Sandhedsmengden er da:

{xeR| (x—1)(x=b =0} = {}, 1}.

I visse situationer kan man komme ud for at opfatte ligningen som et dbent udsagn
om elementerne i Z4. I si fald er sandhedsmzngden:

(x€Zy | (x=1)x=} =0} = {1}.

15.2 gvelse. Lad p(x) og g(x) betegne abne udsagn om elementerne i en mangde M,
og lad P og Q betegne de tilsvarende sandhedsmangder.

Vis, at de 4bne udsagn p(x) A g(x), p(x) v g(x) og — p(x) har de sandhedsmangder,
der er angivet i nedenstiende skema:

dbent udsagn | sandhedsmazngde
p(x) r
q(x) Q
p(x) A g(x) PNQ
p(x) v g(x) PUQ
— p(x) MNP

15.3 eksempel. Nir A4 er en vilkirlig delm=zngde til en mangde M, findes der
et dbent udsagn om elementerne i M, der har A som sandhedsmangde, nemlig
det 4bne udsagn x € A.

16. Nir p(x) er et dbent udsagn om elementerne i en mangde M, er
udtalelsen
(16.1) sfor alle x i M er p(x) sandte
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et udsagn. For dette udsagn benytter vi symbolet
(16.1°) VxeM: plx).

Symbolet V angiver siledes vendingen »for alle«; det siges derfor
at representere al-kvantoren. 1 stedet for lesemaden »for alle« kan vi
benytte »for ethvert« eller »for vilkarligt«. Endvidere kan vi udtrykke
(16.1°) ved at sige, at »for elementerne i M galder formlen p(x).

16.2 eksempel. Som ¢ksempler p4 sande udsagn af den her omtalte art kan nzvnes:

VxER: x*20, VxcR: (x+1)2 ==x24+2x+1,
VxeQ: x*+2, Vx€R: (x>0vx<l).

Derimod er udsagnet
VxeR: x2 2

falsk, thi der findes mindst et reelt tal, hvis kvadrat er lig med 2.

16.3 eksempel. Nir p(x) er et Abent udsagn om elementerne i en mengde M,
betyder udsagnet

VxeM: pix),

at sandhedsmengden for p(x) er lig med M.

I visse tilfaelde kan det vare praktisk at karakterisere grundmengden
Pd en anden mide, end det er sket i de foregiende eksempler. Hvis
vi f.eks. vil udtrykke, at for ethvert reelt tal x starre end 1 er 13 storre
end x?%, kan vi skrive

Vx> 1. 8> 52,

Vi har her i stedet for grundmengden angivet et 4bent udsagn, der
har grundmengden som sandhedsmangde. Det er i dette eksempel
underforstdet, at det pigzldende dbne udsagn opfattes som et udsagn
om reelle tal. '

Hvis sammenhangen udelukker misforstielser, udelader man under-
tiden angivelsen af grundmangden. Hvis det f.eks. utvetydigt fremgar,
at talen er om reelle tal, kan man skrive:

Vx: x*2 0,
og dermed udtrykke, at kvadratet pd et vilkarligt reelt tal er ikke-

negativt.

17. Nar p(x) er et dbent udsagn om elementerne i en mangde M, er
udtalelsen
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(17.1)  »der findes i M mindst ét x, for hvilket p(x) er sandte
et udsagn. For dette udsagn benytter vi symbolet
(17.1°) _ AxeM: plx).
Symbolet 3 angiver siledes vendingen »der eksisterer; det siges

derfor at representere eksistens-kvantoren.

17.2 ovelse. Formuler hvert af felgende udsagn i ord og angiv deres sandheds-
vaerdi:

(1) 3xcR: x>0 (3) 3x€R: (x> 0axt>x%)
Q) YxER: x>0 @ VxeR: (x>0vxt>xh)

17.3 eksempel. Nir p(x) er et dbent udsagn om elementerne i en mzngde M,
betyder udsagnet
IxeM: px),

at sandhedsmangden for p(x) ikke er tom.
Man indser let, at for ethvert bent udsagn p(x) om elementerne i
en mengde M har de to udsagn

—(VxeM: p(x)) og AxeM: —p(x)

samme sandhedsvardi. Vi kan derfor skrive:
(17.4)  —(VxeM: p(x)) kv IxeM: —p().
Af lignende grund skriver vi: |

(17.5) —(IxeM: p(x)) kv VxeM: —p(x).

18. Af sarlig interesse er udsagn af formen
(18.1) Vxe M: p(x) = q(x),

hvor p(x) og ¢(x) er abne udsagn om elementerne i M. (18.1) udsiger,
at for enhver vardi af x, for hvilken p(x) er sandt, er ogsd g(x) sandt.
Dette udsagn kan udtrykkes saledes:

(18.1) »p(x) medferer g(x) inden for M«

Nar misforstielse er udelukket, tillader man sig ofte at udelade
mangdebetegnelsen i (18.1). Sdledes skriver man almindeligvis

x>3 = x>2
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i stedet for
VxeR: x>3 = x> 2.

Derimod kan man ikke uden fare for misforstaelse udelade mangde-
betegnelserne i udsagnene

VxeZ: x>2 = x2>8,
VxeR,: x2>1 = «x>1.

18.2 eksempel. Udsagnet
: VxeM: plx) <= gq(x)

udsiger, at ¢(x) er sandt for de og kun de vardier af x i M, for hvilke p(x) er sandt.
Dette udsagn kan ogsd udtrykkes siledes: »p(x) er ensbetydende med g(x) inden
for My,

18.3 avelse. Lad p(x) og ¢(x) betegne 4bne udsagn om elementerne i en mangde M,
og lad P og Q) betegne de tilsvarende sandhedsmangder,
Vis, at udsagnet
VxeM: p(x) = glx)

er sandt, ndr og kun nir P S Q; og udsagnet
VxeM: px) < g(x)

er sandt, nir og kun nir P=Q,

19. Udtalelsen »x <y« kan beskrives som et abent udsagn med de to
ubestemte sterrelser x og ¥; ndr vi indsaztter to vilkirlige reelle tal i
stedet for x og y, far vi et udsagn. Vi kalder »x <y« for et abent udsagn
med de to reelle variable x og y.

Ved et dbent udsagn med to variable bundet til henholdsvis maengden
A og mzngden B forstdr vi en udtalelse, der indeholder to ubestemte
storrelser med den egenskab, at nir den forste ubestemte storrelse
erstattes med et element i A4, og den anden erstattes med et element
i B, fremkommer et udsagn. Pi lignende made kan bne udsagn med
flere end to variable beskrives.

Et dbent udsagn med to variable, der er bundet til henholdsvis A
og B, er dbenbart det samme som et ibent udsagn om elementerne i
produktmengden A x B. Man kalder ogsi et sidant abent udsagn for
en relation mellem elementerne i A og B eller en relation fra A tl B.

19.1 eksempel. Ligningen y=2x kan opfattes som et abent udsagn med de to
reelle variable x og y. Sandhedsmangden for dette udsagn kan skrives

{Ge; )| v = 2x}.
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Eksempler pd elementer i sandhedsmzngden er talparrene (1, 2), (4, 8), (=3, —6),
(4, 1). Sandhedsmengden kan beskrives som mangden af talpar af formen (z, 21),
hvor ¢ er et reelt tal. Vi kan udtrykke dette ved at skrive

| y=2x}={(x,y)|3tER: (x5 = (1,20)}.

Udtalelsen
a+b = b+a

er et dbent udsagn med de to reelle variable @ og 5. Da udtalelsen er
sand for vilkarlige a og b, skriver vi:

VacRVYbeR: a+b=bdb+a.
Af hensyn til overskueligheden sammentrakker vi ofte dette symbol til
Ya,be R: a+b=b+a.
Pa lignende mdde sammentrakker vi symbolerne

YVae RVbeRVceR: (a+b)+c=a+(b+c)
YacRVYbeRVneZ,: (ab)® = a™b"
til
Ya,b,ceR: (a+b)+¢c = a+(b+c),
Ya,bc RYneZ,: (ab)® = a"b".

Udtalelsen
x?+y2 =1

kan opfattes som et dbent udsagn, hvor de variable x og y er bundet
til Q.. Da
B+ =1,

har vi, at
3xeQ,3yeQ,: x*+y?t=1,

eller lidt kortere skrevet
dx,ye Q,: x*+3% =1,

I mange matematiske sztninger optr&der bade ecksistens- og al-
kvantorer. Som nedenstiende eksempler viser, er rekkefolgen af de ind-
gdende kvantorer af vasentlig betydning.

19.2 eksempel. Ligningen
(19.3) x+a=0
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kan opfattes som et dbent udsagn med de to reelle variable x og a. For ethvert x
findes der et a, s& (19.3) er opfyldt. Vi kan derfor skrive

YVxER3IacR:
Man ser endvidere, at folgende fire udsagn har de angivne sandhedsverdier:

JaceRVYxER:
YacRIxeR:
daeRVxeER:
IxeRYaceR:

19.4 eksempel. Lad der vare givet et dbent udsagn p(x, y), hvor de to variable
x og ¥ er bundet til henholdsvis 4 og B; og lad g, og ¢, betegne de to udsagn

VxeA3yeB: plxy)

¢, siger, at til hvert x € A kan vi finde et y € B, si p(x, y) er sandt. Udsagnet
qp siger, at der findes et element y, € B, si p(x, y,) er sandt for alle x € A. Hvis
g er sandt, er g, dbenbart ogsd sandt, mens det omvendte ikke nedvendigvis er

tilledet.
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x*+a=0 .

x*+a =20
24+a+0
x24+a £ 0

og JyeBVYxecd: plx, vy,

x24+a=20,

(falsk),
(falsk) ,
(sandt) ,
(falsk) . -




