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Niels Jgrgen Nielsen
April 24, 2014

I det fglgende betegner €2, F, P) et sandsynlighedsrum. Hvis X er en sv pa (2, F, P), sa
lader vi X (P) betegne billedmalet af X, d.v.s. fordelingen af X. Hvis x og v er to sandsyn-
lighedsmal pa R, lader vi u ® v betegne produktmalet af 1 og v.

Opgave 1

Lad G vere en del-o-algebra af 7. En mengde B € G med P(B) > 0 kaldes et atom i G, hvis
der gelder:
VAeG: ACB= P(A) =0V P(A) = P(B).

(i) Vis, at hvis Y er en G—malelig stokastisk variabel, og B er et atom i G, sa er Y nasten
sikkert konstant pa B.

(i) Vis, at hvis A og B er atomer i G med P(A\ B) > 0, saer P(AN B) = 0. Bortset fra
nulmangden AN B er A og B altsa disjunkte.

Opgave 2

I denne opgave lader vi G betegne en endelig del-o—algebra af F.
(i) Vis, athvis A € G med P(A) > 0, findes der et atom B i G med B C A.
(ii) Vis, at hvis A € G med P(A) > 0, geelder der:
A=U{BCA|BatomiG}.
Bemark, at foreningsmangden er endelig.

(iii) Lad {B; | 1 < j < n} vare et maximalt szt af atomer i G. Ifglge Opgave 1 (ii) taler vi
omm samtlige atomer i G bortset fra tilfgjelser eller fjernelse af nulmengder.

Lad X € Ly(P). Vis at

1
EX |G = —/ XdP 1gp..
K19 =2 75y ), Y0

Vink: Vis, at hgjresiden opfylder den sedvanlige integralligning for middelverdier. Udnyt
ogsa, at iflge (ii) er en vilkdrlig mengde i G foreningsmangde af nogle af B;’erne.



Opgave 3

Hvis Y er stokasisk variabel, lader vi som s@dvanligt o(Y") betegne den mindste o—algebra, hvori
Y er mélelig. Hvis X,Y € L, (P) satter vi E(X | Y) = E(X | o(Y)).

(i) Vis,athvis X,Y € L;(P) er uafhengige, saer £(X | Y) = E(X).
Vink: Benyt, at w — F/(X) er G-malelig. Lad veere med at benytte DW Satning (9.7 (k))!

(ii) Find et eksempel pa stokastiske variable X og Y, hvor der gelder, at £(X | Y) = E(X),
og hvor X og Y ikke er uath®ngige.

Opgave 4

Lad X og Y veare reelle stokastiske variable.

(i) Vis, at X og Y er uafthengige, hvis og kun hvis

for alle begreensede Borelfunktioner f,g : R — R.
Vink til “hvis” delen. St f = 1,4 og g = 1, hvor A og B er vilkarlige Borelmangder.

(i1) Vis, at X og Y er uath@ngige, hvis og kun hvis
E(f(X)Y) = E(f(X))

1 for alle begensede Borelfunktioner f : R — R.

Opgave 5
Lad 1 < p < oo oglad G vere en del-o—algebra af F.

e Lad X € L,(P). Brug Jensens ulighed til at vise, at
E(X [G) € Ly(P),ogat [E(X | G, < [IX]]p-

(i) Vis,athvis X € Lo (P),saer E(X |G) € Loo(P) med |E(X | G)|loo < | X |00

(i) Ladnu 1 < p < ocooglad (X,,) C L,(P). X € L,(P),séledes at X,, — X i L,(P). Vis,
at B(X,, | G) = E(X | G)iL,(P). Operationen E(- | G) er altsa en kontinuert operation
i L,(P).



Opgave 6

Lad (F,,) veere en filtrering af F, lad (X,,) vere en submartingale relativ til (F,,) oglad ¢ : R —
R vere en konveks funktion.

(i) Brug Jensens ulighed til at vise, at hvis ¢(X,,) € Li(P) for alle n € N, og ¢ er vok-
sende, er (¢(X,,)) en submartingale. Vis derefter, at hvis (X,,) er en martingale, sa geelder
konklusionen uden antagelsen om, at ¢ er voksende.

(ii) Lad 1 < p < oo og antag, at X,, € L,(P) forallen € N, og at (X,,) er en martingale. Vis,
at | X'|P er en submartingale.

(iii) Hvis z € R, seetter vi 2™ = 2, hvisz > 0og 2™ = 0, hvisz < 0. Lad ¢ : R — R vere
defineret ved ¢(x) = =™ for alle z € R. Redeggr for (f.eks ved hjelp af en tegning), at ¢
er konveks. Vis dernest, at (X;1) er en submartingale.

Opgave 7

Lad (X,) C Li(P) vare en fglge af indbyrdes uathengige, identisk fordelte stokastiske variable
med middelverdi 0 og varians 0. Definer:

Yo=(>_ X)’

0g
Z, =Y, —no?

for alle n € N. Set for ethvert n F,, = o(X; | 1 < k < n).
Vis, at (Y,,) er en submartingale, og at (Z,,) er en martingale.

Opgave 8

Lad (F,,) vare en filtrering af F og lad X = (X,,) veere en (F,,)-tilpasset proces. (X,,) kaldes en
lokal martingale, hvis der findes en fglge (7},) af endelige stoppetider med 7} 1 oo for k — oo
og saledes at (X,,7,) er en martingale for ethvert & € N. Sadanne processer mgdes ofte i
matematisk finansiering.

Vis, at en lokal martingale (X,,), som er nedadtil begranset, er en supermartingale. Vink:
Brug Fatous lemma pa passende vis.

Opgave 9

Lad (F,,) vere en filtrering af 7 og lad X = (X,,) vere en (F, )-tilpasset proces, saledes at
Xn11 — X, er uathangig af F,, for alle n € N.

(i) Antag at £ (X,,) = E(X;) for alle n € N. Vis, at (X,,) er en martingale.



(ii) Antagat (E(X,,)) er en voksende fglge. Vis at (X,,) er en submartingale.

(iii) Geet selv det naeste spgrgsmal!!!

Opgave 10

Lad (r,,) veere en fglge af uafhangige stokastiske variable med P(r, = 1) = P(r, = —1) = 3,
ogset F,, = o(r;;1 < j <n)forallen € N.

(i) Vis, at (r,,) er en ortonormalfglge i Lo(P).

(ii) Lad (t,) € R vere en vilkarlig fplge, og szt for ethvert n € N S, = Y t;7y. Vis, at
(S,) er en martingale.

(1i1) Vis at fglgende udsagn er &kvivalente:

1Y 02 62 < oo
2. Rakken So, = Y ., tyry, konvergerer i Lo(P).
3. Rakken So = Y o, tgry, konvergerer i Ly (P).

4. Rekken S, = 220:1 tx 7 konvergerer n.s.

(iv) Vis, at hvis en af betingelserne (og dermed alle) er opfyldt,sa vil:
Q)2 = [15-c0l;
k=1

Opgave 11

Lad (r,) vere som i Opgave 10.

(i) Vis, at hvis (tx) CRog1 < p < 2, sa geelder:
1Y terall, < (Y82 forallen € N.
k=1 k=1

Resten af opgaven gér ud pa at vise, at der findes en konstant A; > 0, sdledes at:

A0 8 <1 terlh
k=1 k=1

for alle (t;) C Nogallen € N.
Vi antager fra nu af, at der ikke findes en sddan konstant A; og vil gerne komme frem til en
modstrid.



(ii) Gor klart, at antagelsen medfgrer, at der for alle X' > 0 findes et n € Nog (tx)7_; C R,

saledes at: . .
1> sl <1 Y > K
k=1 k=1

(iii)) Sat py = 0. Vis ved induktion (og ved hjelp af (ii)), at der findes en strengt voksende
folge (p,) C N ogen fglge (s;) C R, siledes at:

Pn+1
Z sz >2*" forallen >0
k=pn+1

0g

Pn+1
[ Z skt <1 forallen > 0.
k=pn+1

(iv) Forethvertn > 0ogethvertp, < k < p,.; setter vity, = 27"s;. Vis,aty ~ i’;};ﬂ LTy
er konvergenti L, (P) ogat Y 7, t; = 7 ()™t |t} er divergent.

(v) Ggr rede for, at dette er i modstrid med opgave 10. Vi har dermed vist eksistensen af A;.

(vi) Vis,atder foralle 1 <p < 2,allen € Nogalle (t;) C R gelder:
A8 <D e, < Q1)
k=1 k=1 k=1

Denne ulighed kaldes Khintchines ulighed (for 1 < p < 2). Ved et dualitetsargument kan
man fa en analog ulighed for 2 < p < oo. Det er vist af Uffe Haagerup, at den bedste valg af
konstanten A; er A; = \/% Om dette kan vises ved hj@lp af martingales ved jeg ikke.

Opgave 12

Lad (M,,),>0 vere en martingale, som er begranset i Lo(P), og definer M, som i noterne. Vis,
at F(My | F,,) = M, for allen > 0.

Opgave 13

Lad (X,) C Lo(P) vaere en fglge af uafhaengige stokastiske variable med E(X,) = 0 for alle
n € N. Set Xy = 0 og lad som sedvanlig F,, = 0{ X} | 0 < k < n}. Vi setter desuden Sy = 0

0og
S, = ZXk for alle n € N.
k=1

Som bekendt er S = (S,,) en martingale.



(i) Vis, at der for alle n € N gelder:

S 82 =X, +X,,S,_1.
(i) Find Doob—dekompositionen af S2. Vink: Man kan f.eks benytte formlen i noterne til

bestemmelse af (A,,).

(iii) Hvis man ikke kender Doob—dekompostionen, kan man jo angribe det saledes (og gor
det!!): Udregn F(S? | F,_;) for alle n € N. Brug dette udtryk til at finde ud af, hvad der
skal treekkes fra S2 for at fi en martingale.

Opgave 14
Lad (X,,)) vere en Lo(P)-begrenset martingale, og szt
Xoo =1lim X,,.

Denne limes eksisterer jo n.s og i Lo(P) ifplge noterne. Vis at (X?2) er en uniformt integrabel
submartingale, og at
X2 =1limX? ns.ogiL(P).

Vink: Vis fgrst, at E(X2 | F,) > X2 ns.

Opgave 15

Denne opgave er en generalisering af noternes Setning 3.2. Lad 1 < p < oo og lad (X,,) vare
en martingale, som er begrenset i L,(P), dvs sup,, E(|X,,|’) < oo.

(i) Vis, at X, = lim X, eksisterer n.s. ogi L1(P).
(i) Visat E(X | F,) = X, forallen € N.
(iii) Vis, at X, € L,(P).

(iv) Vis, at E(|Xw|? | Fn) > |X,|P for alle n € N og konkludér, at (] X,|?) er uniformt
integrabel.

(v) Brug konveksiteten af | - |P til at vise, at
X — Xp|P < 2271(| X [P + | X,|P) forallen € N

og konkludér, at (| X, — X,|P) er uniformt integrabel. Vis dernast, at X, = lim X, i
Ly(P).



Opgave 16

Lad (X,) C Ly(P) vere en fglge af uath@ngige stokastiske variable og st Xy = 0, Sp = 0
og S, = > r_, Xy for alle n € N. Som sa@dvanligt lader vi F,, = 0{X}, | 1 < k < n} for alle
n € N. Find Doob—dekompositionen af (5,,).

Opgave 17

Lad (F,,) vere en filtrering af F, s alle P-nulmengder tilhgrer F, og lad 7 vere en stoppetid.
Vi lader desuden F, vaere delmangden af F bestaende af alle de A € F, for hvilke
AN(r=n) e F,forallen > 0.

1. Vis, at F; er en o—algebra.
2. Vis, at hvis o er en stoppetid med o < 7 n.s., sa er F, C F,.

3. Lad (X,,),>0 veere en proces, som er tilpasset filtreringen, og lad 7 < oo n.s. Vis, at X er
F,—malelig.

4. Antag nu yderligere, at (X,,) C Li(P), og at der findes et M € N, sa 7 < M n.s. Vis, at

M
X <)X,
n=0

og slut heraf, at X, € L,(P)

I det folgende lader vi (F,,) vere en filtrering, som opfylder betingelserne i Opgave 17.

Opgave 18 (optional sampling)

Lad (X,,) vere en submartingale (med hensyn til (F,,)), og lad o og T vaere begrensede stoppe-
tider med ¢ < 7 n.s.

1. Vis,athvism < kog A € F,, sdaer

/ XpdP > / XdP.
AN(o=m) AN(o=m)

2. Vis, at B(X, | F,) > X,. (Vink: Opskriv X, — X, som en martingale transform for
passende C', og brug dette til at vise, at hvis m > 0, sd er fAm(U:m) (X, — X,)dP > 0 og
summér derefter over m.)

Det tilsvarende resultat for supermartingales viser, at man ikke kan vende et ikke—favorabelt spil
til et favorabelt ved hjelp f begrensede stoppetider.



Lad 0 < p <1, og lad (X,,),>; veere en fglge af uafhengige stokastiske variable, siledes at
P(X,=1)=pog P(X,,=—1)=1—pforallen € N. Hvis a € R, satter vi Xy = a 0g S,, =
> r_o Xy og i dette tilfeelde F,, = o(Xo, Xy, -, X,). Sammenlign dette med begyndelsen af
afsnit 2 af noterne. (S5,,) kaldes en simpel random walk med parameter p, startende i a. Hvis
p = 3, kaldes (.S,,) symmetrisk.

Opgave 19

Lad a,k € Nmed a < k, lad (S,,) vere en simpel symmetrisk random walk, startende i a. Det
fglger af tidligere resultater, at (.S,,) er en martingale. Vi lader endvidere

T=inf{n >1|S5,=0 ellersS, = k}.
Det fglger af noternes Proposition 2.6, at T er en stoppetid. Det kan vises, at P(7 < o0) = 1.
1. Vis, at (S,,) og T opylder betingelserne i opgave 27.
2. Vis, at E(S;) = a.

3. Vis, at P(S; = k) = {. (Vink: Opsplit £(S-) som sum af integralet over den mangde,
hvor S; = 0, og integralet over den mangde, hvor S, = k.)

Bemerk, at P(.S,; = k) udtrykker sandsynligheden for, at du far & kroner ud af dit spil, inden du
gar fallit (dvs S, = 0)!!

Opgave 20

LadO<p<1,p# %, lad a,k € Nmed a < k, og lad desuden (.5,,) vere en simpel random
walk med med parameter p, startende i a. Lad endvidere (X,,) vere defineret som ovenfor og
saet 1

Z, = (Tp)sn for alle n € N,

og lad
T=inf{n>1|S5,=0 ellerS, =k}

1. Vis, at E((%)X") = 1 for alle n > 1, og slut heraf, at (Z,,) er en martingale.

2. Vis,at E(Z,) = (52)"

3. Vis,at P(S, = k) = P(Z, = (12)%) =



Opgave 21
Lad X € Ly(P)) oglad G og H vere del-o—algebraer af F. Lad endvidere H vere uafhengig
af 0(X,G). Opgaver gar ud pa at vise, at
E(X [0(G,H)) = E(X | G). (D
Det er nok at vise (1) for X > 0. Hvorfor? Fra nu af antager vi altsa, at X > 0.
1. Lad G € Gog H € H. Vis, at

XdP = P(H) / Xdp
G

GNH
og
/ B(X | G)dP = P(H) / B(X | G)dP,
GNH

G
og konkludér, at

XdP = E(X | G)dP.

GnH GnH
2. Vis, at
/XdP:/E(X | G)dP foralle A € 0(G,H).
A A

Vink: Udnyt at {GNH | G € G,H € H} udggr et passende frembringersystem for
0(G,H) og benyt de seedvanlige mélteoretiske argumenter.

3. Konkludér af 2., at (1) gaelder.

Opgave 22

Lad X veare nomalt fordelt med middelverdi 0 og varians o2, Udregn E(exp(X)) og variansen
af exp(X).
Vink: Brug DW lemma 6.12 eller noternes s&tning 5.4.

Opgave 23
Lad (B,) vare en stokastisk proces, som opfylder:
(1) By =0n.s.
(i) Hvis 0 < m <, er B,, — B,, normalfordelt med middelverdi 0 og varians n — m.

(iii) Hvis 0 <ny <mng < --- < ny,sder B,,,B,, — B,,, -+, By, — B,,_, vafth®ngige.

(B,,) kaldes en diskret Browsnk beveagelse elller en diskret Wienerproces. Det er ikke helt let at
vise dens eksistens, men det tager vi for givet. Bemeark, at der i (ii) stir n —m og ikke (n—m)?!!
Vi seetter for ethvert n € N F,, = (B, 0 < k < n).

9



. Vis, at (B,,) er en martingale.
. Find Doob—dekompositionen for ( B2).

. Lad a € R, a # 0 og definér:

1
M, = exp(aB, — §a2n) for alle n > 0.

Vis, at (M,,) er en martingale.

Vink: Ikke noget med Jenser her! Skriv forn > 1
1
M, = exp(a(B, — Bp-1) — §a2)]\/[n_1,

og brug forudsa@tningerne og resultatet fra Opgave 22.
. Vis, at der findes et M, € Li(P), s&

M, — My, n.s.

. Lad ¢ > 0 og st for ethvert n > 0 b,, = a‘l(%azn + log €). Ger rede for, at

(M,, > ¢) = (B, >b,).

. Vis, at for a > 0 vil
M, — 0 isandsynlighed.

Konkludér heraf, at M., = 0 n.s. Tilsvarende regninger kan ggres for a < 0.

. Er (M,,) uniformt integrabel?

Opgave 24

v(A) = / fdu foralle A € F.
A

1. Vis, at v er et mal.

2. Lad g : Q — [0, 00| vaere malelig. Vis, at

/diV=/ngdu-

gf € Ly(p) Vis dernzst, at i bekraftende fald geelder (2)

10

)

Lad (2, F, ) veere et malrum (u er ikke ngdvendigvis et endeligt mal) og lad f : Q — [0, 00|
vere en F—malelig funktion. Vi definerer v ved:

)

)

3. Lad nu g : Q — R vere en vilkarlig malelig funktion. Vis, at ¢ € L;(v), hvis og kun hvis



Opgave 25

Lad B,), (F,) og (M,) vaere defineret som i Opgave 23. Vi definerer endvidere processen (X,,)
ved:
X,=DB,—an forallen > 0. (D)

I det fglgende lader vi N € N veare fast og s&tter
= / MydP foralle A € F. (2)
A

1. Vis, at () er et sandsynlighedsmal med den egenskab, at der for alle A € F galder, at
Q(A) = 0 hvis og kun hvis P(A) = 0.

2. Vis,athvis Y € L;(Q) og Y er F,,—malelig foretn med 0 < n < N, sder
/ YdQ - / Y M, dP. 3)
Q Q

Resten af opgaven gar ud pa at vise, at (X,,)o<,<n er en endelig Brownsk bevagelse i sandsyn-
lighedsrummet (2, F, Q).

3. Lad0 <m <n < Noglad f : R — R vare en begrenset Borelfunktion. Vis, at
Q
1
/ f(B, — B —a(n —m))exp(B, — By, — §a2(n —m))dP =

_1

(2r(n —m / Flu— (n — m)a) exp(—

du.
[ et
Vink: Brug (3) og at F(M,,) = 1 samt Setning 5.4 i noterne.

M\H

(2m(n —m

4. Konkludér af 3., at hvis 0 < m < n < N, sder X,, — X,, normalfordelt N(0,n —m) i
sandsynlighedsrummet (2, F, Q).

Vink: Lad x € R og s&t [ = 1)c 571 (4).

S5.Lad0=mng <mny <--- <np < N,oglad zq, x5, -,z € R. Vis, at
k
QMY_y (X — Xjo1 <) = [ QX — Xjo0 < 1), ()
j=1

og slut heraf, at X, X,,, — X,,,,--- , X,,, — X,,, , er uafh@ngige.

Vink: Vis (5) ved induktion. I det k’te trin kan med fordel skrive
M,, = My_yexp(B,, — Bn,_, — %aQ(nk — Ng_1))-

Det er nu vist, at { X, | 0 < n < N er en endelig Brownsk bevagelse.

11



6. Kan man lave den ovenstidende konstruktion for hele (X, ),>¢ pa en gang? Mere specifikt:
Findes der et M € L,(P) med M > 0 n.s., sdledes at hvis vi satter

Q(A):/MdP foralle A € F,
A

sa er () et sandsynlighedsmal med egenskaben, at

Q(A) = / M,dP forallenogalle A € F,?
A

Opgave 26

Lad (X,,)n>0 C Ly (P) vaere en fglge af uafhengige identisk fordelte stokastiske variable og sat
for ethvertn > 0 5, = > Xy og F, = 0(Xo, Xy, -+, Xp).

1. Vis at hvis E(X,) = 0, sd er (.5,,) en martingale.
2. Vis at hvis E(Xj) > 0, sd er (S,,) en submartingale.

3. Geat selv naste spgrgsmal!!

Opgave 27

Lad (X,),>o vere en martingale med hensyn til filtreringen (F,,), og lad 7 vere en stoppetid
med P(7 < oo) = 1. Antag yderligere, at der findes et M, sdledes at | X,,|1,,<,) < M, altsa at
(X,) eer begrenset op til tidspunktet 7.

1. Vis, at | X, | < M og slut, at £(|X,|) < oco.

2. Vis, at E(X;r, — E(X; for n — oo, og brug DW 10.9 til at slutte, at £'(X,) = F(Xj).
(Vink: Skriv X, = XTl(TSn) + an(n<7-).)
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