Radon-Nikodyms satning

I disse noter vil vi vise den vigtige Radon-Nikodym s&tning. Vi lader 2 veare en vilkérlig
mangde og S en o-algebra af delmangder af 2. Vi starter med fglgende definition

Definition 1 Lad . veere et mal pa S.  siges at vaere koncentreret pd mengden B € S, hvis
n(CB) = 0.

Definition 2 Lad ;1 og v veere to mdl pa S. v siges ta veere absolut kontinuert med hensyn til y,
betegnelse: v < i, hvis

VAe S: u(A)=0=rv(A) =0. (1)

1L og v kaldes singuleere, betegnelse: p L v, hvis der findes disjunkte mengder By, B, € S,
saledes at . er koncentreret pa B, og v er koncentreret pd Bs.

Eksempel 3 Lad f € Li(u), f > 0 og definér v ved

v(A) = / fdu foralle Ae S (2)
A
sa er v et mal, som er absolut kontinuert med hensyn til pu.

Radon-Nikodyms setning udsiger bl.a., at hvis p er et o-endeligt mél og v er et endeligt mal
med v < pu, sd findes et f € Li(p), f > 0, s& (2) gelder.

Vi far brug for fglgende definitioner og s@tninger:

Definition 4 Er mdl pu pa S kaldes o-endeligt, hvis der findes en fplge (Q,) C S med Q =
Us2, 2, 08 p1(2,) < o0

Det er let at se, at hvis 4 er o-endeligt, s& kan vi finde en fglge (€2,) C S med Q = [, L,
Q, NQ,, = 0 forn # m og u(2,) < oo.

/ﬂmzlfw.

Lemma 5 Lad 1 0og v veere mdl pa S og definér ¢: S — RU {oo} ved
©(A) = pu(A) +v(A) foralle A€ S. 3)

Hvis f € Ly(p), sa vil vi altid satte

Da er ¢ et mdl pa S og for alle malelige funktioner f: Q2 — C geelder der:
fe€Li(p) e feLi(n) og feLi(v) 4)

[ ta0= [ san+ [ sav. (5)

I bekreeftende fald er




Bevis: Det fglger umiddelbart af (3), at (4) og (5) gelder, hvis f = 1, med A € S, og heraf far vi
af linearitetsgrunde, at (4) og (5) gaelder, hvis f er en simpel malelig funktion. Lad nu f > 0 vare
malelig. Vi vil vise, at (5) gelder for f. Hvis (s,,) er en fglge af simple, ikke negative funktioner,
sd s, T f n.o, sd fér vi fra det ovenstaende og Lebesgues satning om monoton konvergens:

/fd(p = lim [ s,dp = lim (/ Spdp + /sndu> (6)
n—00 n—o00
= [ sau+ [ an
Lad nu f: Q@ — C vare malelig. Da (5) gelder for ikke-negative malelige funktioner, vil

[1s1de= [111dn+ [ 1fiav )

(7) giver umiddelbart, at [ |f|dy < oo, hvis og kun hvis bade [ |f|dy < oo og [ |f|dv < oo,
hvilket netop er (4).

hvilket skulle vises.

Lad nu f € L(p) veere reel og skriv f = f* — f~. Ifglge det allerede viste er

[rrae = [raus [ rav ®)
[rae = [rau [ra ©)

Da f € L,(y) er alle indgéende integraler endelige, og (5) fas ved at treekke (9) fra (8).
Hvis f € Li(p) er kompleks, fas (5) ved at benytte, at den allerede gaelder for Ref og Imf. O

Lemma 6 Lad ;1 og v veere o-endelige mdal pa S. Der findes en fplge (Q,) C S med 2,NQ, = 0
forn#m, Q=Uro, QU 1) < 00 0g () < oo forallen € N

Bevis: Da y1 og v er o-endelige, findes (€2,) C Sog (/) C S,saQ, N, =0og QN =0
forallen #m, Q = Uoe, U, = Use, 0, 1(,) < coog v(Qr) < oo forallen € N.

Mangderne Q! N Q" ., n € N, m € N er parvis disjunkte, @ = (oo, Uro_, (2, N Q) og
p(QU,NQ") < coogr(Q2,NQN) < oo for alle n, m. Vi kan derfor valge (£2,,) som en passende
omordning af {Q, N Q" |n € N;m € N}. O

Vi minder om fglgende s@tning fra Analyse:

Saetning 7 Lad H vere et Hilbertrum med indre produkt (-, -). Hvis F': H — C er et kontinuert
linecert funktional, sa findes et entydigt bestemt y € H, sa

F(z) = (x,y) forallex € H, (10)
IEN = llyll- (11)




Eksempel 8 Hvis i er et mdl pa S, sa er Lo(u) et Hilbertrum med det indre produkt
(,9) = [ fadu for e f.g € Lo(p). (12)

Vi kan nu vise

Satning 9 (Radon-Nikodym) Lad | og v veere o-endelige mdl pa S. Der findes da entydigt
bestemte mal v, og v, pa S, sdledes at

V=Vo+ Vs, Vs LV, Vslop, v,<p. (13)

Der findes desuden en malelig funktion h > 0 n.o, sdledes at
ve(4) = / hdy  foralle A € S. (14)
A

h er entydigt bestemt modulo “= n.o”. Hvis v er et endeligt mal, sd vil h € L(u).

Bevis: Vi antager fgrst, at 4(2) < co og () < co. St p = pu + v.

Hvis f € Ly(yp), sa fglger det af Lemma 5 og Cauchy-Schwarz’ ulighed (Holders ulighed med
p=2),at

/lfldus/|f|dsogso(9>%(/|f|2dso)% <o (15)

saledes at f € Ly (v). hvis yderligere f; = f n.o. modulo ¢, sa vil ogsé f; = f n.o. modulo v,
og derfor vil [ fidv = [ fdv. Dette viser, at vi kan definere en funktion F': Ly(¢) — C ved

F(f) = / fdv foralle f € Ly(yp). (16)
F ses umiddelbart at vere et lineert funktional. Af (15) fas endvidere for alle f € Ly(y):
FOI < [ 1710 < o@H 51 am

som viser, at F er et kontinuert linert funktional med || F|| < ¢(€)2. Sztning 7 og Eksempel 8
giver derfor, at der findes en funktion g € Ly(¢p), saledes at

/ fdv=F(f) = /fgd(p for alle f € La(¢p). (18)

Hvis A € S er vilkarlig, s& giver (18) med f = 14:
0<AA) = /1Adl/ =/ gdp (19)
A
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saledes at ¢ > 0 n.o. modulo ¢ (og derfor ogsd modulo bade p og v).
Lad D = {t € Q| g(t) > 1}. Med f = 1p giver (18)

/D gd = (D) < @(D). 20)

Hvis ¢(D) > 0 giver dette:

1 ¢
1< —/ gdp < 1,
SO(D) D

hvilket er en modstrid. Altsé er (D) = 0.Vi har dermed vist, at 0 < ¢ < 1 n.o. modulo ¢ (og
derfor ogsa modulo bade i og v).

Da ¢ = p + v kan (18) ved hjelp af Lemma 5 omskrives til

/f(l = /fgdu foralle f € Ly(¢). @1
Lad B vare mangden
B={teQ|g(t)=1} 22)
og definér
vo(A) = v(ANCB) foralle Ae S (23)
vs(A) = v(ANDB) foralleAe€S. (24)

v, 0g vg ermal S med v = v, + v, og det er ogsa klart, at v, 1 v,. Hvis vii (21) s&tter f = 1p,
fas

0= [ =a)v = [ gdu= () 25)

hvilket viser, at 4 er koncentreret pA (B. Dermed er 1 L v,. Lad os nu vise, at (14) gelder.
Funktionen h: {2 — R defineres ved

T—9(2) . (26)

hz) = 92l forallez € CB
10 forallex € B

Da pu(B) =0,er h = 1—_Lg n.o. modulo p, og yderligere er A > 0 n.o. modulo .
Ladnun € Nog A € § vare vilkarlige og st f = 141gp Z?:l ¢’ 1(21); vi far da

n+1

1—¢"Ndv = / g’dp. (27)
/AnEB( AnCB ;




Da0 < g(z) < lforna x € CB,vill — g"*(z) 11 og > e 9(z) = 13(9’?1) = h(z) for n.a.
z € 0B.

Lebesgues sztning om monoton konvergens anvendt pa (27) giver derfor, at

va(A) = v(ANCB) = / ldv = lim (1—g"™)dv (28)
ANCB n—=0 JAnCB
n+1

= lim/ Zgjdu:/ hd,u:/hdu,
neeJantB o ANCB JA

hvor det sidste lighedstegn fas, da u(B) = 0. Vi har derfor vist, at (14) gelder. Hvis A € S
med p(A) = 0, sa fas direkte af (14), at v,(A) = 0, séledes at v, < . (14) viser desuden, at
h € Ly(p). Vi har dermed vist setningen i tilfeldet, hvor v og  er endelige mal.

Lad os nu antage, at i og v er o-endelige og lad (€2,) C S veare valgt, s 2, N Q,, = 0 for
n#m, Q=2 U, n(Q) < coogr(Q,) < ooforallen € N,

For ethvert n € N definerer vi

pn(A) = u(ANQ,) foralleAeS (29)
vn(A) = v(ANgQ,) foralle AeS. (30)

vn, 0g Ii, er endelige mal, og ifglge det allerede viste findes der mél ¢ og v} og malelige funk-
tioner h,,, saledes at vy L vS, v < pin, vy L pog

v, = vp+v, foralleneN 31
vai(A) = / Bty = / hydjs. (32)
A ANQ,

Da v, er koncentreret pa €2,,, vil bade v} og v; ligeledes vaere koncentrerede pa €2,,. Da ogsa p,
er koncentreret pa §2,,, fglger det, at vi kan finde en mangde B,, € S, sa B, C (,, og v er
koncentreret pd B,,, medens % og 1, begge er koncentrerede pa CB,,. (32) viser desuden, at vi
uden tab af generalitet kan antage, at h,,(z) = 0 for alle z € 0,,. Vi definerer nu:

M2

ve(A) = vy(A) foralleAe S (33)

n

3
Il
=

X
=

I
M2

vi(A) foralleAe S (34)
n=1
h(z) = Y hn(z) forallez € Q. (35)

Il
—

n

Da h,(z) = 0 for alle z € [, giver (32)

1/3(A):/A N hnduz/Ahndu. (36)
m n




For ethvert A € S far vi nu

v(A) = D v(ANQ) =D va(A) a7
= D vaA) + D wi(A) = va(A) + v(A).

(33) og (36) giver desuden ved brug af Lebesgues s@tning om monoton konvergens, at

OO

Vo(A) = Z / hnd (38)

n:l n=1
/Zhndu:/ hdp foralle A € S.
AT A

Dette viser (14) samt at v, < .
For ethvert kK € N og ethvert A € S finder vi

vi(ANBy) = Y (AN By) = vi(A). (39)
n=1

Lad nu B = |J,_, B,. Foralle A € S har vi

vs(A) = Zl/; ZVSAQB ) =vs(ANB), (40)
n=1 n=1

saledes at v, er koncentreret pa B. Endvidere er

w(B) =Y i(Bn) =D fin(Bn) =0 (41)

saledes at p1 L vg.

Endelig er

:mezi%%bo (42)

sav, L v,.
Vi har nu vist eksistensen ogsa i det o-endelige tilfelde.

Lad os sluttelig vise entydigheden.




Lad os antage, at der ydereligere findes ml v/, og v/}, séledes at v = v/, + v/ og v/, L v/, V) < 1

s 7a

og v, L p. Vikan finde mangder C; og C,, sa v, er koncentreret pa C, v, er koncentreret pa C,
og 11(Cy) = p(Cs) = 0. Vi finder, at

Vo — Uy = UVl — Us. (43)

St ¢ = C1UC,. Sévil u(C) = 0, og dabade v, < pog v, < p, vil ogsa v,(C) = /. (C) = 0.
Da bédde v, og v. er koncentrerede pa C far vi for ethvert A € S

Ve(A) = vg(A) = v, (ANC) — v (ANC) =1, (ANC) — V.(ANC) = 0. (44)

o _ /! o S !
Altsd er vy = v, og dermed ogsa v, = V..

Antag nu, at h; er en mélelig funktion, som ogsé opfylder (14). For alle A € S gzlder da

/hduz / hydpu (45)
A Ja

men sa er h = h; n.o. O

Vi far umiddelbart

Korollar 10 Lad pi og v veere o-endelige mil pi S med v < . Der findes da en mdlelig funktion
h > 0 n.o. modulo y, sdledes at

v(A) = / hdp  foralle A € S. (46)
A

I er entydigt bestemt op til “= n.o.” modulo p.

Bevis: Klart. ]

Fglgende eksempel viser, at betingelsen o-endelig ikke kan fjernes i Sztning 9.

Eksempel 11 Lad )\ veere Lebesguemdlet pi R og p teellemdlet pa R, dvs. at for alle Borelmaeng-
der er

() = { oo hvis A er uendelig 47)

antal elementer i A, hvis A er endelig.

Da R ikke er teellelig, er i ikke o-endeligt. Hvis p(A) = 0, sd er A = (), sa@ M\(A) = 0. Vi har
altsa N < . Antag nu, at der findes en mdlelig funktion h > 0, sd

A(A) :/ hdp  for alle Borelmengder A. (48)
A

Lad z € R veere vilkdrlig. Da er

0= A({z}) = /{ s = h(z)

sdledes at h(x) = 0 for alle z € R, men ) er jo ikke nulmdlet.
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Fglgende s®tning er meget nyttig.

Seetning 12 Lad 11 og v veere mdl pa S, sdledes at der findes en mdlelig funktion h > 0, sdledes
at

v(A) = /A hdy foralle A€ S. (49)
Der geelder:
feLi(v) & fhe Li(p) (50)
0g
/ fdv = / fhdy  foralle f € Ly(v). (51)

Bevis: Lad os vise, at (51) faktisk galder for alle malelige funktioner f > 0. Hvis f = 14,
sa giver (49), at (51) galder, og af linearitetsgrunde gelder (51) derfor ogsa for ikke-negative
simple funktioner. Lad nu f > 0 veere malelig. Vi kan finde en fglge (s,,) af simple ikke negative
simple funktioner, sd s, < s,41 0g f(z) = lim,_, $,(z) for alle z € 2. Da

/ St = / sphdp  forallen € N (52)
og sph 1 fh giver Lebesgues s@tning om monoton konvergens, at
/ fdv = lim [ s,dv = lim/ Sphdp = / fhdp, (53)
n—o0

hvilket er (51).
Lad nu f: Q — C vare malelig. Ifglge det lige viste vil

11w = [ 17ihan (54)

Dette viser, at | |f|dv < oo, hvis og kun hvis [ |f|hdp < co. Dette viser, at (50) galder.
Hvis f € Li(v) er reel, sd kan vi skrive f = f* — f~ og far af (51)

/ Fdy = /.erhdy, (55)
/f_dl/ = /f‘hd,u. (56)

Dabade [ ftdr < oo og [ f~dv < oo kan vi trekke (56) fra (55), hvilket giver, at (51) galder
for f. For at vise pastanden for en kompleks funktion f € L;(v) benytter vi nu blot, at (51)
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glder bdde for Ref og Imf. O

Lad nu (Q, F, P) vere et sandsynlighedsrum og X : 2 — R en stokastisk variabel. Lad P vare
fordelingen af X, dvs.

P(A) = P(X € A) = P(X"'(A)) foralle A € B. (57)

Definition 13 X siges at have en teethedsfunktion h, hvis

P(A)=P(X € A) = / h(z)dz foralle A € B (58)
A

hvor h er en Borelmdlelig funktion.
Vi kan nu vise
Seetning 14 Lad )\ betegne Lebesguemdlet pd R. Fplgende udsagn er awkvivalente.
(i) X har en teethedsfunktion.

(ii) P <\

(iti) Foralle A € B geelder: \(A) =) = P(X € A) = 0.
Bevis: (iii) er blot definitionen pa, at P < ), s4 (i) < (iii).
Lad nu (i) gzlde. Vi kan da finde en Borelmalelig funktion A, si (58) gelder, men sd er P < ).

Antag derefter, at (ii) gelder. Korollar 10 giver, at der findes en Borelmalelig funktion A, s (58)
gelder. O

Vi kan ogsa nevne

Seetning 15 Lad X have tewthedsfunktionen h. X har middelveerdi, hvis og kun hvis

/ |z|h(z)dz < co. (59)
I bekreeftende fald er
EX = / zh(z)dz. (60)
Bevis: Af lerebogen fglger det, at
, . X
E|X| = / IX|dP = / w|dP. 61)




Da (58) galder, viser s@tning 12, at [*_|z|dP < oo, hvis og kun hvis 2 |z|h(z)dr < oo.
Dette viser pastanden.

Satning 12 giver endvidere, at hvis F|X| < oo, s vil

EX = / XdP = / zdP = / zh(z)dz. (62)
Q —00 —00
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