Foldningsintegraler og Doobs martingale ulighed

N.J. Nielsen

Indledning

I dette notat vil vi vise en s@&tning om foldningsintegraler, som blev benyttet trin 2 1 konstruktio-
nen af Itointegralet, gennemga eksempel 3.1.9 hos @ksendal og give er bevis for Doobs martin-
gale ulighed.

1 Nogle foldningsintegraler

Dette er kun medtaget, hvis nogle af jer er interesserede i at se, hvordan man far integraludtrykket
i trin 2 af konstruktionen af Itointegralet til at konvergere mod h.

Lad T' > 0 oglad (¢,,) veere en fglge af ikke—negative kontinuerte funktioner pa R, som opfylder:
(i) Yp(x) =0forallex < —n~'ogallez > 0.
(i) 7 o(x)de =1forallen € N.

Bemerk, at da v, er kontinuert og lig 0 udenfor det kompakte interval [—n~', 0], er 1, en
begranset funktion. For ethvert f € L;([0, 7)) har fglgende integral derfor mening:

fxaby)(t / f(s)n(s —t)ds forallet € [0,T] ogallen € N. (1.1)

Integraler af formen (1.1) kaldes foldningsintegraler og spiller en stor rolle 1 matematisk analyse.
I foreleesningerne lod vi konkret grafen for ¢, vaere benene i en ligebenet trekant med grundlinie
[—n~1, 0] og hgjde 2n.

I det fglgende fér vi ofte brug for at substituere i integraler af formen (1.1), og det er derfor
praktisk at udvide en funktion f € L,([0,77]) til | — oo, T] ved at s@tte f(s) = 0 for alle s < 0.
Med denne konvention kan (1.1) skrives:

fxab)(t / f(s)n(s —t)ds forallet € [0,7]ogallen € N (1.2)
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Vi far brug for fglgende to lemmaer:

Lemma 1.1 Hvis1 <p < oo, f € L,([0,T]) ogn € N, vil fx1),, € L,([0,T]) med || f ¥y, ||, <
(nalm

Bevis: Vi sztter f(s) = 0 for alle s < 0 og fastholder et ¢t € [0, 7). Da f;l Un(s —t)ds = 1,er
malet defineret ved du = 1, (s — t)ds et sandsynlighedsmal, og Jensens ulighed giver derfor:

(PP < [ 1FPs—tds < (1.3

/0 F(8)Pthuls — t)ds.

Hvis vi integrerer (1.3) fra 0 til 7" og bruger Fubinis s&tning, far vi, at
T T [t
[ v < [ [ 1repas-naa =
T " T OT "
[ [ ots—oaas < [ isepas
0 s 0

Dette viser pastanden. O

Lemma 1.2 Lad g : [0,T] — R veere kontinuert med g(0) = 0. Da geelder
(i) (g * ¥n)(t) — g(t) uniformt fort € [0, 7).
(ii) g* 1, — gi Ly([0,T]) forallel < p < oc.

Bevis: Som ovenfor udvider vi g til | — 0o, T'] ved at seette g(t) = 0 for alle t < 0. Da ¢(0) = 0,
er ogsa det udvidede ¢ kontinuert. For at vise (i) lader vi € > 0. Da ¢ er uniformt kontinuert,
findes der et § > 0, saledes at

it —s| <d=g(t) —g(s)| <e foralles,t €] —o0,T]

Lad nu n, vere bestemt, sa n, 1'<5,0gladt € [0,T] og n > ng veere vilkarlige. Da

t
Jix

psz’Z(s —t)ds =1, vil

(x0=90)= [ (o06) = o0)vinls — s,

n

saledes at

(>0 =g0) < [ 1o(0) = a(s)lon(s = )ds <

€/t (s —t)ds = e.



Dette viser den uniforme konvergens.

Ladnu 1 < p < co. For at vise (ii) bemarker vi, at (i) giver, at |(g*,,)(t) — g(¢)|? — 0 uniformt
for ¢t € [0, T, hvilket giver, at

T
g v — gll? = / (g% ) () — g(0)|Pdt — 0,

saledes at g x ¢, — ¢ i L,([0,7]). Man kan naturligvis ogsa bruge den punktvise konvergens fra
(i) sammen med majoriseret konvergens. O

Vi kan nu vise den s@tning, som vi bruger i trin 2 i konstruktionen af Itointegralet hos @ksendal
(tilfeldet p = 2).

Seetning 1.3 Lad 1 < p < oo. Hvis f € L,([0,T1), sa vil f x 1, — f i L,([0,T]) for n — oo.

Bevis: Lad f € L,([0,7]) og ¢ > 0 vare vilkarlige. Da mangden af reelle kontinuerte
funktioner med kompakt stgtte i |0, 7| er tet i L,([0,7]), kan vi finde en kontinurt funktion
g:[0,7] — Rmed g(0) =0,sa ||f—g|l, < e. Ifslge Lemma 1.2 kan vi finde et ny € N, saledes
at||g * ¥, — g||, < e foralle n > ng. Hvis n > n,, giver Lemma 1.1 og trekantsuligheden, at

1 Ually < ICF = 9) % nllp + lg * ¥n —gllp + lg = fllp <
2 f —gllp,+e < 3e.
Dette viser pastanden. O

2 Oksendals Eksempel 3.1.9

Vi vil her vise fglgende s@tning:
Saetning 2.1 Hvist > 0sdvil [, BB, = 1B? — 1t

Bevis: Lad for ethvert n € N (#}) vere den s@dvanlige inddeling af intervallet fra [0, ¢] og
definer elementarfunktionen ¢,, ved

On(s,w) = ZBtk (W)Ligp g, ((s) foralle0 < sogallew € €.
k>0



Vi gnsker at vise, at ¢, — B i Lo([0,¢] x ). Lad € > 0 og bestem ny € N, sd 27" < ¢. For
alle n > ng finder vi:

t t}’;‘_,'_l
B[ B—opds = Y [ B~ By -
0 k>0 Y th
tZ-H n 1 n n\2
S [ et = 53, -
k>0 7tk k>0
1 n n 1
¢ Z( 1 — k) = 5t
kgeO

hvilket viser pastanden. @ksendals Korollar 3.1.8 giver nu, at

t t
/ BB, = lim [ ¢,dB = lim > Bu(By_ — By),
0

n—oo Jq n—00
k>0

hvor konvergensen er i Ly(P).

Hvis 0 < u < v finder vi:

B? = (B, + (B, — B,))* = (B, — B,)? + B2 + 2B, (b, — B.), 2.1
hvilket giver:
Bl =) (Bi, = Bi)=> (By, = By)'+2) By(By, — By).
k>0 k>0 E>0

saledes at

t
1 2 2
/0 PndB = Q(Bt N Z(Btﬁﬂ o Btg) )-

k>0

For at vise pastanden, skal vi derfor vise, at

> (B, —Bp)* =t forn— oo, (2.2)

k>0

hvor konvergensen er i Ly(P). Idet vi et gjeblik undlader at skrive indekset n, finder vi

E((Z(Btk+1 - Btk)z - t)2 = E(Z(Btk+1 - Btk)z)Q + t2 + ZtZ E(Btk+1 - Btk)2 =

k>0 k>0 k>0

E(Y (Bi,, — By,)*)* -t (2.3)

k>0

Vi skal altsa vurdere fgrste led efter sidste lighedstegn i (2.3). I fgrste omgang far vi:

E(Z<Btk+1 o Btk)2)2 = Z E(Btj+1 - Btj)z(Btk+1 o Btk)Q‘ (24)
k.3

k>0
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Hvis j < k,er (By,,, — B,,)* vathengig af (B,,,, — By, )?, sd
E(Btj+1 - Btj>2(Btk+1 - Btk>2 = (tj+1 - tj)(tk+1 - tk)v

og derfor er

D BBy, = By)*(Biy, — Bu)® =D (i — 1) (e — ) < 2. (2.5)
k#j k#j

For k£ = j finder vi:
Y BBy, = By)' =3) (tn — 1), (2.6)

k>0 k>0

hvor vi har benyttet, at hvis en stokastisk variabel X er normaltfordelt N (0, c?), sd er EX* =
30 (se Opgave 8 i Opgavehzftet for Sandsynlighedsteori I).

Sammenfatter vi nu (2.3)—(2.6), finder vi, at

EQY (By,, —Bp)® =1 <3 (tr, —tp)™ (2.7)

k>0 k>0

I forste del af beviset viste vi, at hgjresiden af (2.7) gar mod 0, nar n — oo, hvormed vi har vist
det gnskede. O

Nar vi har lert Itos formel, far vi en lettere made at regne Itointegraler ud pa. Det ovensta ende
svarer jo til, at vi regnede alle Riemannintegraler ud ved hj&lp af middelsummer.

3 Doobs martingale ulighed

Vi skal i dette afsnit vise Doobs martingale ulighed, som udsiger:

Saetning 3.1 Lad (M,) veere en martingale relativ til filtreringen (M) af F, sdledes at funktio-
nent — M(w) er kontinuert for n.a. w € €. For ethvert 1 < p < oo, ethvert T' > 0 og ethvert
A > 0 geelder der

P(sup [M;| = A) < APE(|Mr]?)
t€[0,T]

Bevis: Vilader 1 < p < oo, A > 0 og T > 0 vare vilkdrlige. Vi forudsatter desuden,
at My € L,(P), thi ellers star der jo oo pa hgjresiden af uligheden, sa den bliver triviel. Af
tekniske grunde vil vi fgrst vise

P(sup |M| > A) < A PE(My|?) 3.1)

te[0,7



Beviset for (3.1) falder i tre trin, hvor trin 1 svarer til Williams Satning 14.6. Bemerk, at alle
sandsynlighedsteorestiske argumenter kommer i trin 1, samt at kontinuiteten af M, f@rst benyttes
1 trin 3.

Trin 1:

Lad F vere en endelig delmangde af [0, 7']. Vi vil vise, at

P(max | My > A) < AP E(|Mr[”) (3.2)
Vi nummererer F, lad os sige F' = {t1,t2, - ,t,},hvor 0 <t; <ty <--- <t, <T.
Lad 7 : Q — N U {oo} vere defineret ved:

T(w) = inf{k | | My, (w)] > A},
hvor vi satter inf () = oco. 7 er en stoppetid, this hvis 1 < k < n, sd er:
{w|7(w) =k} ={w| [My ()| > A} nI{Me ()] < A} € M.
Lad os for kortheds skyld s@tte A = {w | max;epr |M;(w)| > A}. Vi pastar at:
A=U"_ (1 =k) (3.3)

Hvis w € A, findes der t € F, sd |M;(w)| > A, og lader vi ¢; vere det mindste sadanne ¢, vil
T(w) = k, s& w er med pa hgjresiden af (3.3). Hvis w tilhgrer hgjresiden af (3.3), findes det et
1 <k <nmed7(w) =k, menda vil max;cp |M;(w)| > |M,;, (w)] > A\, sdw € A. Dermed er
(3.3) verificeret.

Da (M;) er en martingale, giver Jensens ulighed for betingede middelverdier, at der for alle
1 <k < ngelder
E(|Mr|P | My,) = [E(My | My, )P = | My, |7, (3.4)

Ved benyttelse af (3.3) og (3.4) finder vi:

B(Ma) 2 [ prpap = Y [ rpap - (3.5)
A k=1 (t=k)
Z/ E(|Mr[? | My, )dP > Z/ | M, |PdP >
k=1 (T=F) ey J (r=k)

)\pzn:P(T:k;) — N'P(A),

hvilket er det samme som (3.2). Ved det andet lighedstegn af (3.5) har vi benyttet, at for alle
1 <k <nvil(r =k) € M,,. Vihar dermed vist trin 1.

Trin 2:



Her vil vi vise, at
P( sup [|M] > X) < A PE(|M7|P) (3.6)
tel0,TINQ
Da mengden [0, 7] N Q er tellelig, kan vi skrive den som en fglge; lad os sztte [0,7] N Q =
{gr | k € N} Vi satter endvidere F,, = {¢; | 1 < j < n}. Da F, er en endelig mangde, giver
Trin 1, at

P(max |My] > \) < \PE(|Mgl?) forallen € N. 3.7)
Clhn
Vi pastar, at
( sup |M| > ) =Ur (max | M| > A). (3.8)
teQN[0,7T] teky

Hvis nemlig w tilhgrer venstresiden af (3.8), vil sup,cgnpo,r] [M:(w)| > A, og der findes derfor et
t € QnN0,7] med |M;(w)| > A (bemerk, at det er veesentligt her, at der gaelder skarpt ulighed-
stegn ved supremaet). Vealges n nu, sa t = gy, vilt € F,,, og derfor vil max,cp, |M,(w)| > A,
hvilket viser, at w tilhgrer hgjresiden af (3.8). Hvis omvendt w tilhgrer hgjresiden af (3.8), findes
etn, sa
A <max |[My(w)| < sup |[My(w)],
tekn teQN[0,T]

hvilket viser, at w tilhgrer venstresiden af (3.8); hermed er lighedstegnet i denne formel etableret.

Vi bemerker, at mengderne pa hgjresiden af (3.8) udggr en voksende fglge af mangder, sa (3.7)
giver
P( sup |M] > X) =lim P(max |M;| > \) < XPE(|Mr|"),
teQn([0,T] n teky
saledes, at (3.6) er vist.
Trin 3:

Vi vil vise:
(sup |Mi| > ) =ns sup |M] > N), (3.9
t€[0,T) teQn[0,T]
hvor “=,, ” betyder, at de to mander er ens, nar der fjernes en nulmengde. Lad w tilhgre
venstresiden af (3.9), séledes at funktionen ¢ — M;(w) er kontinuert (herved har vi fjernet
en nulmangde). Der findes derfor et ¢ € [0,7] med |My(w)] > A, og da QN [0,T] er tet i
(0,71, findes en fglge (¢,,) € QN 0,77, sa g,, — t, og kontinuiteten sikrer, at M, (w) —
M;(w). Derfor vil ogsd |M,, (w)| — [M,(w)| > A, hvilket medfgrer, at [M,, (w)| > A for ny,
tilstrekkelig stor, hvilket viser, at w tilhgrer hgjresiden af (3.9). Da den anden inklusion er klar,
har vi vist (3.9).

Sammenholder vi nu Trin 2 og 3 far vi (3.1), som skulle vises.

Vi mangler nu blot at fjerne det skarpe ulighedstegn i (3.1). For ethvert n € N giver (3.1), at

P(sup |M;| > A—n"1)) <A —n"HPE(|Mg|). (3.10)

te[0,T



Da klart
(sup |My| > N) =2, (sup |My| > (A—n"1)), (3.11)
t€[0,T] te[0,T

og mangderne pa hgjresiden af (3.11) udggr en aftagende fglge af mangder, giver (3.10), at

P(supt € [0, T]|M| > A) = limP(sup [M;|>(A—n"")) <
n t€[0,T
lim(A —n ) PE(|Mr[P) = XNPE(|Mr]),

n

hvilket fuldfgrer beviset for s@tningen. O

Det er let at se, at den ovenstaende bevis ogsa kan gennemfgres for kontinuerte submartingales,;
det vigtigste er faktisk at indse, at uligheden (3.4) galder for submartingales. Doobs ulighed
galder derfor for kontinuerte submartingales.



