Indledning

I disse noter vil uddybe nogle af @ksendals resultater i afsnittene 4 og 7 samt give andre beviser
for dem. Disse resultater er gennemgaet til foreleesningerne.

1 Martingalerepraesentationssatningen

Lemma 1.1 (Qksendals Lemma 4.3.1)
Lad T > 0 Mcngden

A= {¢(B(t1,t2,' .. ,tn) | tj c [O,T], ¢ c CSO(RR), n e N}

er tet i Ly(Fr, P).

Bevis: Lad (t;) vare en tet fglge i [0, 7] og s@t for ethvertn € NH,, = o({B, | 1 <j < n}).
Det er klart, at H,, C H,,, for alle n € N. Der gelder endvidere, at

.FT:U({Hn | nEN}) =def Hoo (11)

For at vise (1.1) bemerker vi forst, at H,, C Fr for alle n € N, séaledes at H,, C Fr. Lad
dernast ¢ € [0, 7] veere vilkarlig. Da (¢;) er teti [0, 7], findes der en delfglge (¢,,, ) med ¢,,, — ¢,
saledes at By, — Bins.. Daalle By, erne er ‘H..—malelige, vil ogsa B, vaere H,—malelig.
Da dette geelder for alle ¢ € [0, T, vil Fr C H.

Lad nu g € Ly(F7, P). Martingalekonvergenssatningen giver nu, at
9=E(g|Fr)=E(g| Hx) =limE(g | Ha) ns., (1.2)

og [3, Theorem 3.2] giver dernest, at konvergensen ogsé eri Lo(Fr). Da E(g | H,) H,—malelig
for fast n, fglger det af Doob—Dynkins Lemma, at der findes en Borelfunktion g, : R" — R,
saledes at E(g | Hy) = gn(Bt,, By, - -+ , By,). Det fglger af [2, Sztning 2.13] og egenskaberne
ved den Brownske bevagelse, at (By,, By,,- - , B;,) er en n—dimensional normalfordeling, sa
hvis vi s®tter

n= (Bthtzv T 7Btn)(P)7

far . formen dp = fdm,,, hvor m,, betegner Lesbesguemalet pa R™, og f er tethedsfunktionen
for en n—dimensional normalfordeling. Det fglger nu af en generel s@tning fra malteori, at
CP(R™) erteti Ly(p). Da

/ gid,u - /gn(BtnBtzv'” ’Btn)dP:
n Q
[ Bgimrar < [ gar <o,

Q Q
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vil g, € Lo(p), og vi kan derfor finde en fglge (¢r) C Cg°(R™), saledes at ¢, — g, 1 Lao(u).

Integraltransformationssatningen giver atter, at ¢ (B, , Biy, -+ , By,) = gn(Biy, Bry, -+, By,)
i Lo(Fp, P). E(g | H,) kan altsa approximeres i Lo(Fr, P) med noget fra A. Sammenholdes
dette med (1.1), far vi at g kan approximeres med noget fra A. O

For at kunne forsta beviset for @ksendals Lemma 4.3.2. ma vi indfgre nogle begreber og uden
bevis n@&vne nogle s@tninger, som skal bruges. Vi lader som fgr m,, betegne det n—dimensionale
Lebesguemal og lader < -, - > betegne det seedvanlige indre produkt pa R™. Vi indfgrer nu

Definition 1.2 Lad f € L,(R™. Fouriertransformen f af f : R" — R er defineret ved:

fly) = (QW)’% . f(z)exp(—i < z,y >)dmy(z)

for alle y € R".

Det er ikke nogen tilfeldighed, at dette minder noget om karakteristiske funktioner i sandsyn-
lighedsteori.

Der galder fglgende s@tning:
Seetning 1.3 (inversionsscetningen)

Hvis f € L1(R") og fe Li(R™), sa geelder der for n.a. x € R", at

flx)=(2m) 2 s Fy)exp(i < z,y >)dmy(y). (1.3)

Det bgr bemarkes, at man ikke kan forvente, at formel (1.3) gelder for alle z € R", da det let
fglger af majoriseret konvergens, at hgjresiden er kontinuert i . Hvis man yderligere ved, at f
er kontinuert, kommer (1.3) til at gelde for alle z.

Vi har yderligere en s@tning om dette emne.

Seetning 1.4 Hvis ¢ € C°(R™), vil ¢ € Ly(R™), sdledes at inversionsseetningen kan benytes
pa ¢.
Vi far ogsa brug for lidt kompleks funktionsteori og starter med:

Definition 1.5 En funktion f : C" — C kaldes differentiabel i punktet zy € C, hvis greenseveer-
dien
f(2) = f(20)
2—20 Z— 2

eksister. f'(zo) kaldes ligesom i det reelle tilfeelde for differentialkvotienten af f i punktet z.
Hvis [ er differentiabel i alle punkter i C, kaldes f holomorf (eller analytisk) i C.



Strengt taget betyder analytisk i C, at f kan udvikles i en potensrekke omkring ethvert punkt i
C, men det er er en af hoveds@tningerne i kompleks funktionsteori, at holomorf og analytisk er
xkvivalenter begreber.

Vi far brug for fglgende satning:

Seetning 1.6 Hvis f : C — C er holomorf, og mengden af nulpunkter for f har et fortet-
ningspunkt i C, sa er f identisk O.

Korollar 1.7 Hvis f : C — C er holomorf, og f(z) = 0foralle z € R, saer f =0

Bevis: Ethvert punkt i R er et fortetningspunkt for R. O

Vi har brug for at benytte begrebet holomorf funktion af flere variable og indfgrer derfor:

Definition 1.8 Lad n € N. En funktion f : C* — C kaldes holomorf, hvis den er holomorf i
hver variabel for sig.

Som et korollar til Setning 1.6 far vi:

Korollar 1.9 Lad n € N og lad f : C* — C vere holomorf. Hvis f(z) = 0 for alle z € R", sd
er f=0.

Bevis: Lad os fastholde ¢, %3, - - - ,y, € R og betragt funktionen
g91(2) = f(z,ta,t3,--- ,t,) foralle z € C.

g1 er holomorf i en variabel, og da g;(z) = O for alle z € R ifglge foruds@tningerne, giver
Korollar 1.7, at g; = 0, hvilket viser, at

f(z,ta,t3, - ,t,) =0 foralle z € Cogalle ty, t3,--- ,t, € R.
Vi fastholder nu z; € C og t3,14, - - - ,t, € R og betragter funktionen
92(2) - f(Zla Zat37t4a U 7tn)

for alle 21,2 € Cogalle t3,ty, - ,t, € R.

Da g, er holomorf i en variabel, og da det af fgrste trin fglger, at g>(z) = 0 for alle z € R, giver
Korollar 1.7 atter, g, = 0, eller med andre ord, at

f(Zl,ZQ,tg,t4,"' 7tn) =0

for alle z1, 2o € C og alle t3,t4, - ,t, € R. Saledes fortsattes, indtil vi har behandlet alle n
variable. O

I beviset for @ksendals Lemma 4.3.2. er det ngdvendigt at vise, at funktionen G defineret ved
formel (4.3.3) er holomorf, og det vil sige, at vi har brug for et argument, som ggr det lovligt at
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differentiere under integraltegnet i (4.3.3). Lad os lige minde om, at hvis z € Cmed z = = + iy
med z,y € R, sa er exp(z) defineret ved exp(z) = exp(x) exp(iy). Da | exp(iy)| = 1, vil altsa
| exp(2)| = exp(z). Der gelder desuden den s@dvanlige rekkeudvikling:

o n

exp(z) = Z % for alle z € C.

n=1
Vi far brug for fglgende vurdering:
Lemma 1.10 Hvis z € C\ {0}, sa geelder der:

exp(z) — 1
lexplz) ~ 1| (‘Z|) | < exp(j2) (1.4
Bevis: Vi finder:
Jexp(z) — 1] 0, ol
10\ 1 <
|| |; n! =
> ’Z‘n—l > |Z’n—l
< -
— n! — (n—1)!
exp(|z|)
(I
Lad nu G veare defineret som i @ksendals formel (4.3.3). Lad zy, z3,- - - , z, € C veere faste og
lad yderligere z, zyo € C med z # z,. Vi finder, at
ceezy) — 29, 2n B.) — B n
Gz.29, - 2n) = Glzo 22 ) _ / exp(zBu) — exp(zBu) exp() _ 2By, )gdP,
Z— 2y 9) Z =20 2
(1.5)
og da exp er differentiabel far vi at
B;,) — B
oP(2Bu) = expBuz) g 0B, (1.6)

Z— 20

for = — zy, sa vi har brug for en vurdering af venstresiden, som ggr det muligt at benytte
majoriseret konvergens, nar vi i (1.5) lader z ga mod 2

Ved benyttelse af Lemma 1.10 finder vi for w € 2 og |z — 2| < 1:
| exp(2By, (w)) — exp(z0Br, (W) ez = 20) By (@) = 1]

|z — 20| |z — 2|
exp(R(20)| Br, (w)])| By, (w)] exp(|z — 2ol By, (w)]) < | Bty (w)| exp(R(20)|Br, (w)| exp(| By, (w)])-

Vi kan nu formulere

< (1.7)

= [exp(z0 B, (w))



Lemma 1.11 Funktionen h defineret ved
h(w) = | By (@) exp(R(z0) [ By, (w)])] exp szBtk

tilhgrer Lo(P) og dermed vil hg € Ly(P).

Bevis: Vi bemerker, at (By,, By,,- - , By, ) er en n—dimensional normalfordeling, og derfor har
billedmalet = (By,, By,, - - , By, )(P) en teethedsfunktion med hensyn til Lebesguemalet m,,,
som svarer til en normalfordeling. Integraltransformationss&tningen giver derfor:

/ B2dp = / 22 exp(2R(z0) |1 ) exp(2 3 zan)ldu(er, 22, ) < 00,
Q R™ k=2

idet der jo i udtrykket for tethedsfunktionen for y indgér led af formen exp(—cx?) for passende
c> 0. O
Det fglger nu, at hg er en majorantfunktion uathengig af z for integranten i (1.5), sdledes at vi
kan ombytte limes og integral i denne ligning, nar vi lader z — z5. Sammen med (1.6) giver
dette, at GG er differentiabel i forste variabel. Pa tilsvarende vis far vi, at G er differentiabel i de
@gvrige variable.

Vi kigger nu nermere pa @lsendals Seetning 4.3.3. Vi lader h € L,[0, 7] og satter som hos ham

t 1 t
Y, = exp(/ hdB — 5/ h(s)*ds) foralle0 <t <T. (1.8)
0 0

I beviset for Setning 4.3.3 mangler der et argument for, at funktionen (¢, w) — h(t)Y;(w) tilhgrer
Ly(]0,T7] x £2), og det vil vi give her. Vi starter med at vise:

Seetning 1.12 Forallet € [0,T] og alle 1 < p < oo vil Y; € L,(P) med

2 t
E(Y?) = exp(Z 5 p/o h(s)2ds) (1.9)

Bevis: Vi vil fgrst vise pastanden for p = 1. Da h ikke athanger af w, er fot hd B normaltfordelt
med middelvardi 0 og varians [, h(s)%ds = o7, og vi finder derfor:

1 x?
Y,dP = ex — —0y)exp(——=)dx =
/Q ' Ut\/_/ plz 2 o) exp( 203)

exp(—E =T gy 1,
O't‘/ / p 20'152

Lad nu 1 < p < oco. Vi vil benytte det lige viste med funktionen ph i stedet for h og finder:

E(Y?) = E(exp( / (ph)dB 2 / h(s)2ds)) =

2

N /0 h(s)*ds) E(exp( /0 (ph)dB — /0 (ph(s)ds) = exp(C 2 /0 h(s)%ds).
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Vi kan nu vise:
Szetning 1.13 [ h(t)2E(Y2)dt = exp(f; h(s)ds) — 1.

Bevis: Fra Setning 1.12 far vi:
T T t
/ hE2E(YR)dt = / h(s)? exp( / h(s)2ds)dt —
0 0 0
t T
(exp! / h(s)2ds)T = expl / h(s)2ds) — 1.
0 0

Setning 1.13 giver umiddelbart det gnskede.

I forbindelse med undersggelsen af Y; ovenfor er det vaerd at komme med et par bemarkninger
til Igsningen til den stokastiske differentialligning

dNt = TNtdt + OéNtdBt (110)

hvor r, o € R er givne tal og N, ligeledes er givet.

Vi ved, at Igsningen er givet ved:

1
N, :Noexp((r—§a2)t+oth). (1.11)

Hvis vi setter Y; = exp(aB; — %oﬂ), sa er Y; en proces af den type, vi netop har behandlet;

nemlig med h(s) = « for alle s € [0,t]. Med denne observation fé vi let det fglgende resultat,
som (ksendal viser med et mere kompliceret argument i bemarkningen lige efter Eksempel
5.1.1.

Seetning 1.14 Hvis Ny er uafheengig af (B;), sd er

E(N;) = E(Ny) exp(rt)

Bevis: For alle 0 < ¢ har vi, at N, = exp(rt)NyY;, og af forudsa@tningerne fglger det, at Ny er
uvathengig af Y;. Sammen med S@tning 1.12 giver dette

B(N,) = exp(rt) E(N) E(Y;) = exp(rt) E(Ny).



2 Stoppetider

Vi minder om fglgende definition:

Definition 2.1 Lad (M,) veere en filtrering af F. en funktion T : Q) — [0, 00| kaldes en stoppetid,
hvis (1 <t) € M, foralle 0 <t < occ.

Hvis stoppetiden 7 < oo n.s. og (X;) er en (M,)-tilpasset proces, vil vi ofte sette X, (w) =
Xr(w)(w)

I dette afsnit vil vi vise fglgende satning (se ogsa Pksendals eksempel 7.2.2).
Seetning 2.2 Lad (M;) veere en filtrering af F, sdledes at

(i) Hvis N € F og P(N) =0, savil N € M, forallet > 0.

(ii) Niso M = M.

Lad endvidere (X;) veere en (M;)—tilpasset n—dimensional proces, sdledes at t — X;(w) er
kontinuert for n.a. w € Q. Hvis U C R" er en aben meengde, scetter vi:

y(w) =inf{t > 0| X;(w) ¢ U},

0g her scetter vi inf () = oco. 1y er da en stoppetid, som kaldes den fprste exittid fra U.

Bevis: Fra topologi fglger det, at vi kan finde en fglge (G,,) af dbne delmengder af U, saledes
at:

e G, C Gy forallem € N.

Set 7 = 7y og lad fgrst ¢ > 0. Vi vil vise, at der galder
{w € Q| 7(w) < 1} =ne Uncgeo Moy Ureorige{w € Q| Xo(@) ¢ G}, @)

og her betyder “=,, ., at lighedstegnet gelder, hvis der fjernes en nulmangde. Det ses umid-
delbart, at ma@ngden pa hgjresiden tilhgrer M,.

Hvis w tilhgrer hgjresiden af (2.1), findes der et ¢ € Q med ¢ > 0, saledes at vi til ethvert m € N
kan finde et 7, € QN [¢,¢[ med X, (w) ¢ G,,. Da [q,t] er kompakt, findes der en konvergent
delfglge (7, ), og hvis vi setter s = limr,,,, vil s € [¢, 1], og X, (w) — X (w) (det er her, vi
taber en nulmangde).

Hvis X;(w) € U, findes der et myg, sd Xs(w) € G, 0g da G,,, er aben, findes der et ky, med
My, > mo, s& X, (w) € Gy, C Gy, for alle k > ko. Dette er i modstrid med velget af fglgen
(rm). Altsa vil X5(w) ¢ U. Da0 < s < ¢ viser dette, 7(w) < s < t.

Lad dernzst w € Q2 med 7(w) < ¢. Hvis 7(w) < tkan vifinde et 0 < s < t, 34 X,(w) ¢ U, og
hvis 7(w) = t, kan vi seette s = ¢ og far atter X(w) ¢ U (et argument som i Proposition 2.4 kan



benyttes). Lad nu ¢ €]0, s[NQ og lad m € N. Hvis X, (w) € G, foralle r € [q, s|[NQ, sa vil

X,(w)= lim X,(w)eG,CU,

r—s,reQ

hvilket er en modstrid. Der findes altsa et r € [g, s[NQ, s& X, (w) ¢ G,,. Dette viser, at w tilhgrer
hgjresiden af (2.1).

Hvis ¢t = 0 far vi at

(r=0) = N < 7) € MMy = My,

| =

Vi har dermed vist, at 7 er en stoppetid. O

Vi skal senere se, at hvis(X;) er en Ito diffusionsproces, sa er betingelsen (ii) i seetningen opfyldt,
hvis vi seetter M; = o({X | 0 < s <t} UN).

Fglgende proposition er ofte anvendelig:

Proposition 2.3 Lad U C R" vere dben, og lad (G,,) veere en fplge af dbne delmeengder af
R", sdaledes, at G,, C G,11 for alle m € N og sdledes at U = UX_,G,,. Hvis (X;) opfylder
betingelserne i Seetning 2.2 og der findes et xo € U med Xo(w) = xo for n.a. w € €, sa vil
TG, T TU R.S.

Bevis: Det fglger umiddelbart af definitionen, at 7, < 7¢,, ., < 7y for alle m € N, sédledes at
lim,,, 7¢,, eksister n.s. med
limrg,, < 7p5. 2.2)
m

Vi bemeerker, at da xy € U, vil 7 > 0,88 lad w € Q oglad 0 < t < 7(w) veere vilkarlig. Da vil

ma&ngden
K={Xw)|0<s<t} CU,

og K vil derfor vaere overdekket af G,,—erne, men da s — X,(w) er kontinuert, vil K veare
kompakt, og derfor findes det et my € Nmed K C G,,, (husk, at (G,,) er en voksende fglge af
meangder. Dette viser at hvis m > my, sé vil 7¢,, (w) > t. Dette viser pastanden. O

Det n@ste resultat er vaerd at bemaerke.

Proposition 2.4 Lad U C R"™ vere dben og lad (X,) og Ty veere som ovenfor. Hvis w € ) med
0 < 1p(w) < oo, savil X, (w) € 0(U)

Bevis: Lad os s@tte 7 = 71y. Da 7(w) < oo, er det et rigtigt infimum, og derfor kan vi finde en
folge (tx), saledes at t;, | 7(w) og X;, (w) ¢ U. Kontinuiteten medfgrer, at X;, (w) — X, (w),
og daR™\ U er lukket, vil X, (w) ¢ U.

Hvis (i) eren fglge med 0 < s;, < 7(w) og 53 T 7(w), sd vil X, (w) € U, 0g X, (w) = X7 (w),
hvilket medfgrer, at X, (w) € U.



Sammenfattende giver det ovenstéende, at X (w) € 9(U) O

Bemerk, at det fglger af forste del af beviset, at hvis blot 7 (w) < oo, sé vil X, (w) ¢ U. Dette
benyttede vi 1 S@ning 2.2.

3 Bemarkninger til Dynkins formel

Dynkins formel kan findes som Setning 7.4.1 i @ksendals bog. Hvis b : R* — R”, ¢ : R" —
M, (M,,,,, betegner rummet af n x m—matricer), og f € C?(R"), s& definerer vi differentialop-
eratoren L ved:

Lf@) = S b)) + 5 3000 )

1,J

Det fglger af @Oksendals s@tning 7.3.3, at hvis f € CZ(R"),sder Lf = Af.
Vi har fglgende udvidelse af Dynkins formel (jvf bem@rkningerne efter 7.4.1):
Seetning 3.1 Lad (X,) veere en Ito diffusion pa R" med

dX; = b(Xy)dt + o(Xy)dB; og Xy = x.

Hvis T er en stoppetid med E* (1) < 0o, og saledes at der findes en dben, begreenset mengde U
med v € U og 7 < Ty n.s, sd geelder Dynkins formel for T og alle f € C*(R™), dvs

E*(£(X,)) = f(z) + E( / " LF(X.)ds)

0
foralle f € C*(R™).

Bevis: Lad f € C%(R") vare vilkdrlig. Da U er kompakt, fglger det af en generel sztning fra
differentialgeometri, at der findes et fo € C2(R") med f(y) = fo(y) foralley € U. Hvisw €
og 5 < 7(w), s vil X,(w) € U og dermed f(X,(w)) = fo(X,(w)). Yderligere vil X, (w) € U,
sd f(X,(w)) = fo(X,;(w)). Derfor vil ogsa

7(w) 7(w)
/0 Afol(X,(w))ds = / LI(X.(w))ds

Dynkins formel for f; giver nu umiddelbart resultatet. O



4 Lokale martingales

I dette afsnit vil vi definere og vise nogle resultater om lokale martingales. Vi lader som hidtil
(M,;) vere en filtrering af F, som opfylder betingelserne i Setning 2.2. Vi har fglgende defini-
tion:

Definition 4.1 En n-dimensional (M)tilpasset proces (X;) kaldes en lokal martingale, hvis
der findes en voksende fplge (1y) af stoppetider, sdledes at

(i) T — oo fork — oc.
(ii) (Xiak)i>o0 er en martingale for ethvert k > 1.

Eksempel: Lad a : [0,00[xQ2 — R vare en (F;)- tilpasset malelig funktion, som opfylder
formel (6.1) i [1], saledes at det generaliserede Itointegral fot adB eksisterer for ethvert ¢ > 0.
Et argument tilsvarende det pa den fgrste halve side af beviset for Setning 6.3 1 [1], hvor vi ved
hjeelp af stoppetider tvinger en kvadratisk integrabel integrand frem, viser, at ( fg adB)>o er en
lokal martingale.

Saetning 4.2 Lad (X;) veere en kontinuert, nedadtil begreenset lokal martingale tilpasset (M,).
Da er (X,) en supermartingale.

Bevis: Lad (7;,) vere en voksende fglge af stoppetider, som opfylder betingelserne i Setning
4.1. Da Xip,, — X n.s for k — oo, og (X;) er nedadtil begranset, kan vi benytte Fatous lemma
for betingede middelvardier, som for s < ¢ giver:

]E(Xt | MS) S hmkinfE<Xt/\k | MS) = ].linXs/\k = XS,

hvilket viser, at (X;) er en supermartingale. O

Sammenlign dette bevis med anden halvdel af beviset for Setning 6.3 i [1]. Det er ikke nogen
tilfeldighed, at det ligner. Hvorfor?
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