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39 Vektorrum med indre produkt. Hilbertrum

3.1 Definition

Lad V vare et vektorrum over de komplexe tal. Ved et indre produkt

i V forstds en funktion {(-,*), som opfylder:

(x,y) = Oy x).
(11) V¥ x,y,z € V : (x+y,z) = (x,z) + (y,z).
A(X,y) .

a .

(i) Vv x,y €V

s

(1ii) ¥ x,y € V , vA € € (Ax,Yy)

v

(iv) v x €V :x %0 =» (x,Xx)

(Hvis V er et reelt vektorrum, siges (.,.) at vare et indre produkt,
hvis (i1}, (iv) og (i') : "(x,y) = (y,x) for alle x,y € V" er opfyldt).

Fglgende sztninger er velkendte:

3.2 Sztning

Lad V vare et vektorrum med indre produkt (+«,+). Funktionen |||

-

defineret ved
, 1
v x €V Hxll = (x,x)2.

er en norm 1 V .

3.3 Sztning (Cauchy Schwartz ulighed)

vV X,y €V [ (x,y)! < Hxl tyH.

3.4 Definition

Lad H vare et vektorrum med indre produkt (.-,-). H kaldes et Hilbert-
rum, hvis (H, If<il), hvor
1
Hell = (o,¢)2

er et Banachrum.
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3.5 Eksempler

1° Lad (2,9 ,u) vere et midlrum. Banachrummet rmﬁru er et Hilbertrum.

med skalarproduktet

v f,g € Ly(u) (£,g) = §{ £ g du

2% Som specialtilf=zlde af 1° betragter vi tilfeldet, hvor u er

tellemdlet pd N . Vi betegner da L,(u) med £, .

3° Lad 2 = {1,2,...n} og lad u vare tzllemalet. Vi betegner da

n

bmmtu med pm .

4° Lad T £+ @ vzre en vilkéarlig mezngde og lad nmmﬁu besta af alle

komplekse funktioner f definerede p2 T og siledes at

(i) {x e T | £f(x) # 0} er hgjst tzllelig.
(ii) EIEX) 1% <=
XET

Hvis vi definerer (-,-) ved
v £,g € 2,(I) (f,g) = I £(x) g(X]
: xeT
er (-,*) et skalarprodukt og pmhﬁy er et Hilbertrum.

Det kan vises, at hvis u er tzllemédlet pa T , sa er 2,(T) = L,(u).

Lad nu i det fglgende H vare et Hilbertrum med indre produkt (-,-).

3.6 Definition.

Lad x,y € H ; hvis (x,y) = 0 siges x og 1y at vare ortogonale, og

vi skriver x 1y . Hvis A < H har egenskaben
Y X,y €EA : x ¥y =» x Ly.

sd siges A at vzre en ortogonalmengde.



Hvis alle elementer i A har norm 1 , siges A at vaere en ortonormg]

mengde.

Fglgende saztning er velkendt,

3.7 Sztning (Bessel)

Lad X19Xg5e00, X vere en hgjst tzllelig ortonormal fdlge i H .

n

Der gzlder da
(i) Y x € H vneRN
n

N
__xummx_xux-:
k=1 k k

5
__x:m-m ﬂﬁx.xwu_w
k=1

(ii) ¥ x € H ¥yn €N :
k

nmmMz3

2
H(x,x )% < 1xn?,
1
(1ii} Hvis AXﬂu er tallelig, sia er

=]

M_hx,xwu_wmu_x__m
k=1
og rzkken
(iv) £ (x,x) x, er konvergent i H .
k=1~ ©

for ethvert x € H .

Det eneste af den foregdende sztning, som midske ikke er set fér, er

(iv), men det fdlger let af (i) - (iii) og fglgende satning:

3.8 Saztning

Lad mH:v vere en ortonormalfglge i H , og mysu = € . Der gelder da

W Ay X, konvergent i H <=> M_yd*m < o
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Bevis

Lad n,m € N n<m, ofg s&t

k
s, = I A. X. for alle k € N
A
Vi har da
m
2 2
s - s_1l = Tl AL T .
m n k=n+1 k

Af dette ses, at ﬁmwu er en Cauchyfglge, hvis og kun hvis

b ;w_N < w , men da I er fuldstendigt, félger fgrste del af sat-
k=1

ningen heraf. Anden del fdlger af, at

e x xU2=1im s %= % :w_N .

n k=1

Vi minder ogsd om Gram-Schmidt's sztning.

3.9 Sztning

Lad mM:u c H vare en fdlge af linemrt uvafthxzngige vektorer.
Der findes da en ortonormalfglge AM:U c H , sdledes at der for ethvert

n EN gelder, at

span ﬁxH.xN,.... xsw nmﬁma A%H.ﬂwv.... %ﬂw.

3.10 Definition

Fn mezngde A < H kaldes total, hvis 0 er den eneste vektor i H ,
som er ortogonal pd alle elementer fra A (d.v.s. At = {oh.
En fdlge (x ) = H kaldes en ortonormal basis for H , hvis cg kun

hvis mxdu er total og ortonormal.



3.11 Setning

Lad mxsu c I vere en ortonormalfdlge. Fglgende udsagn er xzkvivalente:
(1) mx:u er en ortonormal basis.
(11} VX €H:x = :mex,x:u S

(i) voxy €y = FGoxy) (7o) -
n=

(iv) vxed: uxn? o= £ ex )1’

Bevis
Det er let at se, at (ii) = (iii) = {(iv). Antag, at mxsw er en artonornmal

basis. Fra satning 3.7 fglger, at rakken

y = ¥ (x,x ) x, er konvergent 1 H.
n=1

Vi finder nu for alle n € N

(v x) = (x,x)
og derfor er mwux.x:u =0 for alle n € N . Da mxzu er total, er
x =y . Dette viser (i) = (ii).
Antag, at (iv) er opfyldt, og lad x € H , sa x + X, for alle n .
Det [glger da, at __xﬁ_m = 0 og dermed er x = 0 .
Vi har dermed vist (iv) = (1).
3.12 Eksempel
Definer e¢_ = (0,0,...1,0,...0,...) for alle n €N

i1
n'te plads

et er let at se, at mmju er en ortonormal basis for mm .

ﬁm: ' m < k}, kan opfattes som en ortonormal basis for ww

fhirice ari A Eeotrdtanm datrdan a1 mam 3mdaamamaim £ a N



3.13 Saetning

H er separabelt, hvis og kun hvis det har en ortonormal basis.

bevis
Antag, at li er separabelt. Der findes da en félge mNSu < H , sd
ﬁmww = H .ﬁmsw er da total, thi lad x € H med X L z for alle
n og lad (z_ ) vare en deliglge, sd z - X .
n n
k k
Vi finder da
hx -z i L m_%uuw + Wz [ 2 og dermed er
n n
k |
Hx -z IE> lixil? for alle k. .
.HH a—
k
Da =z + x , fglger det, at x = 0 .
Sy
Lad nu Yy, vere det fgrste 1z, , som ikke er 0 . Lad dernast. Ys

N,

vere det fdrste Z, » SOmM er linexrt uafhengigt af Yy

I det k'te trin lader vi Y VETe det fdrste Z, linexrt uafhengigt

af YisYareers¥yoq -
m%mu bliver da en endelig eller tzllelig fglge af linezrt uafhengige
vektorer. Da ethvert =z er en linearkombination af visse af %w_mwsm

1

er ﬁ%:v total. Ved Gram-Schmidt's metode finder vi nu en ortonormal

basis for H .

3.14 Eksempel

et folger atf sztning 2.4, at L,{Rj og rmﬁcuwu er separable.

o
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4° Projektionssetningen

Lad fortsat H betegne et Hilbertrum med skalarprodukt (-,-).

l'vis M cH , NcH er ikke-tomme delmzngder, si& siger vi, at M

N

er ortegonal pa N , hvis (x,y) = 0 for alle x € M og alle y € N

i

og vi skriver M N, og vl sztter

L L

M~ = {x €H | x ~ M}.

Det er iet at se, at der galder fglgende satning:

4.1 Sztning

Hvis MecH , NcH M=*¢@ , N0 , sid gelder

(i) MYt er et lukket underrum af H .
(ii) M < Mt
(111} Mc N ZF c Zk

Fgr vi kan vise den n®ste sztning, far vi brug for fglgende begreb:

.2 Definition

Lad % vere en vektorrum og C <V . C siges at vare konveks, hvis
der for alle x,y € C og alle a € [0,1] gelder, at ox + (l-a} y € C.

Vi kan nu vise fglgende vigtige satning.

x € H et entydigt bestemt Yo € ¢ ., siledes at

C).



Bevis

Lad os sztte § = d(x_, C}, og lad (y ) = C, sidledes at

Yn " xo__ + & . Vi gnsker at vise, at ﬁwbu er en Cauchyfgige.

For alle n,m € N har vi :

g = vl 17 = 1y = %) O = v 1P = 2y = gl
2l 0x, = v 112~ Ty, * vy - 2%011° =

2, - v l1% + 2llyy - Xl 12 - A1y, + ) < xgl1E

Da mez + <5u ¢ C fglger det, at

v, = vl 12 < 20y, = %112+ 2Ly, - xg 11 - 46”

hvoraf ses, at m%sv er en Cauchyfglge. Vi kan altsia finde et

y e C sa Yo T Yy » ©8 heraf fglger umiddelbart, at

[xg = yoll = 8.
Lad nu z e C , si [[x, - z|l =& . Vi finder da
2 - ) 2 . ,
[lyg = 2" = m__wo B xo__ * N__xo - 20" - p__wﬁ%o + ) - xo__
2
237 + 28 - 48° = 0
sa  y_ = 2 .
e

q.e.d.



4.4 Sxtnin

Lad M og N vaere lukkede underrum af

LN

{0} (d.v.s. M og !

(i) M n N

(ii) M % N er lukket.

Bevis

R
3

H s& M+ N . 5S4 gelder

i y

danner direkte tum)

{i} er klar, si lad os ngjes med at vise (ii}. Lad z =

X, E M, v_ &N

sdledes at z. =+ z_ . Vi finder

Ik ;
n m
Heraf fglger, at der findes et X,

Xy * Xy » ¥ 7Yy s OB derfor er

Vi kan nu vise

+.5 Sztning (Projektionssatningen)

Lad M

In

. 4
Ho= M & M.

-
¢
i3
o
(]
m

I
jah]
ja'
=
m

M vere vilkidrlig med | |v

I
| A

_ 2 2
Py T - vt = vl

hvoraf fglger, at (v,v) = §. Vi har dermed vist, at vy g M

= Llx, = xg I 15+ Tlyy - ypll

e M

P2

og et

n,m & N

o

Yo E N, sa

H vere et lukket underrum. Da gelder:

1. ¥i finder da

iz - (x + V12 = Ty - vl |

—
=

H, og lad x € M vare bestemt sdledes at ||z-x|| = d(z

i

n.e._d.



3.6 Korollar

Lad M = H vzre et underrum. Der gelder da M =M .,

Bevis
A . i4 4od
>mm%ﬁ:H:ma.HmaHmmw.mﬁz mammycwrmﬁ:zamaaca.ommdErz_

— 4 ) -
derfor er M - M7, Lad z e M °. Idet det er trivielt, at ¥ = = M,

far vi fra setning 4.5, at z kan skrives p& formen:

" 4
z = Xty x €M , y €M

men sSa er

4 d

y = z-Xx £ M og dermed (y,y) = 0. Altsd z = x ¢ M

q.e.d.

4.7 Korollar
+ 4

Lad A ¢ H vere en ikke tom delmengde. A er da det mindste
lukkede underrum, som indeholder A .
Revis Prgv selv!!
4.8 Definition
En operator P e B(H) kaldes en ortogonalprojektion, hvis mm = P

og PTL(0) = p(H) .

Fdlgende smtninger overlades til laseren.

4.9 Setning

Lad M < H vzre et lukket underrum. Der findes en entydigt bestemt

ortogonalprojektion P ¢ B(H) , sa P(H) = M,

4.10 Sz:tning

En projektion P ¢ B(H) er en ortogonalprojektion i H , hvis og

kun hvis (Px,y} = (x,Py) for alle x,y & H .



1.1) Smtning

Hvis P ¢ B(H) er en ortogonalprojektion, sd er ||P|]| = 1.

5 Kontinuerte linezre funktionaler pd et Hilbertrum.

Lad H vare et Hilbertrum med dualt rum Hx.

Vi kan nu vise fglgende satning:

5.1 Sztning

Et linesrt funktional z* pi H tilhgrer :x, hvis og kun hvis der

findes et entydigt bestemt z ¢ H , sa

(%) mxmxu = (x,z) for alle x & H .
Hvis z% ¢ B og =z er som i (x), s& er Lz = |z ]
Bevis
Lad fdrst z ¢ H , og definer 2® ved muﬁxu = {(x,z) for alle x ¢ H .
Af Cauchy-Schwartz ulighed fglger, at :* ¢ HY og __Nx__ < izl -
Endvidere finder vi __N:N = 2% (z) < Pz |z, hvilket giver
lzil < 1281, sa [lzf) = 12 L
Antag nu, at z* ogsa kan skrives pa formen
z%(x) = (x,z') for x £ H .
Da er
0 = (x,z-2z'} +for alle x ¢ H
og dermed z = z"'.

x

L.ad dernast z7 ¢ Ew

vere vilkarlig, og szt
N = 1{x ¢ H | 2% (x) = 0}.

Da = er kontinuert, er N et lukket underrum af H .
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Hyis N = H , sd er det klart, at z = 0 kan benyttes i (¥).

4 al

Hvis N+ H , sd er N + {0y ,da N = N , og vi kan derfor
: S . %
finde et y & N, s& I (yv) = 1.
Lad x & H . Det er let at se, at X - ¥ (x) y ¢ N, og derfor er
> ; X A
0= (o2 Xx)yLy) = 0y) - 2 Gl

Dette gilver

Xixy = (x, Iyl 78y

pa x var vilkarlig, har vi hermed vist, at z = M,ﬁ__um< kan
benvttes i ().

q.e.d.

5.2 Korollar

e ———————

Afbildningen T : H ~» H® defineret ved

(Tz)(x) = {(x,2) for alle x £ H , alle ¢ H

[}

er en entydig afbildning af H pad ue,

Den har egenskaberne
(i) ¥z e H Tz |) = [12]]

(i1) ¥2,,2, H aﬁmw+mmu = HNH + aNN

(iii) ¥z e H ¥Yr € ¢ T(xz) = X Tz.

Bevis

klart.
En afbildning, som har egenskaberne (ii) og (iii) 1 5.2 kaldes

sntilinezr.



