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Alle szedvanlige hjzelpemidler (lzerebgger, notater, osv.) samt brug af lomme-
regner er tilladt.

Eksamensseattet bestar af 4 opgaver pa 7 nummererede sider (1-7).
Fuld besvarelse er besvarelse af alle 4 opgaver.
De enkelte opgavers veegt ved bedgmmelsen er angivet i procent.

Der ma gerne refereres til algoritmer og resultater fra leerebogen inklusive
gvelsesopgaverne. Henvisninger til andre bgger (udover laerebogen) accepteres
ikke som besvarelse af et sporgsmal.

Bemeerk, at hvis der er et spgrgsmal, man ikke kan besvare, ma man gerne
besvare de efterfolgende spgrgsmal og blot antage, at man har en lgsning til
de foregaende spgrgsmal.

Husk at begrunde dine svar!



Opgave 1 (25%)

Lad A veere et array af ikke-negative heltal indekseret fra 0 til n — 1, dvs.
lengden af A er n. Antag, at A[0] = 0.

Vi gnsker at finde antallet af retningsskift i A. Et retningsskift forekommer,
hver gang elementerne i A i stedet for at blive storre og storre begynder at
blive mindre og mindre, eller omvendt. Bemaerk, at to ens tal i traek ikke
giver et retningsskift. For array’et

0,2,7,19,17,14,7,7,9, 10, 2,88, 11]

er der 5 retningsskift, et for hvert af elementerne 17, 9, 2, 88 og 11.
Folgende kodeudsnit finder antallet af retningsskift i A.

int antal=0;
int n = A.length;
int r=1;
int i=1;
while (i<n) {
if (rx(A[i]-A[i-1]1) < 0) {
r = -r;
antal++;

it++;

Sporgsmal a: Vis, at while-lgkken terminerer. 0l

Formelt kan vi definere retningen R(i) af et indeks i som folger.

1, hvis i = 0
R() = 1, hvis 1 <i<n—1 A A[i — 1] < Alf]
) -1, hvis 1 <i<n—1 A Afli —1] > A[i]

R(i—1), hvisl<i<n—1A Afli —1] = A



Spargsmal b: Vis, at folgende udsagn [ er en invariant for while-lgkken:

antal = |[{k € {1,2,...,i — 1} | R(k — 1) # R(k) }|.

Spgrgsmal c: Argumenter for, at programmet er korrekt. O

Opgave 2 (25%)

Denne opgave drejer sig om at udvide rgd-sorte sggetracer med en ekstra
operation

jOin(Sla €, 52)

hvor S| og S5 er rgd-sorte sggetraeer, og e er et element, hvorom det gaelder,
at S7 < e < Sy, d.v.s. alle elementer i S; er mindre end e, som er mindre end
alle elementer i S,.

join(Sy, e, So) skal returnere et rod-sort sggetree med e og elementerne i S;
og Sy. Operationen tillades at vaere destruktiv, hvilket betyder, at S; og S,
gerne ma gdelaegges under udfgrelsen.

Lad n betegne det samlede antal elementer i S; og Ss.

Sporgsmal a: Forklar, hvordan man nemt kan implementere join i tid
O(nlogn). O



Lad nu x veere en vilkarlig knude pa vejen fra roden af S; til dets stgrste
element (der jo ligger leengst til hgjre):

Betragt derefter folgende sammensyning af S}, Sy og e:

Sporgsmal b: Argumenter for, at dette altid resulterer i et sggetrae (men
ikke ngdvendigvis et rod-sort trae). O

Spgrgsmal c: Argumenter for, at man med udgangspunkt i at veelge et
passende x kan implementere join i tid O(logn). O



Opgave 3 (25%)

I denne opgave antager vi, at n og S er positive heltal, og at C;, Cs,..., C,
er maengder af positive heltal, hvor hver mangde indeholder hgjst S tal. Vi
gnsker at afggre, om vi kan udtage ét element fra hver maengde, saledes at
deres sum er S, dvs. om der findes n elementer z; € Cy, 15 € Cs,. .., x, € C,,

saledes at .
i=1
Betragt folgende udsagn for 0 <k <nog0<s<S:

k
U(k,s): Der findes z1 € Cy, 29 € Cy, ..., x € C}, séledes at le = s.

=1

Udsagnet omtaler altsa de forste £ maengder og et tal s < S.
Spgrgsmal a: Betragt eksemplet, hvor

n=3,S=7 C={1,2,4}, Co ={2,3,5} og C3 = {3,4}.

Udfyld nedenstaende tabel med sandhedsveerdierne for U(k, s) for 0 < k <n
og 0 < s < S. Dvs. angiv pa plads (k, s), om U(k, s) er sand eller falsk.

Husk, at den tomme sum E?:1 x; er lig 0. O
s
0 1 2 3 4 5 6 7
0
1
k
2
3




Lad C vere et array af arrays, og antag, at Ci] indeholder tallene i C; for
1 < i < k (dvs. C[0] benyttes ikke). Folgende rekursive metode beregner
U(n,S), nar den kaldes med £indU(C, n, S)

public boolean findU(int[J[] C, int k, int s)

{
int y;
boolean ok;
if (k==0) {
if (s==0)
return true;
else
return false;
}
else {
ok = false;
int i=0;
while (i < C[k].length && !ok) {
y = CLk1[i]l;
if (y <= s)
ok = findU(C,k-1,s-y);
i++;
}
}
return ok;
}
Sporgsmal b: Forklar, hvordan £indU beregner sit resultat. Ol

Sporgsmal c: Lav en ny version af £indU vha. dynamisk programmering,
sa delresultater kun beregnes én gang. O

Sporgsmal d: Hvad bliver tabelstgrrelsen i dynamisk-programmerings-
udgaven? Hvad bliver worst-case tidskompleksiteten? OJ



Opgave 4 (25%)

Folgende graf kaldes en H(2)-graf.

Grafen bestar af 2 dobbelt-sekskanter ( 8) omgivet af 3 enkelt-sekskanter
( Q) Dette er et specialtilfzelde af de mere generelle H (k)-grafer. For k£ > 0
bestar H (k) af k dobbelt-sekskanter omgivet af k& + 1 enkelt-sekskanter.

Spgrgsmal a: Angiv antallet af knuder og kanter i en H (k)-graf som funk-
tion af k, for £ > 0. O

Betragt nu en vegtet H(k)-graf, hvor de gverste vandrette kanter i enkelt-
sekskanterne har vaegt 1, de nederste vandrette kanter i enkelt-sekskanterne
har veegt 3, og alle andre kanter i savel enkelt- som dobbelt-sekskanter har
veegt 2.

[ det folgende betyder “en veegtet H(k)-graf” en H(k)-graf med vaegte som
angivet ovenfor. Eksempelvis har den vaegtede H(1)-graf folgende udseende.

Sporgsmal b: Tegn et letteste udspaendende trea for en vaegtet H(2)-graf.
O



Spargsmal c: Angiv vaegten af et letteste udspaendende tra for en vaegtet

H (k)-graf. Argumenter for svaret.
Vink: Husk, at for en sammenhaengende graf med n knuder indeholder et

letteste udspaendende trae n — 1 kanter. O



