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Alle seedvanlige hjeelpemidler (leerebgger, notater, osv.) samt brug af lomme-
regner er tilladt.

Eksamensseettet bestar af 6 opgaver pa 8 nummererede sider (1-8).
Fuld besvarelse er besvarelse af alle 6 opgaver.
De enkelte opgavers veegt ved bedgmmelsen er angivet i procent.

Der ma gerne refereres til algoritmer og resultater fra leerebogen inklusive
gvelsesopgaverne. Henvisninger til andre bgger accepteres ikke som besvarelse
af et spgrgsmal.

Bemeerk, at hvis der er et spgrgsmal, man ikke kan besvare, ma man gerne
besvare de efterfolgende spgrgsmal og blot antage, at man har en lgsning til
de foregaende spgrgsmal.

Husk at begrunde dine svar!



Opgave 1 (15%)

Sporgsmal a (5%): Udfer radix sort med radix 10 pa tallene
747, 765, 544, T54, 431, 231, 222

Vis resultatet efter hver iteration. O

Sporgsmal b (10%): Angiv best-case og worst-case koretid samt kgretiden
for sorteret input for Insertion Sort, Merge Sort og Quicksort.

Best-case Worst-case | Sorteret input
Insertion Sort
Merge Sort
Quicksort
Husk at begrunde dine svar. O

Opgave 2 (10%)

Sporgsmal a (10%): Angiv den asymptotiske reekkefolge af folgende funk-
tioner.
v, 2", (logy, n)za n, logyn



Opgave 3 (25%)

Denne opgave handler om datatypen disjunkte maengder.

Eksempel: Betragt sekvensen af UNION-instruktioner i figur 1(a).
[ figur 1(b) vises den resulterende datastruktur, hvis man bruger li-
ster til at repraesentere de disjunkte meengder. Tallene ud for de en-
kelte links angiver, hvilke UNION-instruktioner der forarsagede dem.
Tilsvarende viser figur 1(c) resultatet, hvis man bruger tracer til at
repraesentere de disjunkte meengder.

1. UNION(b,a)

2. UNION(d, c) L a }—1" b }—3'\ c }—24 d |
3. UNION(c, b)

(a) (b)

Figur 1: Et lille eksempel

Sporgsmal a (6%): I dette sporgsméal antager vi, at de disjunkte meeng-
der repraesenteres af haegtede lister, og at der bruges veaegtet union. Hvis
UNION(z, y) resulterer i, at to lister med samme veegt haegtes sammen, haeg-
tes listen, som indeholder x, efter listen, som indeholder y (ligesom i ek-
semplet ovenfor).

Tegn den liste, som er resultatet af UNION-instruktionerne i figur 2. An-
giv for hvert link, hvilken UNION-instruktion der forarsagede det, ligesom i
eksemplet. 0

Sporgsmal b (6%): 1 dette spergsmal antager vi, at de disjunkte meengder
repraesenteres af heegtede treeer, og at der bruges union by rank (som defineret
i leerebogen s. 508) men ikke path compression. Husk, at hvis UNION(z, )
resulterer i, at to treeer med samme rang haegtes sammen, bliver roden i
treeet, som indeholder x, barn af roden i treeet, som indeholder y (ligesom i
eksemplet ovenfor).
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Figur 2: UNION-instruktionerne brugt i spergsmal a, b og c

Tegn det tree, som er resultatet af UNION-instruktionerne i figur 2. Angiv for
hvert link, hvilken UNION-instruktion der forarsagede det, ligesom i eksemp-
let. 0

Sporgsmal c (6%): 1 dette sporgsmal antager vi, at de disjunkte maengder
repraesenteres af traeer, og at der bruges union by rank og path compression.

Tegn det tree, som er resultatet af UNION-instruktionerne i figur 2. Angiv for
hvert link, hvilken UNION-instruktion der forarsagede det, ligesom i eksemp-
let. 0

Sporgsmal d (7%): Betragt treeet i figur 3, og antag at det er skabt vha.
union by rank.

I figur 4 er vist fire vaegtede grafer. Antag, at vi udferer Kruskals algoritme
pa hver af dem.

Hvilke af dem kunne resultere i traeet i figur 37

Husk at begrunde dit svar. 0

Figur 3: Traeet brugt i spgrgsmal d



Figur 4: Fire veegtede grafer



Opgave 4 (10%)

Sporgsmal a (4%): Tegn alle mulige bingere min-hobe, som indeholder fire
knuder med prioriteterne 1, 2, 3 og 4. 0

Sporgsmal b (6%): Tegn alle mulige binaere spgetracer, som har hgjde 2
og indeholder fire knuder med ngglerne 1, 2, 3 og 4. U



Opgave 5 (15%)

I denne opgave skal vi se pa en algoritme til at beregne a’, hvor a og b er
heltal. Vi skal bruge den bingere repraesentation af b. Lad

b=2"b, + 28 1+ ...+ b

dvs. by er mest betydende bit i b, og by er mindst betydende bit. Da kan vi
repraesentere b vha. et array B af leengde k 4 1, hvor Bli] = b;.

Betragt folgende algoritme til at beregne a’:

EKsP(a, B)
k «— length(B) — 1
c—1
for ¢ +— k downto 0
c—c-c
if Bli] =1
c—c-a
return c

Spergsmal a (10%): Lad B, veere tallet repraesenteret ved de k — i mest
betydende bits i b; dvs.

Bk+1 =0

By, = by,

By—1 = 2by, + by

By_o = 4by, + 2by—1 + b2

By = 2kbk +2k_1bk,1 +...+bg=0b

Bevis folgende invariant for for-lgkken:

I starten af for-lgkken (dvs. lige efter opdateringen af i) er ¢ = o+

0

Sporgsmal b (5%): Brug resultatet fra spergsmal a til at argumentere for,
at algoritmen EKSP er korrekt. O
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(a) Et bineert tree med vaegtede (b) Veegten af en optimal sti-deckning for hvert under-
knuder tree

Figur 5: Et lille eksempel

Opgave 6 (25%)

I denne opgave er der givet et bingert tree, hvis knuder har veegte. Vaegtene
er positive heltal. Det geelder om at veelge en delmaengde af knuderne med
stgrst mulig samlet veegt. Hver sti fra roden til et blad skal indeholde praecis
én af de valgte knuder.

En sti-dekning af et bingert tree er en delmeengde X af knuderne, som opfyl-
der, at hver sti fra roden til et blad indeholder praecis én knude fra X. En
optimal lgsning er altsa en sti-deekning med stgrst mulig samlet vaegt.

Bemeaerk, at roden i et tree f.eks. udger en sti-deekning af tracet. Ligeledes
udggr meengden af alle blade i treeet en sti-deckning. Disse sti-deckninger er
dog ikke ngdvendigvis optimale sti-deekninger, dvs. de har ikke ngdvendigvis
stgrst mulig veegt.

Eksempel: I figur 5(a) er vist et tree med veegtede knuder. Knu-
derne b og ¢ udger tilsammen en optimal sti-deckning. Det samme
gor knuderne d, e og c. De to sti-deekninger har hver iseer samlet
veegt 18.

For en knude x betegner W (z) den samlede vaegt af en optimal sti-deckning
af undertracet med rod i . I figur 5(b) er vist en tabel, som for hver knude
x 1 treeet angiver W (x).



Figur 6: Et bingert tree med veegtede knuder

Sporgsmal a (10%): Udfyld nedenstaende tabel for traeet vist i figur 6.

Sporgsmal b (5%): Betragt igen treeet i figur 6. Angiv en sti-deekning med
stgrst mulig samlet vaegt. Dvs. angiv en knudemaengde svarende til den veegt,
du skrev i det fgrste felt i tabellen. OJ

Sporgsmal c (10%): Angiv en algoritme baseret pa dynamisk program-
mering, som givet et veegtet bingert tree finder den stgrst mulige veegt af en
sti-deekning.

Hvad er din algoritmes kgretid og pladsforbrug? O



