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Alle seedvanlige hjeelpemidler (leerebgger, notater, osv.) samt brug af lomme-
regner er tilladt.

Eksamensseettet bestar af 5 opgaver pa 8 nummererede sider (1-8).
Fuld besvarelse er besvarelse af alle 5 opgaver.
De enkelte opgavers veegt ved bedgmmelsen er angivet i procent.

Der ma gerne refereres til algoritmer og resultater fra leerebogen inklusive
gvelsesopgaverne. Henvisninger til andre bgger accepteres ikke som besvarelse
af et spgrgsmal.

Bemcerk, at hvis der er et sporgsmal, man ikke kan besvare, ma man gerne
besvare de efterfalgende sporgsmdal og blot antage, at man har en lgsning til
de foregaende sporgsmil.

Husk at begrunde dine svar!



Opgave 1 (10%)

Sporgsmal a (5%): Lgs folgende rekursionsligning.

T(n) =16 -T(n/2) +n* 4+ n?

Spgrgsmal b (5%):

Angiv et Huffman-trae for en streng med fglgende alfabet og tilhgrende hyp-
pigheder.

Tegn a b c | d e fl| g
Hyppighed | 300 | 150 | 75 | 125 | 200 | 50 | 100

Opgave 2 (25%)

Spergsmal a (6%): For alle knuder v i grafen G1, angiv distanceveerdien v.d
som tildeles ved bredde-forst sggning (BFS) med start i knuden s.

Figur 1: Grafen G,



Sidst i seettet er der en kopi af graferne i denne opgave. Dem kan du evt.
bruge under besvarelsen (husk i sa fald at aflevere siden sammen med resten
af din besvarelse).

0

Sporgsmal b (7%): For alle knuder v i grafen G, angiv starttiden (discove-
ry time) v.d og sluttiden (finishing time) v.f som tildeles ved dybde-forst
spgning (DFS) med start i knuden s.

(For DFS afhaenger det praecise resultat af ordningen af knuders nabolister.
Du skal her antage at pa figuren er alle knudes nabolister ordnet “med uret”,
startende fra “lodret opad”.)

Figur 2: Grafen G5

O

Sporgsmal ¢ (6%): For alle knuder v i grafen G3, angiv distanceveerdien v.d
som tildeles ved kgrsel af Dijkstras algoritme med start i knuden s.

Figur 3: Grafen Gj



O

Sporgsmal d (6%): For grafen G4, angiv et minimum spanning tree (MST),
samt dets vaegt.

Figur 4: Grafen G4

Opgave 3 (25%)

Som bekendt skrives tallet 43 i 2-talssystemet som 101011 fordi

43=1-240-2*4+1-2240-22+1-2' +1-2°

Vi gnsker for et vilkarligt positivt heltal n at finde cifrene biby_1...b1bg i n’s
repraesentation i 2-talssystemet. For eksempel, for n = 43 er bsby ... b1by lig
101011.

Betragt fglgende algoritme til at generere k og b;’er:

BINARYDIGITS(n)

1 =20

d=n

while d >0
b; = d mod 2
d = d div 2
1 =1+1

k=1i1—1



Her er “div” heltalsdivision, og “mod” er rest ved heltalsdivision. For eksempel
har vi 9 div 2 = 4 og 9 mod 2 = 1. Der geelder altid

z =y (zdivy)+ (z mod y) (1)

for alle hele tal z og y.

Spgrgsmal a (6%):

Angiv resultatet (dvs. k og b;’erne) af ovenstéende algoritme nar input er
n = 59.

O

Spergsmal b (9%):
Vis fglgende invariant for while -lgkken:

Nar testen ved indgangen til while -lpkken udferes, gaelder

) n=d- 2043 b
i) d>0

(For ¢ = 0 er summen tom, og har pr. definition veerdien nul.)

Hint: brug (1) for passende x og y.

Spergsmal ¢ (6%):

Vis at algoritmen er korrekt, dvs. at den for alle positive heltal n beregner
n’s repraesentation bpby_1 - - - bibg 1 2-talssystemet.

0

Spergsmal d (4%):

Giv en analyse af kgretiden for algoritmen som funktion af n.



Opgave 4 (25%)

Denne opgave handler om at finde en storste feelles veegtet delsekvens af to
strenge. Her har hvert tegn c i alfabetet en veegt w(c) tilknyttet. Et eksempel
kunne veere alfabetet

Tegn ¢ alb|c
Veegt w(c) |2 4|1

Veaegten af en feelles delsekvens er summen af veegtene af tegnene i delsekven-
sen. F.eks. er acd en delsekvens af strengene X = acbd og Y = bacda, og
dens vaegt er 2+ 1 4+ 3 = 6, hvis alfabetets veegte er som angivet ovenfor.

Givet to strenge X = x1x9 -+ -2, 0g Y = 4192 - - - Y, (af leengde henholdsvis n
og m) over et veegtet alfabet gnsker vi at finde den stgrste veegt en feelles
delsekvens af X og Y kan have.

Mere generelt lader vi, for 0 < i < nog 0 < j < m, W(i,j) betegne
den stgrste veegt en feelles delsekvens af strengene X = zix9---7; og Y =
Y1Y2 - - - y; kan have. Svaret pa det oprindelige problem er sa W (n,m).

W (i, j) kan beskrives ved fglgende rekursive formel:

0 hvis i =0V j =0

max{W (i —1,7),W(i,7—1)} hvisi,j>1A z; #vy;

max{W (i —1,7),W(i,j—1),
Wi(—1,7—1)4+w(x;)} hvis i,j > 1Az =y,

W(i,j) =

Spgrgsmal a (9%):

Udfyld for strengene X = acbd og Y = bacda og ovenstaende veegte for
alfabetet tabellen for W (i, j) i Figur 5.

Sidst i seettet er der en kopi af tabellen i dette spgrgsmal. Den kan du evt.
bruge under besvarelsen (husk i sa fald at aflevere siden sammen med resten
af din besvarelse).

O



jilo 12 3 4 5

=W N = O

Figur 5: Tabel over W (i, )

Spgrgsmal b (8%):

Beskriv en algoritme baseret pa dynamisk programmering der givet X, Y og
et veegtet alfabet beregner den stgrste veegt en delsekvens af X og Y kan
opna. Analyser algoritmens kgretid.

O

Spgrgsmal ¢ (8%):

Argumentér for at den rekursive formel for W (i, j) er korrekt.

Opgave 5 (15%)

I denne opgave gnsker vi at udvide bingere sggetracer med oplysninger om
afstandene mellem de gemte nggler, og specielt gnsker vi at kunne finde den
stgrste afstand i traeet mellem en nggle og dens predecessor.

Mere preecist, hvis et sggetree gemmer n nggler 1 < 19 < 23 < --- < x,, er
de spgte afstande (o — 1), (3 —x2), -+, (T, —Tp_1), 0g Vi gnsker at kunne
finde den storste af disse. Hvis eksempelvis ngglerne gemt i traeet er 3, 5, 11,
14, 23 og 30, er afstandene 2, 6, 3, 9 og 7, og storste afstand er 9, som opnas
mellem ngglen 23 og den predecessor 14.

Vi udstyrer nu enhver knude v i sggetraeet med fglgende tre ekstra informa-
tioner (udover den i knuden gemte nggle v.key):



1. Sterste afstand mellem nggler gemt i v’s undertree (v.mazGap).
2. Stgrste nggle gemt i v’s undertree (v.maz).

3. Mindste nggle gemt i v’s undertrae (v.min).

(Husk at en knudes undertree inkluderer knuden selv. Hvis der kun er én
nggle i v’s undertree, settes v.mazrGap lig nul.)

Specielt kan stgrste afstand i traeet herved aflaeses af roden r’s informa-
tion r.mazrGap i O(1) tid.

Et eksempel pa et binsert sggetree og informationen i en af dets knuder kan
ses 1 Figur 6.

v.key = 23
v.maxGap = 4

v.mazx = 25
V.man = 17

Figur 6: Eksempel pa informationen i en knude

Spgrgsmal a (6%):

Angiv hvordan en knudes informationer kan bestemmes i O(1) tid ud fra
informationerne i knudens to bgrn, samt knudens og bgrnenes nggler.

(Et eller begge af bgrnene kan veere NIL, hvilket giver (simple) specialtilfselde
som du ikke behgver beskrive).

OJ



Vi lader nu sggetracet veere et rgd-sort tree.

Spgrgsmal b (4%):

Argumentér for at informationerne i tracets knuder kan vedligeholdes under
indsaettelser og sletninger, uden at sendre koretiden O(logn) for disse.

0

Som sagt kan man i O(1) tid finde den sterste afstand i treeet mellem nggler og
deres predecessorer ved at aflaese roden r’s information r.mazGap. Vi gnsker
nu ogsa at kunne finde en konkret nggle i traeet som har denne afstand til
sin predecessor.

Spergsmal ¢ (5%):

Beskriv en sggeproces som i O(logn) tid finder en sadan nggle.



Figur 7: Grafen G; (til afleveringsbrug)

Figur 8: Grafen G, (til afleveringsbrug)

Figur 10: Grafen Gy (til afleveringsbrug)



jilo 12 3 4 5

=W N = O

Figur 11: Tabel over W (i, j) (til afleveringsbrug)



