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Besvarelsen skal afleveres elektronisk. Se vejledning udsendt i kurset.

Alle skriftlige hjeelpemidler (leerebgger, notater, osv.) samt brug af computer
er tilladt. Det er ikke tilladt at bruge internettet, undtagen til den elektro-
niske aflevering.

Eksamensseettet bestar af 10 opgaver pa 10 nummererede sider (1-10). Fuld
besvarelse er besvarelse af alle 10 opgaver. De enkelte opgavers vaegt ved
bedgmmelsen er angivet i procent.

Der mé gerne refereres til algoritmer og resultater fra leerebogen (Cormen
et al., Introduction to Algorithms, tredie udgave), samt andre materialer fra
kurset (f.eks. opgavesedler og slides). Henvisninger til andre kilder kan ikke
bruges i besvarelsen af et spgrgsmal.

Bemeerk, at hvis der er et sporgsmal, man ikke kan besvare, ma man gerne
besvare de efterfalgende sporgsmal og blot antage, at man har en lgsning til
de foregaende spgrgsmdal.



Opgave 1 (10%)

Denne opgaver handler om fglgende rekursionsligninger:

i) T(n)=5-T(n/2)+ n?

ii) T(n)=>5-T(n/5) +nlogn
iii) T(n)=2-T(n/5)+n'/?
iv) T(n)=2-T(n—2)+n

Spgrgsmal a (5%):

Angiv for hver rekursionsligning om den kan lgses med Master Theorem fra
leerebogen.

Spergsmal b (5%):

Angiv lgsningen T'(n) for hver rekursionsligning som kan lgses med Master
Theorem.

Opgave 2 (10%)

Angiv for hvert af nedenstaende udsagn, om de er sande eller falske.

2" er O(n?)
n? er O(3")
n(logn)? er O(n®logn)
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3" er O(2™)

n/3 er O(n'/?)
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Opgave 3 (7%)

Udfor forst HEAP-INCREASE-KEY(A,9,15) og dernsest HEAP-EXTRACT-MAX(A)
pa nedenstaende max-heap A.

Angiv efter hver af de to operationer heapens udseende ved at skrive elemen-
terne i raekkefglge fra venstre mod hgjre.

A: 1819 (164 | 8 [12]13| 1|2

Opgave 4 (7%)

Nedenstaende er en hashtabel H der bruger quadratic probing, med auxiliary
hashfunktion A'(z) = (3z + 5) mod 11 og med konstanter ¢; = 3 og ¢ = 1.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
H: 113]39 36 23|15

Indseet veerdierne 22, 16 og 17 (i den raekkefplge). Angiv udseendet af hash-
tabellen efter hver af de tre indsaettelser.

Svar for hver indseettelse ved at skrive indholdet af H i rackkefglge fra venstre
mod hgjre, med tomme pladser angivet som x.



Opgave 5 (7%)

Udfgr Prims algoritme pa grafen nedenfor, med start i knuden a.

Som svar, angiv knuderne i den raekkefglge de udtages fra prioritetskgen (med
operationen EXTRACT-MIN) under algoritmens korsel.

Angiv ogsa kanterne i det resulterende minimum spanning tree (MST). En
kant med endepunkter u og v skrives som szedvanligt (u,v).

Opgave 6 (10%)

Spgrgsmal a (6%):

For alle knuder v i grafen nedenfor, angiv starttiden (discovery time) v.d
og sluttiden (finishing time) v.f som tildeles ved dybde-forst sggning (DFS)
med start i knuden 1.

For DFS athaenger resultatet af ordningen af knuders nabolister. Du skal her
antage at en knudes naboliste er sorteret i alfabetisk orden efter naboknu-
dernes navne.




Spgrgsmal b (4%):

For alle kanter i grafen ovenfor, bestem deres type (tree edge, back edge,
forward edge, cross edge) ved DFS gennemlgbet fra spergsmal a (dvs. DFS
gennemlgb med start i knude 7).

Svar ved at angive fire lister af kanter, én liste for hver kanttype. En kant
med endepunkter u og v skrives som seedvanligt (u,v). I hver kant, angiv
endepunkterne i alfabetisk raekkefglge.

Opgave 7 (10%)

Spgrgsmal a (6%):

For hvilke af nedenstaende grafer kan de korteste veje findes med algoritmer-
ne DIIKSTRA (D), BELLMAN-FORD (BF), DAG-SHORTEST-PATHS (DAG),
BREATH-FIRST-SEARCH (BFS) og DEPTH-FIRST-SEARCH (DFS)?

Angiv svaret med en tabelopstilling som nedenstaende. Seet kryds i en tabel-
indgang nar svaret er ja.

D BF | DAG | BFS | DFS

G
Go
Gs




Spgrgsmal b (4%):
Vi ser nu pa grafer med n knuder og m = nlogn kanter.

Angiv for hver af algoritmerne DIJKSTRA, BELLMAN-FORD og DAG-SHORTEST-
PATHS deres asymptotiske kgretid som funktion af n pa sadanne grafer (det
antages at algoritmerne kan bruges pa de pageeldende grafer).

Opgave 8 (10%)

Spgrgsmal a (5%):

Angiv en farvning af knuderne i traeet nedenfor som ggr det til et rgd-sort
tree.

Svar ved at skrive en liste af navnene pa de sorte knuder og en liste med
navnene pa de rgde knuder.



Spergsmal b (5%):

I ovenstaende rgd-sorte trae indsaettes 11 under brug af algoritmen fra leere-
bogen. Angiv hvilket af nedenstaende fire tracer som er resultatet.




Opgave 9 (14%)

Angiv for hver af folgende algoritmer deres asymptotiske kgretid i ©-notation

som funktion af n.

ALGORITMEL(n)
1=
while i > 1
]=mn
while j > 1
J=3-1
1=1—1
ALGORITME3(n)
1=1
while 1 <n
j=1
while 7 <1
Jj=Jj+1
1=1%2

ALGORITME2(n)
1=1
j=1
while 1 <n
while j < i
j=J+1
1=1%2
ALGORITME4(n)
1=1
while 1 <n
j=1
while j <
| =7 %2

1=1+1



Opgave 10 (15%)

I denne opgave gnsker vi at gemme en maengde punkter i planen, og kunne
svare pa spgrgsmal om det akse-parallelle rektangel, de udspaender. Et ek-
sempel pa en maengde punkter og deres udspeendte rektangel er illustreret
herunder.

X

Vi gemmer punkterne i knuderne i et sggetree, hvor vi bruger punkternes
x-koordinater som sggenggle. Det ma antages at ingen x-koordinat optrae-
der i to forskellige punkter. Et eksempel pa et sadant tree er vist herunder.
Punkternes z-koordinater (traeets sggenggler) er angivet til venstre i knuder-
ne, punkternes y-koordinater er angivet til hgjre.




Vi udstyrer nu enhver knude v i sggetraeet med folgende fire ekstra informa-
tioner (udover de i knuden gemte z- og y-koordinater):

v.emar = sterste x-veerdi i v’s undertrae
v.emin = mindste x-veerdi i v’s undertrae
v.ymaxr = storste y-veerdi i v’s undertrae
v.ymin = mindste y-veerdi i v’s undertrae

(Husk at en knudes undertrae inkluderer knuden selv.)

Som eksempel vil det hgjre barn af roden i treeet ovenfor have folgende in-
formationer:

v.emaxr = 12
V.TMAN
V.ymax

v.ymin =

Spergsmal a (3%):

Angiv hvordan en knudes informationer kan bestemmes i O(1) tid ud fra
informationerne i1 knudens to bgrn.

(Et eller begge af bgrnene kan veere NIL, hvilket giver simple specialtilfaelde
som du ikke behgver beskrive).

Vi lader nu sggetracet veere et rgd-sort tree.
Spgrgsmal b (3%):

Argumentér for at informationerne i traeets knuder kan vedligeholdes under
indsaettelser og sletninger, uden at kgretiden O(logn) for indseettelser og
sletninger sendres.

Spergsmal ¢ (3%):

Angiv hvordan arealet af det rektangel, som de gemte punkter punkterne
udspeender, kan bestemmes i O(1) tid ud fra treeet.



Spgrgsmal d (3%):

Vi gnsker nu for hver af de fire sider af det udspaendte rektangel at finde et
punkt som ligger pa denne side. Som illustration gnsker vi i eksemplet fra
starten af opgaven at finde de fire punkter fremhaevet nedenfor.
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Angiv hvordan man i O(logn) tid kan ggre dette ved hjelp af treeet.

Spergsmal e (3%):

Vi vil nu gerne opné resultaterne i spgrgsmal c¢ (dvs. kunne finde arealet af
rektangel i O(1) tid) og d (dvs. kunne finde fire punkter, et pa hver side af
rektanglet, 1 O(logn) tid) pa en anden méade. Indsettelser og sletninger skal
stadig kunne foretages i O(logn) tid.

Angiv hvordan dette kan opnas ved at bruge to treeer (uden ekstra informa-
tion i alle knuder) i stedet for ovenstéaende datastruktur. Det ma antages at
heller ingen y-koordinat optraeder i to forskellige punkter.
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