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Hvem er vi?

Underviser:

> Rolf Fagerberg, Institut for Matematik og Datalogi (IMADA)

Forskningsomrade: algoritmer og datastrukturer

Deltagere:

>

vVvyVvyVvyyvYyy

Bemaerk stor diversitet: forskellige semestre i uddannelsen, forskellige
maengder af programmering og af matematiske fag pd uddannelsen.

BA i Datalogi (2. sem.)

BA i Kunstig Intelligens (2. sem.)
BA i Software Engineering (4. sem.)
BA i Matematik-@konomi (4. sem.)
BA i Anvendt Matematik (4. sem.)
BA sidefag i Datalogi (6. sem.)

KA profil i Data Science (2./8. sem.)
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Tre (fire) kurser i ét

DM578:

DM507/DS814: >

SE4-DMAD: >
>

Algoritmer og datastrukturer (7.5 ETCS)
Skriftlig MC eksamen (3 timer)

Algoritmer og datastrukturer (7.5 ETCS)
Programmeringsprojekt i tre dele (2.5 ETCS)
Skriftlig MC eksamen (3 timer)

Algoritmer og datastrukturer (7.5 ETCS)
Diskret matematik (2.5 ETCS)
Skriftlig MC eksamen (3 timer og 3 kvarter)

Diskret matematik har separate forelaesninger (Lene Monrad Favrholdt)
og gvelsestimer. Fredage 10-12 i ti uger.

Der er et ITS-kursusrum for DM507/DM578/DS814 og et andet
ITS-kursusrum for SE4-DMAD.
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Kursets format (DM578)

Forudszetninger:
Programmering i Python eller Java, lidt matematisk modenhed
Format:

Forelaesninger (f-timer) ved Rolf Fagerberg.
Opgaveregning (e-timer) ved instruktor.
Arbejde selv og i studiegrupper.

Eksamenform:
Skriftlig eksamen (juni), 7.5 ECTS:

Multiple-choice. Kun med bgger og noter (ingen program-
mer eller internet). Karakter efter 7-skala. Mal: check af
kendskab til stoffet. [NB: reeksamen er mundtlig]
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Kursets format (DM507/DS814)

Forudsaetninger:
Programmering i Python, lidt matematisk modenhed
Format:

Forelzesninger (f-timer) ved Rolf Fagerberg.
Opgaveregning (e-timer) ved Instruktor.
Arbejde selv og i studiegrupper.

Eksamenform:
Skriftlig eksamen (juni), 7.5 ECTS:

Multiple-choice. Kun med bgger og noter (ingen program-
mer eller internet). Karakter efter 7-skala. Mal: check af
kendskab til stoffet. [NB: reeksamen er mundtlig

Projekt undervejs, 2.5 ECTS, Python:

| tre dele. Karakter B/IB. Skal ikke bestéds for at ga til
skriftlig eksamen. MaAl: traene overfgrsel af stoffet til praksis
(programmering).
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Kursets format (SE4-DMAD)

Forudszetninger:
Programmering i C# eller Python, lidt matematisk modenhed
Format:

Forelaesninger (f-timer) ved Rolf Fagerberg og Lene Monrad Favrholdt.
Opgaveregning (e-timer) ved instruktor.
Arbejde selv og i studiegrupper.

Eksamenform:
Skriftlig eksamen (juni), 10 ECTS:

Multiple-choice. Kun med bgger og noter (ingen program-
mer eller internet). Karakter efter 7-skala. Mal: check af
kendskab til stoffet. [NB: reeksamen er mundtlig]
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Materialer i algoritmer og datastrukturer

Laerebog:

Cormen, Leiserson, Rivest, Stein:
Introduction to Algorithms, 4th edition, 2022.

(Jeg vil ogsé angive lasestof og opgaver ud fra 3rd edition.)

Andet laeremateriale pa kursets webside:

Slides fra forelaesninger
Opgaver til gvelsestimer
Tidligere eksamenssat
Projektet
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Forventet arbejdsindsats (DM578)

Skim stof fgr forelaesning: 0,5 timer <= mindst vigtig

Forelaesning: 2 timer

>

>

» Laes stof efter forelaesning: 1,5 timer

> Opgaveregning (hjemme): 3 timer < mest vigtig
>

Opgaveregning (klasse): 2 timer < mest vigtig

Ovenstaende i gennemsnit 1.5 gang per uge over 14 uger. Dertil fglgende
én gang:

» Eksamenslaesning: 40 timer

» Eksamen: 3 timer

lalt: 14-1.5-9 + 40 + 3 = 232 timer

7.5 ECTS = 1/8 arsveerk = 1650/8 timer = 206 timer
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Forventet arbejdsindsats (DM507,/DS814)

Skim stof fgr forelaesning: 0,5 timer <= mindst vigtig

Forelaesning: 2 timer

>

>

» Laes stof efter forelaesning: 1,5 timer

> Opgaveregning (hjemme): 3 timer < mest vigtig
>

Opgaveregning (klasse): 2 timer < mest vigtig

Ovenstaende i gennemsnit 1.5 gang per uge over 14 uger. Dertil fglgende
én gang:

» Projektet: 15415425 timer
» Eksamenslaesning: 40 timer

» Eksamen: 3 timer

| alt: 14-1.5-9+ 55+ 40 + 3 = 287 timer

10 ECTS = 1/6 &rsveerk = 1650/6 timer = 275 timer
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Forventet arbejdsindsats (SE4-DMAD)

Skim stof fgr forelaesning: 0,5 timer <= mindst vigtig

Forelaesning: 2 timer

>

>

» Laes stof efter forelaesning: 1,5 timer

» Opgaveregning (hjemme): 3 timer < mest vigtig
>

Opgaveregning (klasse): 2 timer < mest vigtig

Ovenstdende i gennemsnit 1.5 per uge over 14 uger (Rolf) og 0.5 gang
per uge over 10 uger (Lene). Dertil fglgende én gang:

» Eksamenslaesning: 40 timer

» Eksamen: 4 timer

lalt: (14-1.5+10-0.5) -9+ 40 + 4 = 278 timer

10 ECTS = 1/6 arsvaerk = 1650/6 timer = 275 timer
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Kursets formal og plads i det store billede

Generelt mal i IT: | Fa en computer til at udfgre en opgave.

Relaterede spgrgsmal:

» Hvordan skrives programmer?

Programmering, programmeringssprog, software engineering.

» Hvordan skal programmet Igse opgaven? <« DM507/DM578/. ..
Algoritmer og datastrukturer, databasesystemer, linezer algebra med
anvendelser, data mining og machine learning.

» (Hvor godt) er det overhovedet muligt at Igse opgaven?

Nedre graenser, kompleksitet, beregnelighed.

» Hvordan fungerer maskinen der udfgrer opgaven?

Baggrundsviden om computerarkitektur og operativsystemer.
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Hvordan skal programmet |gse opgaven?

Algoritme = Igsningsmetode.

Tilpas pracist skrevet ned: tegning, tekst, pseudo-kode,. ..

Datastruktur = data + effektive operationer herpa.

Forskellige niveauer af Igsning:

1. Opfind én algoritme som Igser opgaven.
2. Sammenlign flere algoritmer som Igser opgaven.

3. Hvad er den bedst mulige algoritme som Igser opgaven?
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Udvikling og vurdering af algoritmer

1. Opfind en algoritme som Igser opgaven: Kraever ideer, erfaring, og en
vaerktgjskasse med bade eksisterende algoritmer og metoder til at udvikle
nye.

2. Sammenlign flere algoritmer som Igser opgaven: Kraever definition af
hvad kvalitet er (ofte: kvalitet = lavt tidsforbrug).

3. Hvad er den bedst mulige algoritme som Igser opgaven?

Analyse (taenkearbejde, argumenter, beviser): godt vaerktgj til punkt 1, 2
og 3. Giver hgj sikkerhed for korrekthed af metoden/idéen. Sparer
implementationsarbejde. Sammenligning upavirket af: maskine, sprog,
programmgr, og valg af testdata.

Afprgvning (implementation, test): godt vaerktgj til punkt 1 og 2. Kan
udforske ideer, fange implementationsfejl, belyse ting som ikke fanges af
analysen.
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Udvikling og vurdering af algoritmer

DM507/DM578/DS814 /SE4-DMAD vil have mest fokus
pa analyse, lidt mindre pd implementation og afprgvning.

| alle byggefag analyserer og planlaegger man, fgr man bygger (taenk
f.eks. storebzltsbro).
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Hvad med GenAl?

GenAl er en made hurtigt at skaffe sig kode, som maske virker.

Et universitetstudie bgr klaede jer pa, sd | kan vurdere output af GenAl.
Derfor bliver | ngdt til at forsta principperne selv.

Forstdelse kommer af hjernens arbejde med stoffet. Ikke gjnenes.
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Malsaetning for kurset

DMb507 giver dig en veerktgjskasse af algoritmer for fun-
damentale opgaver, samt metoder til at udvikle og ana-
lysere nye algoritmer og varianter af eksisterende.

PN NN
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Malsaetning for kurset

Dvelser og programmeringsprojekter gger din forstaelse for
vaerktgjerne og traener dig i brugen af dem.

Undervejs begejstres du maske ogsd over smarte og ele-
gante ideer i algoritmer og analyser.
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Konkret indhold af kurset

Algoritmer:

>

>
>
>
>

Analyse af algoritmer: korrekthed og kgretid (analysevaerktg))
Del og hersk algoritmer (algoritmemetode)

Gradige algoritmer (algoritmemetode)

Dynamisk programmering (algoritmemetode)

Konkrete algoritmer for sortering, graf-problemer (BFS, DFS,
korteste veje, udspaendende traeer,. . . ), fil-komprimering,
multiplikation af matricer,. ..

Datastrukturer:

» Ordbgger (sggetraeer og hashing)

>
>

Prioritetskger (heaps)

Disjunkte maengder
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Analyse af algoritmer for ombytningspuslespil
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Algoritmer for ombytningspuslespil

Prgv ombytningspuslespillet pd kurset webside. Hvilken score opnaede du
i tredie forsgg?

>
>

Hvilken algoritme bruger du?

Kan du sige noget om bedste og veerste kgretid for din algoritme for
puslespil med n brikker?

Er kgretiden relateret til antal brikker, som stér rigtigt til at starte
med?

Er den “gridige algoritme” (= set én brik pa plads i hvert skridt)
bedst mulig, eller kan man fa flere skridt hvor to saettes pa plads ved
nogle gange at undlade at sxtte én pa plads?

Mere generelt, kan vi praecist beskrive den bedst mulige algoritme?
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Model af puslespil

Vi modellerer brikkerne i et puslespil som tallene 1,2,3,... n,
nummereret efter den plads, brikken skal sta pa:

5110 |14 | 3 112134
1|11} 9 |15 . 516 |7 |8
8|7 | 2|12 9 10|11 12
41136 |16 1314|1516

NB: pladen kan ogsd modelleres som et array/en liste (gra tal er indekser,
her startende med 1):

];\120\134\;.\;\161\;\185\293\170\121\11;\23\;;\1;\112\

Dette ggr vi til opgavetimerne (i programmeringsopgaverne)

En opstilling af tallene 1,2,3,... ni et array af leengde n kaldes ogsé en
permutation.
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Den gradige algoritme og dens analyse

WHILE ikke alle brikker pa plads:
Vaelg en brik ikke pa plads
Byt den med brikken pd dens plads

For et puslespil med n brikker, hvad er det maksimale antal ombytninger?

For hver ombytning: mindst én brik kommer pa plads, og ingen
brik forlader dens plads. Derfor maksimalt n ombytninger.

For et puslespil med n brikker, hvoraf t allerede star pa plads, hvad er det
maksimale antal ombytninger?

For hver ombytning: mindst én brik kommer pd plads, og ingen
brik forlader dens plads. Derfor maksimalt n — t ombytninger.

For et puslespil med n brikker, hvoraf t allerede star pa plads, hvad er det
minimale antal ombytninger?

For hver ombytning: hgjst to brik kommer pad plads. Derfor
mindst (n — t)/2 ombytninger.
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Kredse

Denne analyse pa mellem (n— t)/2 og n — t ombytninger er allerede
ganske pracis (gvre og ned graense er kun en faktor to fra hinanden).

Men vi kan lave en endnu bedre (mere pracis) analyse.

Observation: en permutation giver pa naturlig made anledning til en
samling kredse:

Lad en brik (tal) t pege pa den plads, hvor den skal st, nemlig pladsen
med index t.

C
= W
A1 D
B0
B
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Kredse og ombytninger

Observation: En ombytning af to brikker i samme kreds gger antal
kredse med pracis én. En ombytning af to brikker i forskellige kredse
mindsker antal kredse med praecis én:

Observation: Brik er pa plads < brik er i en kreds af lengde én.
Derfor: puslespil Igst < der er n kredse.

Konklusion: Et puslespil med n brikker og k kredse i startopstillingen
kraever mindst n — k ombytninger, og man kan altid ggre det med n — k
ombytninger (bla. via den gradige algoritme, som i hvert skridt deler en
kreds af leengde t i to kredse af lengde t — 1 og 1).

Konklusion: En algoritme bruger det optimale antal ombytninger (n — k)
hvis og kun hvis hver ombytning er med to brikker som er i samme kreds.
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Forventet antal kredse

Satning (uden bevis her): Det forventede antal kredse i en tilfaldig

permutation er
n

Ho=> 1/i

i=1

Ved simulering (afprgvning, 10.000.000 tilfeeldige permutationer) for
n = 64 ses nedenstdende fordeling af antallet af permutationer. S3 man
skal veere meget heldig for at fa et nemt input med k teet pa n.

%

~0
v [
~ [

ﬂ antal cykler
/.
3 4 5 6 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
e T N T = B R S S = R
E Do N = O % 2 > D o® e s B O
% ® @ @ o= A & X W H > N ®
S OL RO R g & % g ® W oo D
DS BB ko % o S &
© d o e E [Figur: Gerth Brodal]
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Analyse af algoritmer
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Fokus i kurset

Recap: i DM507/DM578/DS814 /SE4-DMAD vil vi

Beskrive eksisterende algoritmer, udvikle nye algoritmer og
vurdere/analysere algoritmer.

Spdrgsmal: hvad skal vi fokusere pd, nar vi analyserer en algoritme?
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Analyse af algoritmer

Mindstekrav til algoritmer er korrekthed:

» Stopper for alle input (aldrig uendelig Igkke).
> Giver korrekt output, ndr den stopper (dvs. giver et svar p3 vores
problem).

Korrekte algoritmer kan have forskellige kvaliteter:

» Hastighed
» Pladsforbrug
» Kompleksitet af implementation

> Ekstra egenskaber (problemspecifikke)
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Ingredienser i algoritmeanalyse

Vi har brug for:

> Model af problem. Individuelt for hvert problem (men ofte ret
ligetil).
» Model af maskine. Vi bruger RAM-modellen (se naeste side).

v

Mal for kvalitet. Vi fokuserer pa tidsforbrug.

> Matematiske vaerktgjer. Vi mgder i dette kursus bl.a. asymptotisk
notation, invarianter, induktion, rekursionsligninger.
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RAM-modellen

ow—033oxcT

» En hukommelse: En stor raekke af celler, hver med plads til et tal
eller et tegn. (NB: liste/array = mange naboceller)

» En CPU med et antal basale operationer:

» plus, minus, gange, sammenlign, ... to cellers indhold
> flyt indhold mellem to celler
» jump i program (= lgkke, forgrening, funktions/metode-kald).

Alle basale operationer antages at tage den samme tid.

» Tid for en algoritme: antal basale operationer udfgrt.
» Plads for en algoritme: maks antal optagne hukommelsesceller.
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Male tidsforbrug: hvilket input?

For en givet stgrrelse n af input er der ofte mange forskellige konkrete
input. Eksempel:

Sortering = stille n elementer i stigende orden

For n = 8 er fglgende lister fire ud af mange mulige input:

7,2,3,1,8,54,6
1,8,2,7,3,6,4,5
1,2,3,45,6,7,8
8,7,6,54,321

En algoritme har som regel forskelligt tidsforbrug pa hver af disse.

Hvilke input skal vi bruge til at vurdere tidsforbruget?
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Male tidsforbrug: hvilket input?

» Worst case (max over alle input af stgrrelse n)
> Average case (gennemsnit over en fordeling af input af stgrrelse n)
> Best case (min over alle input af stgrrelse n)

Kgretid for de forskellige input af (samme) stgrrelse n
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Worst case tidsforbrug

Worst case giver garanti. Er desuden ofte repraesentativ for average case
(men kan ogsa veere mere pessimistisk).

Average case: Hvilken fordeling af input? Hvorfor er denne fordeling
realistisk/relevant? Analyse er ofte (matematisk) svaer at gennemfgre.

Best case: Giver ofte ikke s megen relevant information.

Naesten alle analyser i dette kursus er worst case.
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Forskellige inputstgrrelser

Worstcase kgretid er normalt en voksende funktion af inputstgrrelsen n:

Kgretid for de forskellige input af stigende stgrrelse n
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Voksehastighed

En analyse méa derfor give en funktion f(n) af inputstgrrelsen n.

For at sammenligne algoritmers kgretid har vi derfor brug for at
sammenligne funktioner. Mere praecist vil vi gerne undersgge, hvordan to
funktioner f(n) og g(n) vokser, nér n stiger.

&(n)
Sin)

Specielt vil vi gerne kunne genkende, hvis f.eks. g(n) altid vil overstige
f(n), nar n bliver stor nok. Vi siger sa, at g(n) har stgrre voksehastighed
end f(n), og vi vil normalt foretraekke algoritmen med kgretid 1 (n).

For sm3 n er (nasten) alle algoritmer hurtige, sa det er kgretiden for
store n, som er interessant.
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Voksehastighed

Eksempler pa funktioner listet efter stigende voksehastighed:

1, logn, +/n, n, nlogn,

ny/n, n? n3 nt% 2n

Disse har ret forskellig effektivitet i praksis:

n nlogn n? n’ nt® | 2"
1 minut | 6,0-10%° | 1,9-10° 245.000 3910 | 12 | 36
1 mdned | 2,6 -10% | 5,7-10'* | 50.900.000 | 137.000 | 35 | 51

Tabellen viser, hvilke inputstgrrelser n man kan klare, hvis algoritmen skal
udfgre 7(n) CPU-operationer, og den skal vaere ferdig efter henholdsvis

et minut og en maned. Det er antaget, at en CPU kan lave 10°
operationer per sekund.
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Asympotisk voksehastighed

Vi laver senere en formel definition af begrebet

for funktioner. Dette bliver vores vaerktgj til at sammenligne kgretider af

algoritmer.

Asymptotisk voksehastighed
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Sortering
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Sortering

Input: n tal
Output: De n tal i sorteret orden

Eksempel:
6,2,9,4,5,1,4,3 —+1,2,3,4,4,5,6,9

Mange opgaver er hurtigere i sorterede data (taenk pd ordbgger,
adresselister i telefoner,...). Dette galder bade for mennesker og for
computere. Sortering er ofte en byggesten i algoritmer for andre
problemer.

Sortering er en fundamental og central opgave.

Mange algoritmer er udviklet: Insertionsort, Selectionsort, Bubblesort,
Mergesort, Quicksort, Heapsort, Radixsort, Countingsort, ...

Vi skal mgde alle ovenstaende i dette kursus.
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Sortering

Kommentarer:

» Sorteret orden kan veere stigende eller faldende. Vi vil i dette kursus
altid bruge stigende (mere preecist: ikke-faldende). Skal man sortere
faldende, skal alle sammenligninger bare vendes.

> Vi vil antage, at input ligger i en liste (Python) eller et array
(C#/Java).

» Man sorterer ofte elementer sammensat af en sorteringsnggle samt
yderligere information. Sorteringsngglen kan veere et tal, kommatal,
eller andet der kan sammenlignes (f.eks. strenge/ord). Vi viser i
dette kursus blot elementer som heltal.
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Insertionsort

Bruges af mange, ndr man sorterer en hand i kort:

Samme idé udfgrt pa tal i en liste / et array:

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
@ [5[2]4]6]1]3 o [2]5]4]6[1]3] (© [2]4]5]6]1]3]

NA/ KA AT

g 2/ %

1 2 3 4 5 6 1. 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
@ [2]4]5[6[]3] @ [1]2][4]5]6[3]  [1]2]3[¢]s][6]

AA YU VARV,

Argument for korrekthed: Den gule del af array er altid sorteret. Denne
del udvides med én hele tiden (= algoritmen stopper, og nar den stopper
er alle elementer sorteret).
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Insertionsort

Som pseudo-kode:

INSERTION-SORT (4, n)

1 fori =2ton
2 key = Ali]
3 // Insert A[i] into the sorted subarray A[l:i — 1].
4 j=i-1
5 while j > 0and A[j] > key
6 A[j +1] = A[j]
7 j=j-1
8 A[j + 1] = key
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
@ [s[2]4]6[1]3] o [2]s[&[e[1[3] @ [2]4]5]6]1]3]
\\A/J \““,//‘ A/‘
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
@ [2]4]s][6[1]3] @ [1]2[4]5]6][3] o [1]2[3]4]5][¢]
A AU RAU W)




Analyse af kgretid for Insertionsort

INSERTION-SORT (A4, n) cost times

1 fori =2ton c1 n

2 key = Ali] ¢ n—1

3 // Insert A[i] into the sorted subarray A[1:i —1]. 0 n—1

4 j=i-1 Cs n—1

5 while j > 0and A[j] > key s Yot

6 A[j +1] = A[j] 6 Lio(ti—1)
7 J=Jj-1 ¢ XinLti—=1
8 Al + 1] = key cg n—1

Her er t; hvor mange gange testen i den indre while-Igkke udfgres. Dvs.
t; — 1 er hvor mange gange denne Igkke kgrer (hvilket er hvor mange
elementer det i'te element skal forbi under indsattelsen). Bemaerk, at
1<ti<i.Setc=ci+c+-+cg.

Best case: t; = 1 for alle j. Samlet tid < ¢ - n.
Worst case: t; = i for alle i. Samlet tid < ¢ - n?, eftersom

n
di<(@42434-4n)=
i=2

(n+1)n  n*+4n
2 2

SLnQ:nQ_
2
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Selectionsort

En anden simpel og naturlig sorteringsalgoritme:

indListe = input
udListe = tom liste
while indListe ikke tom:
find mindste element x i indListe
flyt x fra indListe til enden af udListe

Klart korrekt, dvs. giver sorteret output (hvert element, som udtages, er
mindre eller lig alle efterfglgende, der udtages).

Kgretid?
| alt n gange findes mindste element i IndListe.

En simpel metode til er finde mindste element er linezr sggning, som
kigger én gang pa hvert tilbagevaerende element.

Derved bliver tiden < c-(n+(n—1)+(n—2)+---+1) < c-n?
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Merge
Input: To sorterede raekker A og B
Output: De samme elementer i én sorteret raekke C
Eksempel:

A=245738

B=17236 C =1.22345,6,78

Vi kan naturligvis sortere AU B.
Men det er hurtigere at flette (merge):

Repeat:
Flyt det mindste af de to forreste elementer i A og B til enden af C

Kgretid: < c - n, hvor n = antal elementer i alt i A og B.

Korrekthed: Merge kan ses som en udgave af Selectionsort, der udnytter
at A og B er sorterede, s den mindste i (resten af) AU B kan findes ved
kun at se pa de to forreste i A og B, hvilket tager konstant tid.
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Eksempel pa merge

Her antages, at de to input-lister er nabodele af samme liste/array A,

.r]. De flyttes fgrst over i L og R.

.qlog Alg+1..

nemlig Alp..

.q] lig elementerne A[p], Alp + 1]....

Alq], hvilket er ét element mere end nzaesten samme notation i Python.)

(Bemeerk, at i bogen er A[p..

9 10 11 12 13 14 15 16 17

RN 1 A EA Y A E A

8

10 1112 13 14 15 16 17

9

~[24]6]7 12 3]5] -

8

A

A

k
2

3

.
L[2[4]e]7]

0

B0

(b

10 11 12 13 14 15 16 17

9

8

10 11 12 13 14 15 16 17

9

8

—[1]2]2 [7[a]2 ]S -

A

~[1]2[6[7 [t 2 3]s] -

A

k

k

10 11 12 13 14 15 16 17

9

8

10 11 12 13 14 15 16 17

9

8

~[1]2]2]3[4 2 -

A

~[1]2]2]3 (2l -

A

k

k

10 11 12 13 14 15 16 17

9

8

~[1T2]2]s[4]s [B]s] -

A

k

()
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Pseudo-kode for Merge

MERGE(4, p,q,r)

20
21
22
23
24

26
27

np,=q—-p+1 // length of A[p:q]

ng=r—q // length of A[g + 1:7]

let L[0:ny, — 1] and R[0:ng — 1] be new arrays

fori =0ton, —1 // copy A[p:q]into L[0:n, —1]
L[i] = Alp +1]

for j =0tong—1 // copy Alg + 1:r]into R[0:ng—1]
R[j] = Alg +j +1]

i=0 // i indexes the smallest remaining element in L
j=0 // j indexes the smallest remaining element in R
k=p // k indexes the location in A to fill

// As long as each of the arrays L and R contains an unmerged element,
Vi copy the smallest unmerged element back into A[p: r].
whilei <ny and j <ng

if L[i] < R[/]

Alk] = L[i]
i=i+1
else Alk] = R[j]
j=Jj+1

k=k+1

// Having gone through one of L and R entirely, copy the
Vi remainder of the other to the end of A[p:r].
whilei < ny

A[k] = L[i]
i=i+1
k=k+1
while j <ng
Alk] = R[j]
j=Jj+1
k=k+1
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Mergesort

Mergesort: opbyg lengere og laengere sorterede dele af input ved
gentagen brug af merge:

sorted sequence

[T 2 2 3 4 5 6 1]

/mcrgc\ /murgu\
[2 5] [« 7] [1 3] [2 6]

E
[~]
&
=
=
[=]
=
El

initial sequence

Tid: Hver merge bruger hgjst c - n; tid, hvor n; er antal elementer der
merges. Sa alle merge-operationer i ét lag bruger tilsammen hgjst
c-(n+nm+...)=c-n. Dette gelder alle lagene. Der er i alt log, n
lag, s& den samlede tid er hgjst c - n - log, n.
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Mergesort

Hvorfor er der log, n merge-lag?

Antal sorterede lister efter k merge-lag (antag at n er en potens af 2):

orted sequence k | Antal lister

[l 2 2 3 a4 5 6 1]

6] k

24 5 7] 1 2 3
/ merge \ / merge \
2 5] [+ 7] [1 3] [2 6] 3
E B O g 1
initial sequence 0

Algoritmen stopper, nar der er én sorteret liste:

nf2k=1 < n=2 & log,n=k

n/2k

n/23

n/22

n/2
n
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Mergesort hvis n ikke er en potens af 27

Algoritmen merger i hvert lag s& mange par, den kan, og der bliver evt.
én liste, som ikke merges (denne er med som liste pd naste lag).

F.eks. bliver 12 lister til 12/2 = 6 lister mens 13 (= 12 + 1) lister bliver
til 12/2+1=6+1=7 lister.

Generelt: Hvis der er x lister fgr et merge-lag, er der [x/2] lister efter.

Se pa to input stgrrelse n og n’, med n < n’. Da [x/2] er en voksende
funktion af x, kan antallet af lister i hvert lag ikke vaere mindre for n’ end
for n. Derfor kan antallet af lag (fgr algoritmen nar ned pa én liste) ikke
vaere mindre for n’ end for n.

Sat n’ til mindste potens af to, som er stgrre end eller lig n. Der er
precis log, n' lag for n’, og dermed hgjst s& mange lag for n.

Omvendt er det nemt at se, at for n = 2K + 1 er der k + 1 = [log, n] lag.
S& der er [log, n] lag for generelt n.
n 7 |8=2°| 9 10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15 |16 =2*| 17

log,(n) [[2.807 3 3.169(3.321|3.459(3.584 [3.700| 3.807 | 3.906 4 4.087
Antal lag 3 3 4 4 4 4 4 4 4 4 5
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Mergesort

Mergesort som pseudo-kode, i en variant formuleret med rekursion:

MERGE-SORT(A4, p,r)

1 ifp>r // zero or one element?

2 return

3 g=(p+r)/2] // midpoint of A[p:r]

4 MERGE-SORT(A4, p,q) // recursively sort A[p:q]

5 MERGE-SORT(A,q + 1,r) // recursively sort A[g + 1:7]
6 // Merge A[p:q]and Alg + 1:r]into A[p:r].

7 MERGE(A, p,q,r1)

Et kald MERGE-SORT(A,p,r) har til opgave at stille elementerne i
Alp...r] i sorteret orden.

Fgrste kald er MERGE-SORT(A,1,n), som har til opgave at sortere
hele A.

Et kald MERGE(A,p,q,r) merger de to sorterede del-arrays/lister
Alp...qlog Alg+1...r] sammen til Alp...r].
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Mergesort
Eksempel pa kgrsel:

q
4

P
1 3 5 6
[12[3]7 514 6]
divide 1 11
P g r
1 2 3 4
[2[3]7]9]
divide 2 6
pqr paqr
12 3 4
divide 3 4 7 8 13 14 17 18
pr pr pr pr pr pr.pr_pr
1 2 3 4 S 6 7 8
] [¢]
merge 5 9 15 19
pq r pq r pqr
3 4 5 6 78
merge 10 20
P g r P q r
1 3 5 6 7 8
[3]7]9]12] [2]6]11]14]
merge 21
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Quicksort

Mergesort:

> Del input op i to dele X og Y (trivielt)
» Sorter hver del for sig (rekursion)

» Merge de to sorterede dele til én sorteret del (reelt arbejde)

Basistilfaelde: n < 1 (allerede sorteret, ggr intet)

Quicksort:

> Del input op i to dele X og Y s& X < Y (reelt arbejde)
» Sorter hver del for sig (rekursion)
» Returner X efterfulgt af Y (trivielt)

Basistilfaelde: n < 1 (allerede sorteret, ggr intet)

[Hoare, 1960]
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Quicksort

Som pseudo-kode:

QUICKSORT(4, p, )

1 ifp<r

// Partition the subarray around the pivot, which ends up in A[g].
q = PARTITION(A, p,r)

QUICKSORT(A, p,g — 1) // recursively sort the low side
QUICKSORT(A,q + 1,r) // recursively sort the high side

[V I NS N S

Et kald QUICKSORT(A,p,r) har til opgave at stille elementerne i
Alp...r] i sorteret orden.

Fgrste kald er QUICKSORT(A,1,n), som har til opgave at sortere hele A.

Et kald PARTITION(A,p,r) velger et element x € A og opdeler A[p...r]
sdledes at:

Algl=x  Ap...q—1<x  Alg+1l...r]>x
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Partition

Hvordan lave PARTITION?

Idé: Valg et element x fra input at opdele efter (her sidste element i
array-del). Opbyg de to dele under et gennemlgb af array ud fra flg.
princip:

EamE_cc- - mEEERE

sx >x unknown

Hvordan tage et skridt under gennemlgb?

p i j r
LT I Y O T I 3

sx >x

(T e 11T

sx >x

j r
E=A TT 111
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Partition

Et eksempel pad gennemlgb:

a)

(b)

©

(d)

(@)

()

(@

(h)

@

Tid: O(n), hvor n er antal elementer i A[p...r].

ipj

.
[2]8]7]1[3]5]6]4
pij r
[2]8]7]1]3]5]6]4]
pi r
2[8]7[1]3]s]6]4]
P J r
2[8]7]1[3]5]6]4
p i j r
2[1]7]8]3]5]6]4
) i j r
2138 7[5 6]4]
P i jor
[2[1]3]8]7[5]¢6]4]

12 r
BOEDUEOE

P i

,
(21171 « [asieie]
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Partition

Som pseudo-kode:

PARTITION(4, p, 1)

® N NN AW =

x = Alr] // the pivot
i=p-—1 // highest index into the low side
forj = ptor —1 // process each element other than the pivot
if A[j] < x // does this element belong on the low side?
i=i+1 // index of a new slot in the low side

exchange A[i] with A[j] // put this element there
exchange A[i + 1] with A[r] // pivot goes just to the right of the low side

R

return; + 1 // new index of the pivot
o T N T
T T
o (I e 11

/

1 / \ J .
T I T T
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Quicksort kgretid

Hzenger pa, hvordan partitions gennem rekursionen deler input.
To ekstremer af stgrrelser pad rekursive kald:

» Helt ubalanceret: O og n—1
» Helt balanceret: [(n—1)/2] og |(n—1)/2]

> Huvis alle partitions er helt balancerede: O(nlogn) (ca. samme
analyse som for Mergesort).

» Huvis alle partitions er helt ubalancerede:
O(n+(n—1+(n—-2)+---+2+1) = 0(n?).

Man kan vise at dette er henholdsvis best case og worst case for
Quicksort.
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Quicksort kgretid

» | praksis: kgretid O(nlog n) for naesten alle input.

» Bemzrk dog: allerede sorteret input giver kgretid ©(n?), hvis
opdelingselement x i Partition valges som sidste element (hvad
bogen ggr). Brug ikke det valg i praksis.

» Forslag til mere robuste valg af opdelingselement x: enten som
midterelementet, som medianen af flere elementer, som et tilfeeldigt
element, eller som medianen af flere tilfaeldigt valgte elementer.

» Quicksort er inplace: bruger ikke mere plads end input-array’et.

> Kode er meget effektiv i praksis. En godt implementeret Quicksort
er ofte bedste all-round sorteringsalgoritme (og valgt i mange
biblioteker, f.eks. C#, Java og C++/STL).
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Heapsort

En Heap er:

et binaert trae

med heap-orden

w p o=

og heap-facon

4. udlagt i et array

(Note: “heap” bruges ogsa om et hukommelsesomrade brugt til allokering
af objekter under et programs udfgrsel. De to anvendelser er urelaterede.)

[Williams, 1964]
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1) Binaert tree
Et binaert tre er enten
> det tomme tree
eller

» en knude v samt to undertrazer (et hgjre og et venstre).

Visualisering:

Knuden v kaldes ogsa rod for traeet. Hvis v har et ikke-tomt undertree,
kaldes roden u af dette for et barn af v, og v kaldes u's forzelder. Hvis
begge v's undetraer er tomme, kaldes v et blad. Stregerne mellem bgrn
og foreeldre kaldes for kanter. Forzldre/barn-begrebet generaliserer pd
naturlig made til forfader og efterkommer.
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1) Binaert tree

» Dybde af knude = antal kanter til rod

» Hgjde af knude = max antal kanter til blad

» Hgjde af trae = hgjde af dets rod

» Fuldt (complete) bineert trae = trae hvor alle lag er helt fyldte.

depth 0
depth 1
height =3
depth 2
depth 3
Et fuldt binzert tree af hgjde h har
14+2+4+8+-- Zz' 2h+1

knuder (formel A.6 side 1142 [formel A5 side 1147]), heraf 2" blade.
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2) Heap-orden

Et binaert tree med vaerdier i alle knuder er max-heap-ordnet hvis det for
enhver knude v med barn u galder at

vardii v > veerdi i u

[Bemaerk: en xkvivalent definition er, at det for enhver knude knude v
med efterkommer u geelder, at vaerdi i v > veerdi i u.]

| et max-heap-ordnet trae vil roden indeholde den stgrste vaerdi i traeet.

Hvis ovenstaende galder med < i stedet for > er traeet min-heap-ordnet.
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3) Heapfacon

Et binaert tre har heapfacon hvis alle lag i traeet er helt fyldte, undtagen
det sidste lag, hvor alle knuder findes laengst til venstre. (Specielt har et
fuldt trae heapfacon).

For et trae af heapfacon af hgjde h med n knuder:

n > antal knuder i fuldt tree af hgjde h—1 =2" —1

n>2"-1 & n+1>2" o logy(n+1)>h
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4) Heap udlagt i et array

Et binaert trae i heapfacon kan naturligt udlaegges i et array ved at tildele
array-indekser til knuder ved et top-down, venstre-til-hgjre gennemlgb af
traeets lag:

1 2 3 4 5 6 7 8 910

[16[14]10] 8 [7]0]3[2]4] 1]

(b)

Navigering mellem bgrn og foraeldre i array-versionen kan udfgres ved
simple beregninger: Knuden pa plads i har

» sin forelder pa plads |i/2]
» sine bgrn pa plads 2/ og 2/ + 1

(Se figur ovenfor. Bevises nemt via induktion.)
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Operationer pa en heap

Vi gnsker at lave fglgende operationer pd en heap:

» MAX-HEAPIFY: Givet en knude med to undertraeer, som hver iszer
overholder heap-orden, f& hele knudens undertra til at overholde
heap-orden.

» BuILD-MAX-HEAP: Lav n input elementer (uordnede) til en heap.

[Navnene ovenfor er for en max-heap. For en min-heap findes de samme
operationer med “min-" i stedet for “max-" i navnet.]
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Max-Heapify

Opgave: givet en knude med to undertraeer, som hver isar overholder
heap-orden, fa hele knudens tra til at overholde heap-orden.

» Problem: knudens vaerdi mindre end et eller begge bgrns vaerdier.

» Lgsning: byt plads med barnet med den stgrste veerdi, kgr derefter
MAX-HEAPIFY pa dette barn.

Tid: O(hgjde af knude).
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Max-Heapify

Som pseudo-kode (med indarbejdet check for at man ikke kigger “for
langt” i arrayet, dvs. leengere end plads n):

MAX-HEAPIFY (A4,i,n)

| = LEFT(i)

r = RIGHT(i)

if | < nand A[l] > A[i]
largest =1

else largest = i

if r < nand A[r] > Allargest]
largest = r

if largest # i
exchange A[i] with A[largest]
MAX-HEAPIFY (A, largest, n)

o
§gX g\ & o

(OXOXC

<
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Build-Heap
Opgave: lav n (uordnede) input elementer til en heap.
» Ide: arranger elementerne i heap-facon, bring derefter traeet i

heap-orden nedefra og op.
» Observation: et trae af stgrrelse én overholder altid heaporder.

a[aTT3T2Tis[oTo1a] 8]7]
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Build-Heap

ala[i]3 2 160 [o]14]5]7]

Tid: klart O(n/2 - heap hgjde) = O(nlog, n). Bedre analyse giver ©(n).
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Build-Heap

Som pseudo-kode:

BUILD-MAX-HEAP (4, n)

fori = [n/2]| downto 1
MAX-HEAPIFY (A,i,n)

A[a]1]3]2]s6[s [w0[1a[ 8] 7]

(1x

©

G @
ﬁf&% i
At 5PN
Pe Y &

?b <

~,
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Heapsort

En form for selectionsort hvor der bruges en heap til hele tiden at udtage
det stgrste tilbagevaerende element:

byg en heap
gentag til heap er tom:
fjern rod (som er stgrste element i heapen)
sat sidste element op som ny rod
genskab heap-struktur ved MAX-HEAPIFY pa ny rod.
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Heapsort

Eksempel:

T 9® O ® @0 O ® 00 o

000 000 000
(&) (h) [0)
@
i@ ®
4 [1[2]3]4]7]8 ]9 t0[14]1s]
® 06 o

000 .
)

) (k)
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Heapsort

Som pseudo-kode:

HEAPSORT(A, 1)

BUILD-MAX-HEAP (A, n)

for i = n downto 2
exchange A[1] with A[i]
MAX-HEAPIFY (A4, 1,i — 1)

Tid: O(n) + O(nlogn) = O(nlog n)
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Tre O(nlog n) sorteringsalgoritmer

‘ Worstcase Inplace

QuickSort vV
MergeSort vV
HeapSort V4 4

Heapsort kgrer dog langsommere end Mergesort og Quicksort pga.
ineffektiv brug af hukommelse (random access).

Introsort [Musser, 1997]: brug Quicksort, men skift under rekursionen til
heapsort hvis rekursionen bliver for dyb. Dette giver en inplace, worst
case O(nlog n) algoritme, med god kgretid i praksis (dette er
sorteringsalgoritmen i C# og i standardbiblioteket STL for C4++).
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Asymptotisk analyse af algoritmers kgretider

1/29



Analyse af kgretid

Recall: Vi gnsker at vurdere (analysere) algoritmer p3 forhdnd, inden vi
bruger lang tid pd at implementere dem.
De to primare spgrgsmal:

» Lgser algoritmen opgaven (er den korrekt)?

» Er algoritmen effektiv (hvad er kgretiden)?

Vi fokuserer i disse slides pd det andet spgrgsmal.
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Analyse af kgretid

Recall: | vores analyse er en algoritmes kgretid lig antallet af basale
operationer, som den udfgrer i RAM-modellen (for worst case input).

Dette antal operationer er en voksende funktion f(n) af inputstgrrelsen n.

1. Vi vil starte med at undersgge, hvor godt teoretiske analyser i
RAM-modellen ser ud til at passe med algoritmers observerede
kgretid pa virkelige computere.

2. Vi vil dernaest introducere et redskab, kaldet asymptotisk analyse, til

at sammenligne f(n) for forskellige algoritmer pa en tilpas (u)praecis
made.

Mal: at vi kan grovsortere algoritmer efter voksehastigheden af deres
kgretider, sd vi kan undgd at implementere dem, som ikke har en chance
for at vaere hurtigst.
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Analyse vs. virkeligheden

public class Linear {
public static void main(String[] args) {

long time = System.currentTimeMillis();
long n = Long.parseLong(args[0]);
long total = 0;
for(long i=1; i<=n; i++){
total = total + 1;
}
System.out.println(total);
System.out.println(System.currentTimeMillis() - time);

}

Linear java, plot af (malt tid)/n

2.9e-06 T T T T T T

2.88e-06 [

2.86e-06

2.84e-06 [

ms (gennemsnit af 5 korsler)

2.82e-06

T T
Linear java

2.8e-06
0

n

Analyse

\Tid(n) —a-n+

Tid(n)

n
_ a-ntaq
n

:C1+C—I?

Virkelighed

x-akse:
inputstgrrelse n

y-akse:
(malt tid)/n

L L L L L L L L
5e+08  1e+09 15e+09 2e+09 25e+09 3e+09 35e+09 4e+09  4.5e+09
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Analyse vs. virkeligheden

}

for(long i=1; i<=n; i++){
for(long j=1; j<=n; j++){

total = total + 1;

=(a-n+aca) n+c

:c2~n2+c1-n+c0

Tid(n)

ms/n"2 (gennemsnit af 5 karsler)

4.4e-06

4.2e-06

4e-06

3.8e-06

3.6e-06

3.4e-06

3.2e-06

3e-06

2.8e-06

2.6e-06

Quadratic.java, plot af (malt tid)/n"2

Quadratic, Jéva

10000

20000

30000

40000

50000

60000

70000

x-akse:
inputstgrrelse n

y-akse:
(malt tid)/n?
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Analyse vs. virkeligheden

for(long i=1; i<=n; i++){

for(long j=1; j<=n; j++){ T|d(n)

for(long k=1; k<=n; k++){
total = total + 1;

((e3n+¢)-n+c1) n+co

¥ _ 3 2
} =C-N"+c-n“+cr-n+c
}
Cubic java, plot af (malt tid)/n"3
1le-05 T T T L T
Cubic.java
9e-06 —
= 8e-06 —
3 x-akse:
§ .
b 7e06 1 inputstgrrelse n
5
£
2  6e-06 4
2
§ y-akse:
=  5e-06 B 2 H 3
2 (mélt tid)/n
g
4e-06 4
3e-06 —
26-06 . . . . . . . . .
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

n
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Analyse vs. virkeligheden

Konklusion: Det ser ud til at analyser i RAM-modellen forudser
den rigtige kgretid ret godt, i hvert fald for de afprgvede ek-
sempler.
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Linear vs. kvadratisk

vs. kubisk

plot af malt tid (dobbelt-logaritmisk)

100000 ————1—
10000 ¢

1000 |

ms (gennemsnit af 5 kersler)

10 ¢

1-“‘\

— 1]
Linear.java

Quadratic.java

Cubic.java

100 1000

Man ser at funktionerne n, n” og n® star for meget forskellige effektiviter.

| analysen optraeder i virkeligheden en del konstanter (som vi typisk har
svaert ved at kende pracist), f.eks. ¢; - n+ co. Mon disse betyder noget?

10000 100000 1le+06 1e+07 1le+08 1e+09 1le+1(

n
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Multiplikative konstanter

Multiplikative konstanter ligegyldige hvis voksehastighed er forskellig:

f(n) = 3000n h(n) = 3n?
g(n) = 4000n k(n) = 4n?
1.2e+07 T T T T T T T
30007
2000+
1le+07 22:3
8e+06 ~
6e+06 | ]

4e+06 - /—
2e+06 / -

0 I I I I I I
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

Vinder 3000n over 4n%? Ja: 3000n < 4n? <3000 < 4n < 750 < n

Faktisk vinder ¢; - naltid over ;- n>: ¢ -n<c-n* & ca/a<n
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Voksehastighed

Vi gnsker derfor at sammenligne funktioners essentielle voksehastighed pa
en made, sd der ses bort fra multiplikative konstanter.

En sddan sammenligning kan bruges til at lave en grovsortering af
algoritmer, inden vi laver implementationsarbejde.

Hvis to algoritmer A og B har voksehastigheder, hvor algo-
ritme B altid (for store n) vil tabe til algoritme A, uanset
hvilke multiplikative konstanter der er i udtrykkene for vokse-
hastigheder, s3 vil der som regel ikke vaere nogen pointe i at
implementere algoritme B.

Bemark: | ovenst3ende situation behgver vi ikke kende konstanterne for
at kunne lave denne vurdering. Vi kan derfor lave kgretidsanalyse uden at
bekymre os om at kende stgrrelsen af de indgdende konstanter praecist.
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Asymptotisk notation

Sa vi gnsker et veerktgj til at sammenligne funktioners essentielle
voksehastighed pd en made, sd der ses bort fra multiplikative konstanter.

Princippet for vores vaerktgj vil veere fglgende: for en funktion f(n) vil vi
betragte alle skaleringer af den

{c-f(n)|alle c >0}
som lige gode.

| det fglgende vil vi kalde denne mzengde af funktioner for f(n)'s klasse.

11/29



Asymptotisk notation

Baseret pa dette princip definerer vi for voksehastighed for funktioner fem
relationer svarende til de fem klassiske ordens-relationer:

< =2 = < >

De vil, af historiske arsager, blive kaldt for:

0 Q © o w

Hvilket udtales saledes:
“0", “Omega”, “Theta”, "lille 0", “lille omega”

De fem definitioner beskrives over de naste fem sider.
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Definition: f{(n) = O(g(n))
hvis fin) og g(n) er funktioner N — R og
findes ¢ >0 og N, sa for alle n> N, :

fin) < c-g(n)

cg(n)
Sfln)

i

1

I

I

I

:
Ny

Mening: f < g i voksehastighed

Princip: f(n) vokser hgjst sa hurtigt som funktioner fra g(n)'s klasse.
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Omega

Definition: f(n)=Q(g(n))
hvis fin) og g(n) er funktioner N — R og
findes ¢ >0 og N, sa for alle n> N, :

Sn) = cg(n)

Sfln)
c-gln)

o3 T G,

Mening: f > g i voksehastighed

Princip: f(n) vokser mindst s& hurtigt som funktioner fra g(n)'s klasse.
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Theta

Definition: f{(n) = 0(g(n))
hvis f{n)=0(g(n)) 0g f(n)= Q(g(n)

| ¢, gln)
1

! fn)

1 ¢, g(n)

Mening: f = g i voksehastighed

Princip: f(n) vokser lige si hurtigt som funktioner fra g(n)'s klasse.
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Lille o

Definition: f(n)=o(g(n))
hvis f(n) og g(n) er funktioner N — R og

for alle c > 0, findes N, sa for alle n > N, :

fin) = cg(n)

Mening: f < g i voksehastighed

Princip: f(n) vokser langsommere end alle funktioner fra g(n)'s klasse.
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Lille omega

Definition: f(n)= o(g(n))
hvis f{n) og g(n) er funktioner N — R og

for alle ¢ > 0, findes N, sa for alle n> N, :

f(n) = c:g(n)

Mening: f > g i voksehastighed

Princip: f(n) vokser hurtigere end alle funktioner fra g(n)'s klasse.
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Asymptotisk notation

Man kan nemt vise, at disse definitioner opfgrer sig som forventet af
ordens-relationer, dvs. lige som ordens-relationer for tal. Eksempler:

f(n) = o(g(n)) = f(n)=0(g(n)) (vf. x<y=x<y)
f(n) =©(g(n) = f(n)=0(g(n) (vf x=y=x<y)
f(n) = 0(g(n) < &g(n)=Q(f(n) (vf.x<y<ey=>x)
f(n) = o(g(n)) « g(n) =w(f(n) (VM. x<y<ey>x)

f(n) = O(g(n)) og f(n) = Q(g(n)) (v x<yogx=y
4 4
f(n) = ©(g(n)) x=y)
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Asymptotisk analyse i praksis

De asymptotiske forhold mellem de fleste funktioner f og g kan afklares
ved fglgende to satninger (som kan vises ud fra definitionerne):

Hvis ;EZ; — k > 0 for n — oo sé gelder f(n) = ©(g(n)) (1)
Hvis f(n) — 0 for n — oo s& geelder f(n) = o(g(n)) (2)
g(n)

Eksempler:

20n* +17n+312  20+17/n+312/n*> 20+0+0
" = 1 — 1 =20 for n — 0

20n* +17n+312  20/n+17/n*>+312/n®* 0+0+0
3 = 1 — 1 =0 for n— oo
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Asymptotisk analyse i praksis

Derudover er det godt at kende fglgende fact fra matematik:

a

Forallea>00gb>1gae|der%—>Oforn—>oc (3)

Dvs. ethvert polynomium er o) af enhver exponentialfunktion

Eksempelvis giver dette at:
100
—— — 0 for n — oo
2"

hvoraf ses
nlOO _ O(2n)
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Asymptotisk analyse i praksis

Samt fglgende fact:

| a
Forallea,d>00gc>1gaelderM%Oforn%oo (4)
n

Dvs. enhver logaritme (selv oplgftet i enhver potens) er o() af
ethvert polynomium.

Eksempelvis giver dette at:

(log n)’*
05

— 0 for n — oo, hvoraf ses (log n)® = o(n"?)
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Asymptotisk analyse i praksis

Regel (4) kan i gvrigt nemt ses at vaere en variant af regel (3) [dette er
ikke pensum]:

For ¢ >1ogd >0, set N =log.(n) og b= c? S3 haves

(logen)? N2 N NP N7 NP

nd - (Clogc(n))d T cdlog.(n) T (Cd)logc(n) - (Cd)N T BN

Da log_(n) er en voksende og ubegranset funktion, geelder at n — oo er
det samme som N = log (n) — oo.
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Eksempler pa funktioner for voksehastighed

Med regel (1)—(4) kan man vise, at fglgende funktioner er sat i stigende
voksehastighed (mere pracist, at den ene er o() af den naeste):

1, logn, +/n, n, nlogn,

ny/n, n? n3, nt0 2n

(Dette er en opgave til gvelsestimerne.)
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Dominerende led

For funktioner med flere led (dele med plus imellem), vil leddet/ledene

med stg@rst voksehastighed bestemme samlet voksehastighed. Eksempel:

f(n) = 700n° g(n)=1n°
h(n) = 6000 4-500n + 400  k(n) = 6n° 4+ 5n* + 4n +3

3.5e+07 T T T T T

700%x —_—

600*x* 2+500X+4007
3e+07 - 7*x — A
B*x**3 + S¥x* 2+4*x+3

2.5e+07

2e+07

1.5e+07 -

1le+07 -

5e+06
=

0

L L L L
0 20 40 60 80 100 120 140 160

Figuren passer med beregninger:
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Dominerende led

6n° +5n° +4n+3 _ 6+5/n+4/n”+3/n° , 6+040+0

- - 7 =6/7 for n — oo

Dvs. 6n° 4 5n° 4 4n+ 3 = ©(7n")

600n° + 500n + 400 _ 600 + 500/n + 400/ n” , 6004+0+0
700n2 - 700 700

=6/7 for n — oo

Dvs. 600n° + 500n 4 400 = ©(7001°)

600n° + 500n + 400 _ 600/n + 500/n* + 400/n’ 04+0+0

= =0 f —
6m + 5 +4n+3  6+5/n+4/m+3/n°  6+0+0+0 orm oo

Dvs. 600n° + 500n 4 400 = o(6n° 4 5n” + 4n + 3)
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Eksempel 1 pa asymptotisk analyse af algoritmer

Hvad er den asymptotiske kgretid af fglgende algoritme?

ALGORITMEL(n)
i=1
while i < n
i=i+2

Lgkken har [n/2] = ©(n) iterationer.

Hver iteration tager mellem ¢; og ¢; tid for (ukendte) konstanter ¢; og
c2. Dvs. hver iteration tager ©(1) tid.

Derfor er kgretiden ©(n - 1) = O(n).

Vi har her undladt at snakke om tiden for den fgrste linje samt for
initialisering af Igkken. En mere pracis analyse vil give et udtryk af typen
c1 - n+ ¢, men vi undlader at snakke om led, som klart er domineret af
andre led.

26/29



Eksempel 2 pa asymptotisk analyse af algoritmer

Hvad er den asymptotiske kgretid af fglgende algoritme?

ALGORITME2(n)
s=0
fori=1ton
for j = i downto 1
s=s5+1

Der er n iterationer af den yderste Igkke. For hver af disse er der hgjst n
iterationer af den inderste Igkke. Hver iteration af den inderste Igkke
tager O(1) tid. S3 kgretiden er O(n-n-1) = O(n?).

For i > n/2 (dvs. for n/2 iterationer af den yderste Igkke) er der mindst
n/2 iterationer af den inderste Igkke. S3 kgretiden er Q(n/2-n/2-1) =
Q(n?).

Derfor er kgretiden alt i alt ©(n?).

[Alternativ analyse: den inderste Igkke kgrer (14+2+3+---+n) =
(n+1)n/2 = ©(n?) gange.]
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Eksempel 3 pa asymptotisk analyse af algoritmer

Hvad er den asymptotiske kgretid af fglgende algoritme?

ALGORITME3(n)
s=0
fori=1ton
for j=iton
for k=1itoj
s=s+1

Der er n iterationer af den yderste Igkke. For hver af disse er der hgjst n
iterationer af den midterste Igkke. For hver af disse er der hgjst n
iterationer af den inderste Igkke. Hver iteration af den inderste Igkke
tager O(1) tid. S3 kegretiden er O(n-n-n-1) = O(n?).

For i < n/4 (dvs. for n/4 iterationer af den yderste Igkke) er der n/4
iterationer af den midterste Igkke med j > 3n/4. For disse gaelder

Jj—i>n/2, sa for disse har den inderste Igkke mindst n/2 iterationer. Sa
kgretiden er Q(n/4-n/4-n/2-1) = Q(n?).

Derfor er kgretiden alt i alt ©(n?).
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Opsummering

Arbejdsprincip: Sammenlign fgrst voksehastigheder af algorit-
mer via asymtotisk analyse, og implementer normalt kun den
med laveste voksehastighed. For to algoritmer med samme vok-
sehastighed, implementer begge og mal deres kgretider.
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Algoritmer for Max Sum Problemet
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Maximum Sum problemet

Givet et array (liste) af tal kan vi se pd summer af segmenter (del-arrays).

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

[6]-1]2]-4]s]3]1][2]-6[o0]8[12]-4]6]8]4]

| segmentet ovenfor er summen

(—4)+5+3+(-1)+2+(-6)+0+8=7

Spgrgsmal: Hvilket segment har stgrst sum?

Et simpelt og fundamentalt problem

[Definition: det tomme segment af lzengde nul er ogsa et lovligt segment, og har vzrdien 0.]
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Mere motivation for MaxSum problemet: aktieanalyse

Aktier  Investeringsforeninger ~ Révarer  Valuta  Kryptovaluta

Marked Indeks
4 Danmark v ‘ ‘ @ omvx cas v
LOGIN GRATIS FOR REALTID @
hl MD 3amp AR 5AR ALLE DKK
12/02 16:40
1.885,84 (-0,07%)
1900
/\"\ 1895
\V4 A4
1890
Forige uk 1.687,20
1885
1880
09100 10:00 oo 12:00 oo w00 1500 18:00 00
Top BUND
+  Bavarian Nordic 2904 4 pev 2B2% ¥
18100 DKK 1153.50 DKK
247% A -2,53% ¥
+ Rockwool B ot 4+ Zealand Pharma A/S A
+ Orsted 2 + ColoplastB ,26% ¥
308,20 DKK 879,80 DKK
% A 1,01% ¥
+ Royal UNIBREW wmao o T NKTA/S 490,80 DKK
+ Nordea Bank Abp 169% A | Novonesis -0,80% v
70.96 DKK 249,80 DK

(Fra www.euroinvestor.dk)
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Aktieanalyse

Vi har data af fglgende type:

Aktie for Firma X:

2023.02.20 2023.02.21 2023.02.22 2023.02.23 2023.02.24 2023.02.25 2023.02.26

[ 2% [ 3% [ +8% | —1% | —3% | +3% | +11% |

Spgrgsmal: | hvilken periode har det vaeret bedst at eje aktien?
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Procentregning

Hvis 1000 kr. stiger med 3% bliver det til 1000 - 1.03 = 1030 kr.
Hvis 1000 kr. falder med 2% bliver det til 1000 - 0.98 = 980 kr.
Hvis 1000 kr. fgrst stiger med 3% og derefter falder med 2% bliver det til

1000 - 1.03 - 0.98 (= 1009.40) kr.

2023.02.20 2023.02.21 2023.02.22 2023.02.23 2023.02.24 2023.02.25 2023.02.26
[ 2% [ 3% [ +8% | —1% | —3% | +3% | +11% |

| perioden ovenfor har aktien forandret sig med en faktor

0.97-1.08-0.99-0.97-1.03
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Aktieanalyse

2023.02.20 2023.02.21 2023.02.22 2023.02.23 2023.02.24 2023.02.25 2023.02.26

[ 2% [ 3% [ +8% | —1% | —3% | +3% | +11% |

Spgrgsmal: | hvilken periode har det vaeret bedst at eje aktien?

I

| 102 | 097 | 108 | 099 | 097 | 103 | 111 |

Spgrgsmal: Hvilket segment har stgrst produkt?
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Fra maximum produkt til maximum sum

Logaritmer er voksende funktioner. S3
0.94-1.05-0.99 <0.96-1.03-1.01
hvis og kun hvis

log(0.94 - 1.05 - 0.99) < log(0.96 - 1.03 - 1.01)

Da log(x - y) = log(x) + log(y), geelder ovenstaende hvis og kun hvis

log(0.94) + log(1.05) + log(0.99) < log(0.96) + log(1.03) + log(1.01)
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Fra maximum produkt til maximum sum

Sa segmentet, der har stgrst produkt i dette array:

| 102 | 097 | 108 | 099 [ 097 | 103 | 111 |

er det samme som segmentet der har stgrst sum i dette array:

| log 1.02 | log 0.97 | log 1.08 | log 0.99 | log 0.97 | log 1.03 | log 1.11 |

| 0.0286

-0.0439 | 0.1110 | -0.0145 | -0.0439 | 0.0426

0.1506 |
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Algoritmer for MaxSum
Vi skal finde summen for alle segmenter:

i J
[6]-1[2]-4]s[3]1]2]-6]0[8]12]-4[6]8]4]

Naturlig algoritme ud fra definitionen:

For alle i og for alle j > i, lav summen fra / til og med j.

i k J
[6]-1[2]-4]s]3]-1][2]-6[0]8[12]-4]6]8]4]
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Fgrste algoritme for MaxSum

MaxSuM1(n)
maxSoFar = 0
fori=0ton—1

forj=iton—1

sum =0
for k=itoj
sum += A[K]

maxSoFar = max(maxSoFar, sum);
return maxSoFar

i k J
[6]-1[2]4]s[3]1]2]-6]0[8]12]-4[6]8]4]

Korrekt? Fglger af definition af problem. Kgretid? ©(n?), med samme
argument som for Algoritme 3 fra asymptotisk analyse eksemplerne (de
har helt samme struktur).
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Observation

(—4)+5+3+(-1)+2+(-6)+0=(-1)
I
(—4)+5+3+(-1)+2+(-6)+0+8=(-1)+8=7

i j—1j
[6]-1[2]-4]s]3]-1][2]-6[0]8[12]-4]6]8]4]
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|dé til forbedret algoritme

Algoritme: For hvert i, beregn summer for stigende j med én ny addition
per sum.

i J
[6]-1[2]-4]s[3]1]2[-6]0[8]12]-4[6 8 ]4]

—
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Anden algoritme for MaxSum

MaxSum2(n)
maxSoFar = 0
fori=0ton—1

sum =0
forj=iton—-1
sum += A[j]

maxSoFar = max(maxSoFar, sum);
return maxSoFar

Korrekt? Fglger af definition af problem samt observationen ovenfor.

Kgretid? ©(n?), med ca. samme argument som for Algoritme 2 fra
asymptotisk analyse eksemplerne.
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Ny observation

x1 < X2

)

x1+2<x+2

Heraf fglger:
max{xy +2,x + 2,...,x + 2} = max{xy, x2, ..., x;} + 2

Idé: Kan vi kigge pa segmenter i bunker, sdledes at den nye bunke er lig
den gamle bunke med alle segmenter udvidet med den samme veerdi?
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|dé til forbedret algoritme

Lad bunke i veere alle segmenter, som ender ved A[i]('s hgjre kant). S&
er bunke i/ det samme som bunke i — 1 med alle segmenter udvidet med
den samme veerdi, plus det tomme segment:

i—17
[6]-1]2]4]s]3]1]2]6[o]s12[-4[6[8]4]

§ «~—— lkke en udvidelse

— (Veerdi er lig nul)
—+—
_ Bunke i — 1 hvor
alle segmenter er
e m | .
udvidet med

f — samme vardi

f 1 (Ny max-veerdi er lig
I P gammel max-veerdi + A[i])
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Tredie algoritme for MaxSum

MaxSuMm3(n)
maxSoFar = 0
maxEndingHere = 0
fori=0ton-—1
maxEndingHere = max(maxEndingHere + A[i], 0)
maxSoFar = max(maxSoFar, maxEndingHere);
return maxSoFar

Korrekt? Fglger af definition af problem samt den nye observation
ovenfor, som sikrer, at vi tager maksimum over alle segmenter (da
ethvert segment er med i en bunke, nemlig bunken for det i, hvor
segmentet ender).

Kgretid? Der er n iterationer, som hver tager ©(1) tid. Det giver alt i alt
O(n).
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Divide-and-Conquer algoritmer
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Divide-and-Conquer algoritmer

Det samme som rekursive algoritmer.

En generel algoritme-udviklingsmetode:

1. Opdel problem i mindre delproblemer (af samme type).

2. Lgs delproblemerne ved rekursion (dvs. kald algoritmen selv, men
med de mindre input).

3. Konstruer en Igsning til problemet ud fra Igsningen af
delproblemerne.

Basistilfelde: Problemer af mindste stgrrelse Igses direkte (uden
rekursion).
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Divide-and-Conquer

Generel struktur af koden:

If basistilfaelde
Lokalt arbejde (lgs problem af basisstgrrelse)
Else
Lokalt arbejde (f.eks. byg et eller flere delproblemer)
Rekursivt kald
Lokalt arbejde (f.eks. udnyt svar til at bygge naeste delproblem)
Rekursivt kald
Lokalt arbejde (lgs hovedproblem ud fra svar pa delproblemer)

(Der behgver ikke altid veere to rekursive kald. Nogle rekursive algoritmer
har bare ét, og nogle har flere end to).
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Divide-and-Conquer, flow of control

Flow of control (lokalt set, for ét kald af algoritmen):

Basistilfaelde Ikke basistilfeelde

bejde
Rekursivt kald

Ebejde A[bejde

Rekursivt kald

éfbejde
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Divide-and-Conquer, udfgrt arbejde

SR
e v

4N AN

Globalt flow of control:



Rekursionstraeer

Globalt flow of control = rekursionstraer:

En knude = ét kald af algoritmen.

Husk: alle kald pa en sti fra roden mod aktive kald er “i gang”, men sat
pa pause. Deres lokale variable og anden state opbevares (af
operativsystemet) pé en stak, s& kaldenes udfgrsel ikke blandes sammen.
» Kald af barn i rekursionstraeet = push pa stak.
» Afslutning af et barns udfgrsel = pop fra stak.
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Sortering i linezer tid?
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Nedre graense for sammenligningsbaseret sortering

Nedre graense for alle sorteringsalgoritmer. Kraever en praecis definition af
sorteringsalgoritme.

Sammenligningbaserede sorteringsalgoritmer:

» Basal handling: sammenlign to elementer i input og foretag derudfra
et valg mellem to mader at fortsatte pa.

> Svar: den opstilling som skal laves for at f3 sorteret orden.

» ID for elementer: deres oprindelige position (index) i input.

Bemazerk: hvis vi starter med at annotere alle input-elementer med deres
oprindelige position, kan vi i en konkret algoritme (f.eks. insertionsort)
altid fglge med i, hvilke to ID’er, som sammenlignes.

Annotering af input:

F,.A,C,B,E,D — (F1),(A2),(C3) (B4), (E5), (D,6)
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Decision trees

Praecis model som definerer begrebet “sammenligningsbaserede
sorteringsalgoritmer” :

Labels for indre knuder: ID’er (dvs. oprindelige indeks i input) for to
input-elementer, som sammenlignes.

Labels for blade (svar nér algoritmen stopper): hvilken opstilling som skal
laves for at f& sorteret orden (angivet med liste af ID’er, dvs. af
oprindelige indekser for input-elementer).

Worst-case kgretid: laengste rod-blad sti = traeets hgjde.

Bemark: insertionsort, selectionsort, mergesort, quicksort, heapsort kan

alle beskrives sadan.
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Nedre graense for sammenligningsbaseret sortering

For en fast samling af n elementer erder nl =1-2-3-4.5....-n
forskellige input (raekkefglger af elementer).

Hvis algoritmen (traeet) skal kunne sortere alle disse, skal der vaere
mindst n! blade - ellers vil der vaere to forskellige input som leder til
samme svar, og for det ene input ma svaret vaere forkert.

Et trae af hgjde h har hgjst 2" blade (da det fulde trae af hgjde h har det).
2" > antal blade > n!

h > log(n!) =log(1-2-3...-n)
n

= log(1) + log(2) + . .. Iog(2) -+ 4+ log(n) > g . Iog(g) = g(log(n) -1

Sa worst-case kgretid = traeets hgjde h = Q(nlog n)
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Counting sort

Antager at nggler er heltal, af stgrrelse op til k. Derved kan elementer
bruges som array-indekser (# at bruge sammenligninger pa elementer).

Counting sort: Sorterer n heltal af stgrrelse mellem 0 og k (inkl.).
Input-array A (lengde n)
Output-array B (lengde n)

Array af tzllere for hver mulig elementveerdi: C (laengde k + 1)

123456 78 123 45 67 8
a[2]s5]3]0]2]3]0]3] 001 2 3 45 B
001 2 3 4 5 cl2]2]4]7]7]s] 001 2 3 45
c[2]of2]3]0]1] cl2]2]4]6]7]8]
(a) (b) (©)
123456 78 123456 78
2o H oo B L2345 67
01 23 4 s 01 23 45 Blofof2]2[3]3]3]s]
c[i2]4]6]7]8] clif2]4]s]7]8]
(d) (e) ()
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Counting sort

COUNTING-SORT(A4, n, k)

let B[1:n] and C[0: k] be new arrays
fori =0tok

Cli]=0
for j = 1ton

ClA[j]l = ClA[j]l + 1
// Cli] now contains the number of elements equal to .
fori = 1tok

Cli] =Cli]+C[i —1]
// Cli] now contains the number of elements less than or equal to .
// Copy A to B, starting from the end of A.
for j = n downto 1

B[C[A[j]I] = A[/]

C[A[j]] = C[A[j]]—1 // to handle duplicate values
return B

O 0 9 N B W N =

—_ = = =
AW N = O

Tid: O(n+ k)

Bemaerk: stabil, dvs. elementer med ens vardier beholder deres indbyrdes
plads (da sidste Igkke Igber baglaens gennem A (og B for hver vardi)).



Radix sort
Radix sort: Sorterer n heltal, alle med d cifre i base (radix) k.

(dvs. cifrene er heltal i {0,1,2,..., k—1})
P& figuren nedenfor er der 7 heltal med 3 cifre i base 10.
RADIX-SORT(A,d)

fori=1tod
use a stable sort to sort A on digit i/ from right

329 720 720 329
457 355 329 355
657 436 436 436
839 weiiie 457 e e 839 i 457
436 657 355 657
720 329 457 720
355 839 657 839

Tid: O(d(n + k)) hvis der bruges Counting Sort i for-lgkken.
Korrekthed:

Efter i/'te iteration af for-lgkken er A sorteret hvis man kun
kigger pa de i cifre mest til hgjre.



Radix sort
Eksempel: heltal i 10-talsystemet med bredde 12
486 239 123 989 |
Countingsort sorterer disse i tid O(n + 10'2)
Dette er O(n) hvis n > 1012 = 1.000.000.000.000

Se som 2-cifrede tal i base 10° (bemaerk: sorteret orden er den samme)
486 239 ] 123 989

Radixsort sorterer disse i tid O(2(n + 10°))

Dette er O(n) hvis n > 10° = 1.000.000

Se som 4-cifrede tal i base 10® (bemaerk: sorteret orden er den samme)
[486]239][ 123 ]]989]

Radixsort sorterer disse i tid O(4(n + 10%))

Dette er O(n) hvis n > 103 = 1.000
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Radix sort
Eksempel: heltal i 2-talsystemet med bredde 32
(11011001 10011000 01101000 10110101
Countingsort sorterer disse i tid O(n + 232)
Dette er O(n) hvis n > 232 = 4.294.967.296

Se som 2-cifrede tal i base 21® (bemark: sorteret orden er den samme)
11011001 10011000 |[ 01101000 10110101 ]

Radixsort sorterer disse i tid O(2(n + 21°))

Dette er O(n) hvis n > 216 = 65.536

Se som 4-cifrede tal i base 28 (bemark: sorteret orden er den samme)
11011001 |[ 10011000 | [01101000 || 10110101 ]

Radixsort sorterer disse i tid O(4(n + 28))

Dette er O(n) hvis n > 28 = 256
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Repraesentation af tal

DM573

Rolf Fagerberg
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a

Malet for disse slides er at beskrive, hvordan tal reprasenteres som
bitmgnstre i computere.
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Bitmgnstre

Information = valg mellem forskellig muligheder.

Simpleste situation: valg mellem to muligheder. Kald dem 0 og 1. Denne
valgmulighed kaldes en bit.

Relevante for computere fordi to-delte valg er nemmest at repraesentere
rent fysisk (1 = strgm, 0 = ikke strgm).

St@rre samling information: brug flere bits:

01101011/0001100101011011. ..

F.eks. 8 bits (= 1 byte): valg mellem 28 = 256 muligheder.
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Bitmgnstre

Bitmgnstre skal fortolkes for at have en betydning.
01101011 =7

Der er brug for et system, som angiver, hvilken mening de forskellige
bitmgnstre skal tilleegges (dvs. hvilke ting de valger imellem).

Der er lavet sadanne systemer for f.eks.:

» Tal (heltal, kommatal)
» Bogstaver

> Pixels (billedfil)

» Amplitude (lydfil)
4
>

Computerinstruktion (program)

Fokus i dag: systemer for heltal og kommatal.
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Talsystemer

Tital-systemet:

4532 = 4-1000 + 5-100 + 3-10 + 2-1
= 4.10° + 5-10* 4+ 3-10' + 2-10°

Grundtal: 10 _ _
Cifre: 0,1,23,4,5 6,7, 8,9 (fordi 10- 10" = 10+1)

Syvtal-systemet:

4532, = 4.7% 4+ 5.7 4+ 3.7' 4+ 2.79
= 4.343 + 5.49 4+ 3.7 4+ 2.1
= 1640
Grundtal: 7

Cifre:  0,1,2, 3, 4,5 6 (fordi 7-7' = 77+1)
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Total-systemet

1001, =

Il

O = =
®
+ +

Grundtal: 2
Cifre: 0, 1 (fordi 2.2/ = 2/*1)

Relevante for computere fordi to-delte valg er nemmest at repraesentere
rent fysisk (1 = strgm, 0 = ikke strgm).

Total-systemet kaldes ogséd det binaere talsystem.

Det giver en naturlig fortolkning af bitmgnstre som ikke-negative hele tal.
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Hexadecimalt talsystem

Ogsa brugt i datalogi er 16-tal-systemet:

4A3Fg = 4-16° + 10-16° + 3-16' + 15-16°
= 4.4096 + 10-256 + 3-16 + 15-1
= 19007

Grundtal: 16

Cifre  0,1,2,3,...,9 A(=10), B (=11), ..., F (=15)
(fordi 16 - 16/ = 16/*1)
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Hexadecimal notation

16-tals systemet kan ogs3 bruges som en simpel /kort mide at beskrive
bitstrenge. Gruppér bits i grupper af 4 (dvs. 16 forskellige muligheder):

(0110][1010][1110]01. ..

Brug de 16 cifre til at beskrive disse muligheder:

0111
0110
0101
0100
0011
0010
0001
0000

7

O N WP OCTLO

[0110][1010]1110]01. ..

1111
1110
1101
1100
1011
1010
1001
1000

0O WNAUOMTM

= 6AE. ..

8/19



Addition

Addition fungerer ens i alle talsystemer, blot med grundtal udskiftet.

Tital-systemet:
1111
5432
+96781
= 102213

Total-systemet:

111
1110,
111100,
— 101010,

Subtraktion, multiplikation, division fungerer ogsé ens. F.eks.

1010, - 1110, = 10001100, (Check: 10- 14 = 140)
1101011,:101, = 10101y, rest 10,  (Check: 107:5 = 21, rest 2)
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Konvertering mellem talsystemer

Fra andre grundtal: brug definitionen af talsystemer.

1011, = 1-22 + 0-22 4+ 1.2t 4 1.20
= 1.8 + 04 + 1.2 + 1-1
= 11

4532; = 4.7% 4+ 5.772 4+ 3.70 4 2.70
= 4.343 + 5.49 4+ 3.7 4+ 2.1
= 1640

Til andre grundtal: brug gentagen heltalsdivision. Husk hvordan
heltalsdivision fungerer:

Heltalsdivision =~ Kvotient  Rest Som ligning

31:7 4 3 31=7-4+3
25:2 12 1 256=2-12+1

Detaljer for grundtal to: naeste side.
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Konvertering til binaert talsystem

Fglgende algoritme finder cifrene fra hgjre til venstre i den binare
representation af et positivt heltal N:

X =N
Saleenge X > 0 gentag:
Naeste ciffer = rest ved heltalsdivision X:2
X = kvotient ved heltalsdivision X:2
Eksempel: N = 25:

Heltalsdivision Kvotient Rest

25:2 12 1
12:2 6 0
6:2 3 0 25 = 11001,
3:2 1 1
1:2 0 1
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Hvorfor virker det?

Heltalsdivision Kvotient Rest

25:2 12 1
12:2 6 0
o 3 0 25 = 11001,
3:2 1 1
1:2 0 1

2% = 2.12+1
= 2(2-6+0)+1

2(2(2-340)+0)+1

= 2(2(22-1+1)4+0)+0)+1
2(2(2(2(2-0+1)+1)+0)+0)+1

= 250424 1+23.1422.0+2'.0+2%-1

Bemaerk at sidste division altid er 1:2 (med kvotient 0 og rest 1). Fordi
X bliver 1 pa et tidspunkt, da man ved en heltalsdivision med 2 hele
tiden ggr X mindre, men ikke kan komme fra heltal > 2 til heltal < 0.
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Reprasentation af heltal

Talrepreaesentationer bruger (naesten altid) et fast antal bits (da

operationer s& kan implementeres effektivt i hardware).

k bits = 2k forskellige bitmgnstre

Positive heltal: det binaere talsystem giver en naturlig repraesentation.

0111
0110
0101
0100
0011
0010
0001
0000

Hvordan skal disse 2% bitmgnstre fordeles, hvis vi vil repraesentere alle

heltal, bade negative og positive?

7

O, N WP OO

1111
1110
1101
1100
1011
1010
1001
1000

15
14
13
12
11
10

9

8
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Two's complement

En mulig repraesentation af bade negative og positive heltal er fglgende:

Dette kaldes “two's complement” (af grunde, som ikke er relevante her).

Det kan ogs3 beskrives som at hgjeste ciffer taeller —(241) i stedet for

Qk—1.

1101,

0111
0110
0101
0100
0011
0010
0001
0000

+
+

O NNWPH OO

1-
1-

2
4

2 4+
+

1111
1110
1101
1100
1011
1010
1001
1000

0-2!
0-2

+
+

1
2
-3
4
-5
6
7
-8

1.20
1-1
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Two's complement

Repraesentationen two's complement har mange gode egenskaber:
1. Fortegn kan ses af fgrste bit.
2. Simpel metode til at skifte fortegn findes:

Kopier bits fra hgjre til venstre, til og med fgrste 1-bit.
Resten af bits inverteres (dvs. 1 sattes til 0 og omvendt).

(Eksempel: 6 = 0110 — 1010 = -6)

3. Den almindelige metode til addition virker ogsa for negative tal.
Ingen ekstra logiske kredslgb for disse (sparer transistorer pa CPU).

4. Subtraktion kan laves ved at vende fortegn og addere. Ingen logiske
kredslgb for subtraktion (sparer transistorer pd CPU).

[Her er 1) og 4) er klare, mens 2) og 3) kraever bevis (ikke pensum).]

Two's complement valges derfor ofte som repraesentation for heltal. |
Java er typen int heltal i two's complement (k = 32). | Python er dette
ogséd grundtypen for heltal.
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Repraesentationer af kommatal

Talrepraesentationer bruger (naesten altid) et fast antal bits.

k bits = 2K forskellige bitmgnstre

Hvordan bruge k bits til at beskrive kommatal?

Fra tital-systemet kendes
> Fast decimalpunkt (45.32)
> Flydende decimalpunkt (—6.87 - 107°)
Disse kan nemt gentages i total-systemet (grundtal 2). Se naeste sider.

| computere bruges oftest flydende decimalpunkt (med grundtal 2). For
at forstd disse skal man forstd fast decimalpunkt (med grundtal 2) fgrst.

| Java er typerne float (k = 32) og double (k = 64) kommatal i
flydende decimalpunkt. | Python er typen float det samme (k = 64).
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Fast decimalpunkt

Tital-systemet:

4532 = 4.10 + 5-1 + 3-1/10 + 2-
= 4.108 4+ 5.10° 4+ 3-1001 4+ 2.10°2

Det binzere talsystem:
10110.111, = 1-2* +0-2% 4+1.22 +1.2¢
+0.20 +1.27t41.27241.273

= 1.16 +0-8 +1-4 +1-2
+0-1 +1-1/2+41-1/4+1-1/8

— 7
= 22l
= 22875
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Flydende decimalpunkt

Tital-systemet: fa kommaet til at std efter fgrste ciffer # 0.

2340000.0 = 2.34-10°  0.000456 = 4.56 - 10~*  —0.0987 = —9.87 - 102

Fortegn: plus Fortegn: plus Fortegn: minus
Eksponent: 6 Eksponent: —4 Eksponent: -2
Mantisse: 2.34 Mantisse: 4.56 Mantisse: 9.87

Total-systemet: f& kommaet til at sta efter fgrste ciffer # 0 (er altid 1).
101100.0, = 1.0115 - 2° —0.01101, = —1.1015 - 22

Der afsattes et fast antal bits til hver af: fortegn, eksponent, mantisse.
For k = 8 veelger vi: 1, 3 og 4 bits. Eksponent kan vaere positiv eller
negativ, vi bruger two’s complement til den. Mantisse fyldes om
ngdvendigt op med 0'er til hgjre. Eksempel: for —0.01101, fés

Fortegn: 1 (1 for negativt tal, O for positivt)
Eksponent: 110 (-2 i two's complement (3 bits))
Mantisse bits:  (1.)1010  (fgrste bit skrives ikke, da den altid er 1)

Sa —0.01101, repraesenteres som 1010].
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Begraensninger

Heltal og kommatal er uendelige talmaengder. Hvis der afszettes et fast
antal (k) bits fas et endeligt antal (2¥) forskellige bitmgnstre.

Ikke alle tal kan repraesenteres!

Viser sig f.eks. ved

» Overflow
» maxInt + maxint =7
» Rounding errors

» Stort tal x + meget lille tal y = samme store tal x
» (x+y)+z#x+(y+ z) hvis f.eks. x + y ikke kan repraesenteres

eksakt.

| praksis opleves sjxldent problemer pga. et stort antal bits i
talrepraesentationerne.

Alternativt findes programmeringsbiblioteker, der implementerer f.eks.
vilkarligt store heltal (under brug af et variabelt antal bits, samt tab af
effektivitet). Dette sker automatisk i Python for typen int.
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Prioritetskger
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Prioritetskger?

En prioritetskg er en datastruktur.
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Datastrukturer

’ Datastruktur = data + operationer herpa

Data:

» Normalt struktureret som en ID plus yderligere data. ID kaldes ogsa
en nggle (key).

» Vi naevner normalt ikke den yderligere data. Dvs. elementer omtales
blot som ID, men er reelt (ID,data) eller (ID,reference til data).

» ID er ofte fra et ordnet univers (har en ordning), f.eks. int, float,
String.

Operationer:

» Datastrukturens egenskaber udggres af de tilbudte operationer, samt
deres kgretider.

» Malene er fleksibilitet og effektivitet (som regel modstridende mal).
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Datastrukturer

Tank péd en datastruktur som et API for adgang til en samling data.

» Datastrukturer niveau 1: de tilbudte operationer (i C# og Java: et
interface).

» Datastrukturer niveau 2: en konkret implementation af de tilbudte
operationer (i Python, C# og Java: en klasse som implementerer
interfacet).

En givent szt operationer (niveau 1) kan have mange forskellig
implementationer (niveau 2), ofte med forskellige kgretider.

| dette kursus: katalog af datastrukturer (niveau 1) med bred anvendelse
samt effektive implementationer (niveau 2) heraf.
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Prioritetskger

Prioritetskger, niveau 1:

Data:
» Element = nggle (ID) fra et ordnet univers samt evt. yderligere data.
Centrale operationer (max-version af prioritetskg):

> Q.EXTRACT-MAX(): Returnerer elementet med den stgrste nggle i
prioritetskgen Q (et vilkarligt sidant element, hvis der er flere lige
store). Elementet fjernes fra Q.

> Q.INSERT(e: element). Tilfgjer elementet e til prioritetskgen Q.

Bemazerk: vi kan sortere med disse operationer:

n X INSERT
n x EXTRACT-MAX
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Prioritetskger

Prioritetskger, niveau 1:

Ekstra operationer:

» Q.INCREASE-KEY(r: reference til et element i Q, k nggle). Andrer
ngglen til max{k, gamle nggle} for elementet refereret til af r.

> Q.BuiLD(L: liste af elementer). Bygger en prioritetskg indeholdende
elementerne i listen L.

Trivielle operationer for alle datastrukturer:

> Q.CREATENEWEMPTY(), Q. DESTRUCTEMPTY(),
Q.ISEmPTY?().

Vil ikke blive naevnt fremover.
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Implementation via heaps

En mulig implementation (niveau 2): brug heapstrukturen fra Heapsort.

Vi har allerede:

» EXTRACT-MAX: Er essentielt hvad der bruges under anden del af
Heapsort — fjern rod, flyt sidste blad op som rod, kald HEAPIFY.
Kgretid: O(log n).

> BuIiLD: Brug HEAPIFY gentagne gange bottom-up. Kgretid: O(n).

Mangler:
> INSERT

» INCREASE-KEY

[Detalje: | C# og Java kraever array-versionen af heaps et kendt maximum for stgrrelsen af kgen.
Alternativt kan array erstattes af et extendible array, f.eks. List i C#, ArrayList i Java eller lister
i Python. Man kan ogsd implementere heaptraeet via pointere/referencer, lige som vi ggr med

sggetraeer lidt senere.]
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Increase-Key

1. /Endre nggle for element.

2. Genopret heaporden: si lenge elementet er staerkere end foralder,
skift plads med denne.

Eksempel med INCREASE-KEY(/, 15):

Kgretid: Hgjden af traeet, dvs. O(log n).
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Insert

1. Indszet det nye element sidst (= heapfacon i orden).

2. Genopret heaporden praecis som i Increase-Key: s leenge elementet
er stgrre end forzlder, skift plads med denne.

Kgretid: Hgjden af treeet, dvs. O(log n).
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Forskellige implementationer af prioritetskger

Samme niveau 1, forskellige niveau 2:

| Heap | Usorteret liste | Sorteret liste

EXTRACT-MAX | O(logn) O(n) 0o(1)
BuiLD O(n) 0o(1) O(nlog n)
INCREASE-KEY | O(logn) o(1) O(n)
INSERT O(log n) 0o(1) O(n)

Ovenstdende samling operationer (niveau 1) er for max-prioritetskger.
Der er naturligvis nemt at lave min-prioritetskger med operationerne

EXTRACT-MIN, BUILD, DECREASE-KEY, INSERT,

blot ved at vende alle uligheder mellem nggler i definitioner og algoritmer.
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Dictionaries
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Datastrukturer (recap)

’ Datastruktur = data + operationer herpd

Data:

> En key (nggle) + associeret data (ofte underforstiet, ogsé i disse
slides).

Operationer:

» Datastrukturens egenskaber udggres af de tilbudte operationer (API
for adgang til data), samt deres kgretider (forskellige
implementationer af samme AP kan give forskellige kgretider).

| dette kursus: katalog af datastrukturer (niveau 1) med bred anvendelse
samt effektive implementationer (niveau 2) heraf.
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Datastrukturer (recap)

Vi har allerede set Priority Queue. Datastruktur som tilbyder fglgende
operationer:

» Extract-Min(): Fjern et element med mindste nggle fra
prioritetskgen og returner det.

» Insert(key): Tilfg] nyt element til prioritetskgen.

» Build(liste af elementer): Byg en prioritetskg indeholdende
elementerne.

» Decrease-Key(key, reference til element i kg): Seetter ngglen for
elementet til min{key,gamle key}.
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Dictionaries

Emne for disse slides: Dictionary. Datastruktur som tilbyder fglgende
operationer:

> Search(key): returner element med ngglen key (eller forteel hvis det
ikke findes).

Insert(key): Indszet nyt element med ngglen key.

vy

Delete(key): Fjern element med ngglen key.

v

Predecessor(key): Find elementet med hgjeste nggle < key.

v

Successor(key): Find elementet med laveste nggle > key.

v

OrderedTraversal(): Udskriv elementer i sorteret orden.

For de sidste tre operationer bruges ngglernes ordning.

Hvis kun de tre fgrste operationer skal understgttes, kaldes det en
unordered dictionary. Hvis alle seks understgttes, kaldes det en ordered
dictionary.

Vi antager i disse slides unikke nggler (ingen dubletter blandt elementer).

4/41



Dictionaries

Dictionaries i C#: interface IDictionary.
Dictionaries i Java: interface Map.
Dictionaries i Python: dict.

Implementationer (niveau 2) som vi mgder i dette kursus:

» Balancerede binare sggetracer: Understgtter alle ovenstaende
operationer (samt mange flere, f.eks. ved at tilfgje ekstra
information i knuderne) i O(log n) tid.

> Hashing: understgtter de tre fgrste operationer i O(1) tid
(medmindre man er uheldig).

Disse implementationer findes i C# som SortedDictionary og
Dictionary. De findes i Java som TreeMap og HashMap. | Python er
den indbyggede datatype dict implementeret med hashing (der er ingen
balancerede binzre sggetraeer i Pythons standard moduler, men man kan
finde moduler med dem fra andre kilder).
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Binaert sggetrae
» et binsert trae
» med knuder i inorder

Et binaert tree med nggler i alle knuder overholder inorder hvis det for alle
knuder v gzlder:

nggler i v's venstre undertrae < nggle i v < nggler i v's hgjre undertrae

Eksempler:
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Binaere sggetraeer

Typisk implementation: Knude-objekter med:

» Reference til forelder
» Reference til venstre undertrae

» Reference til hgjre undertrae

samt ét trae-objekt med reference til roden. (Programmeringsprog:
reference, bog: pointer).

T.root

\,/

A
(?>

/RN

/17 /) s

/\/
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Knude-objekter

Java-klasse for knuder: Python-klasse for knuder:
class Node { class Node:
int key; def __init__(self):
Node leftchild; self.key = None
Node rightchild; self.leftchild = None
Node parent; self.rightchild = None

self.parent = None

(constructor) .
(andre metoder) (andre metoder)

C#-klasse for knuder: Ligner Java-eksemplet.
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Binaere sggetraeer

Pga. definitionen af inorder

‘n;zigler i v's venstre undertrae < nggle i v < nggler i v's hgjre undertrae

kan binzere sggetraeer siges at indeholde data i sorteret orden.

Mere praecist: inorder gennemlgb vil udskrive nggler i sorteret orden:

INORDER-TREE-WALK (x)
if x # NIL
INORDER-TREE-WALK (x. left)
print key|[x]
INORDER-TREE-WALK (x.right)

Kgretid: O(n) (der laves O(1) arbejde per knude i traeet).
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Sggning i binzere sggetraeer

TREE-SEARCH(x, k)
if x == NIL or k == key[x]
return x
if k < x.key
return TREE-SEARCH (x.left, k)
else return TREE-SEARCH (x.right, k)

Princip (= korrekthed):

‘ Hvis sggte element findes, er det i det undertrae, vi er kommet til
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Flere slags sggninger i binaere sggetraeer

TREE-MAXIMUM (x) TREE-MINIMUM (X)
while x.right # NIL while x./left # NIL
X = Xx.right x = x.left
return x return x

Princip (= korrekthed):

‘ Det sggte element findes i det undertrae, vi er kommet til
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Flere slags sggninger i binaere sggetraeer

TREE-SUCCESSOR (x)

if x.right # NIL
return TREE-MINIMUM (x.right)

y =Xx.p

while y # NIL and x == y.right
xX=y
y=yp

return y

Korrekthed: Via inorder kan man udelukke de fleste knuder i traeet
fra at veere x's successor. Tilbage bliver mindste knude i x's hgjre
undertrae, og ellers fgrste forfader, som har x i venstre undertrze.
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Indsaettelser i binaere sggetraeer

» Sgg nedad fra rod: gé i hver knude v mgdt videre ned i det undertrae
(hgjre/venstre), hvor nye element skal veere iflg. inorder-krav for v.

» Nar blad (NIL/tomt undertrae) nas, erstat dette med den nye knude
(med to tomme undertraeer).

Inorder er overholdt for knuder pa sggesti (pga. sggeregel), og for alle
andre knuder (fordi de ikke har faet nogle nye efterkommere i deres to
undertraeer).
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Sletninger i binzere sggetrae

Sletning af knude z:

» Case 1: Mindst ét barn er NIL: Fjern z samt dette barn, lad andet
barn tage z's plads.

» Case 2: Ingen bgrn er NIL: Da er successor-knuden y til z den
mindste knude i z's hgjre undertrae. Fjern y (som er en Case 1
fjernelse, da dens venstre barn er NIL), og indsat den pa z's plads.

Begge cases efterlader traeet i inorder: | Case 1 far ingen knuder nye
efterkommere i deres to undertraeer. | Case 2 far y (og kun y) nye
efterkommere i sine to undertraeer, men da y er z's successor, er der
ingen nggler i treeet med vaerdi mellem z's og y's nggler, sd ngglerne i y's
nye undertraeer overholder inorder i forhold til y, eftersom de gjorde i
forhold til z.

Bemaerk at strukturelt i traeet er alle sletninger en Case 1 sletning.
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Sletninger i binzere sggetrae (bogens cases)

(a)

(b)

©

(d

Case 1

Case 1

(Case 2 —) Case 1

(Case 2 —) Case 1
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Tid for operationer i binzre sggetrae

For alle operationer (undtagen inorder gennemlgb):
Gennemlgb sti fra rod til blad.

Dvs. kgretid = O(hgjde).

Et tree med hgjde h kan ikke in- A ® w0
deholde flere knuder end det fulde \/\\
tree med hgjde h. Dette indeholder e f\/ /J\ 2{ {J\ o
2h+1_1 knuder (jvf. slides om heaps). vOOOOODO O

Sa for et tree med n knuder og hgjde h galder:
n<2Ml 1 o logy(n+1)—1<h

Dvs. den bedst mulige hgjde er log, n (+1)

Kan vi holde hgjden taet pa optimal — f.eks. O(log n) — under updates
(indsattelser og sletninger)?
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Balancerede binzre sggetraeer
Kan vi holde hgjden O(log n) under updates (indsattelser og sletninger)?

Kraever rebalancering (omstrukturering af traeet) efter updates, da dybe
traeer ellers kan opsta:

Vedligehold af O(log n) hgjde fgrste gang opndet med AVL-traeer [1961].

Mange senere forslag. Et forslag bestar af:

» Balanceinformation i knuder.

» Strukturkrav baseret pa balanceinformation, som sikrer O(log n)
hgjde.
> Algoritmer, som genopretter strukturen efter en update.

| dette kursus: rgd-sorte traeer.
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Rgdsorte traeer

Balanceinformation i knuder: 1 bit (kaldet rgd/sort farve).
Strukturkrav:

» Rod og blade sorte.
» Samme antal sorte pa alle rod-blad stier.
» |kke to rgde i traek pd nogen rod-blad sti.

Eksempel:

NB: begrebet blade bliver i rgd-sorte traeer af brugt om NIL-undertraer
(hvilket teknisk set gger hgjden af et trae med én).
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Rgdsorte traeer

Andre repraesentationer i bogen (samme trae):
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Rgdsorte traeer

Strukturkrav (recap):

» Rod og blade sorte.

» Samme antal sorte pa alle rod-blad stier.

» lkke to rgde i treek pa nogen rod-blad sti.
Sikrer disse strukturkrav sikrer O(log n) hgjde? Ja:

Lad antal sorte pé alle rod-blad stier vaere k (dvs. k — 1 sorte knuder plus
et sort blad). S& indeholder alle rod-blad stier mindst k — 1 knuder (de
sorte plus evt. nogle rgde). Der er derfor mindst k — 1 fulde lag af knuder
i treeet.

Derfor er n > 20 4+ 21 422 1 ... 4 2k=2 _ ok=1 _ 1
Heraf fglger log(n+ 1) > k — 1.

Da der ikke er to rgde knuder i traek, indholder den lzengste rod-blad sti
hgjst 2(k — 1) kanter.

S& hgjden er hgjst 2(k — 1) < 2log(n+ 1) = O(log n).
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Indsaettelse

1. Indsat en knude i traeet

2. Fjern evt. opstaet ubalance (overtraedelse af rgd-sort
strukturkravene).

Recall indszettelse: et blad (NIL) erstattes af en knude med to blade som
bgrn.
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Ubalance?

Recall indszettelse: et blad (NIL) erstattes af en knude med to blade som
bgrn.

Overtraedelse af rgd-sorte strukturkrav?
P> Rod og blade sorte.

P Samme antal sorte p3 alle
rod-blad stier.

P lkke to rgde i treek p& nogen
rod-blad sti.

De to nye blade skal vare sorte.

Vi vaelger at ggre den nye indsatte knude rgd.

Mulige overtraedelse af strukturkrav er nu: To rgde knuder i traek
pa en rod-blad sti ét sted i traeet.

Idé til plan: Kan problemet ikke Igses umiddelbart, sd skub det opad i
traeet indtil det kan (forhdbentligt nemt at ggre, hvis det nér roden).
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Rebalancering

Detaljeret plan: skub rgd-rgd problem opad i traeet, under brug af
omfarvninger og restruktureringer af traeet.

Den basale restrukturering vil vaere en rotation (o, 3, er undertreeer,
evt. tomme):

PN LEFT-ROTATE(T, X)

)Y -
A RIGHT-ROTATE(T, y)

Central observation: Rotationer kan ikke gdelaegge in-order i treeet:

Kun x og y kan fa inorder overtradt (alle andre knuder har de samme
elementer i deres undertraeer fgr og efter). Men dette sker ikke, da
fglgende galder bade fgr og efter en rotation:

keysia < x <keysi g <y<keysi-~

S& vi skal ikke bekymre os om bevarelse af inorder, hvis vi kun

restrukturerer vha. rotationer.
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Eksempel pa rotation
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Plan for rebalancering (efter indsaettelse)

Recap af plan: skub rgd-rgd problem opad i traeet, under brug af
omfarvninger og restruktureringer (rotationer) af traeet.

Princip undervejs:

» To rgde knuder i traek pd en rod-blad sti hgjst ét sted i traeet.
» Bortset herfra er de rgd-sorte krav overholdt.

Mal: | O(1) tid, fjern problemet eller skub det ét skridt naermere roden.
Dette vil give rebalancering i O(hgjde) = O(log n) tid.
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Cases i rebalancering (efter indszettelse)
Case |: Rgd onkel til z (onkel = foralders sgsken y).

WW

—_— new :

00 T g0 % e

« B

Case II: Sort onkel til til z (onkel = foralders sgsken y).

0% 0% o
5y Sy z
d R :Aqy d

B 4
Her er z nederste knude i rgd-rgd problemet. Kontrollér at princip
vedligeholdes. Kontrollér at problem fjernes eller flyttes naermere roden
(én faerre sort knude pé sti til rod). Hvis z bliver lig roden, kan den blot

farves sort (= alle stier far en sort mere).
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Sletning

1. Slet en knude i traeet
2. Fjern evt. opstdet ubalance (overtraedelse af rgd-sort kravene).

Recall sletning: der fjernes strukturelt set altid én knude hvis ene barn er
et blad (NIL), som ogsa fjernes.
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Ubalance?

Overtraedelse af rgd-sorte krav?
P> Rod og blade sorte.

P Samme antal sorte p3 alle
rod-blad stier.

P lkke to rgde i treek p& nogen
rod-blad sti.

Fjernet knude rgd: Alle rgd-sorte krav stadig overholdt.
Fjernet knude sort: |kke laengere samme antal sorte pd alle stier.

Meget brugbar formulering:
Lad den fjernede knudes andet barn vaere “svaertet” og gaelde for
“én mere"” sort end dens farve angiver, nar vi taller sorte pa stier
(sveaertet sort = 2 sorte, svaertet rgd = 1 sort). S3 er kravene
overholdt, bortset fra eksistensen af en svaertet knude.

Idé til plan: Kan problemet ikke Igses umiddelbart, s skub det opad i
treeet til det kan (forhabentligt nemt at ggre, hvis det nar roden).
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Rebalancering

Skub sveaertet knude opad i traeet, under brug af omfarvninger og
rotationer:

PN LEFT-ROTATE(T', X)
(y) - :
@,

) .
} aN RIGHT-ROTATE(T, y)
a B B v

Princip undervejs:
» Hgjst én knude i traeet er sveertet.
» Huvis svaertningen taxlles med, er de rgd-sorte krav overholdt.

Nemme stoptilfalde:

» Sveertet knude er rgd = svaertning kan fjernes ved at farve knuden
sort.
> Svertet knude er rod = svaertning kan bare fjernes (= alle stier far
en sort mindre).
(Sa nok at se pa tilfeeldet at den svaertede knude er sort.)
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Rebalancering

Mal: | O(1) tid, fjern problemet eller skub det ét skridt naermere roden.
Dette vil give rebalancering i O(hgjde) = O(log n) tid.

Cases for svaertet sort knude x med sgsken w.

1. Rgd sgsken.

2. Sort sgsken, og denne har to sorte bgrn.

3. Sort sgsken, og dennes narmeste barn er rgdt, det fjerneste sort.
4

. Sort sgsken, og dennes fjerneste barn er rgdt.
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Cases i rebalancering (efter sletning)

Case 1

Case 2

(b)

Case 3

(©)

Case 4

(O]

4 ) € 4 a B ¥ 8 new x = T.root

Her er x sveertet knude. Kontrollér at princip vedligeholdes. Kontrollér
O(1) tid fgr sveertning fjernes eller flyttes ét skridt naermere roden.
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Hashing

Vi antager i hashing, at keys er heltal op til en max-graense u. [For at
bruge hashing pa andre datatyper ma elementer tildeles en unik
heltalsveerdi, jvf. GetHashCode () i C#, hashCode() i Java og hash() i
Python.]

Dvs. at vi har et univers af mulige heltalskeys: U ={0,1,2,...u— 1}.
En dictionary gemmer en delmaengde K C U, f.eks. K ={2,3,5,8}

Udgangspunktet i hashing er (lige som i Counting sort) idéen om at
bruge keys som indekser i et array:

key  satellite data

Dette tager O(1) tid for Search, Insert og Delete.
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Problem: pladsforbrug

(actual
keys)

Problem: Denne idé kan nemt generere pladsspild, fordi array-stgrrelse er
u = |U|, mens antallet n = |K| af gemte elementer ofte er meget mindre.

Eksempel: gem 5 CPR-numre. Dvs. keys af typen 180781-2345, der kan
ses som heltal i U = {0,1,2,...10% — 1}. Her er u = 10'°, mens n = 5.
S3 vi bruger mindst 10'° bytes (> 8 Gb RAM) for at gemme 5
CPR-numre.

Gemmes 32 eller 64 bits heltal er u = 232 ~ 100 eller u = 254 ~ 10%°.
Dvs. samme situation eller meget veerre.
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Hash-funktioner

En Igsning pa problemet med pladsforbruget: find en funktion h, som
mapper keys fra det store heltals-univers U til et mindre:

h: U—{0,1,2,...m—1}.

Her er m den gnskede array-stgrrelse. Ofte valges m = O(n), s& bruges
der ikke mere plads pa array'et end pad elementerne selv.

En sddan funktion kaldes en hash-funktion. Et eksempel pa en
hash-funktion kan veere:

h(k) = k mod m
Konkret eksempel med m = 41:

h(12) = 12 mod 41 = 12 (da 0-41+12 = 12)
h(100) = 100 mod 41 = 18 (da 2-41+ 18 = 100)
h(479869) = 479869 mod 41 =5  (da 11704 - 41 + 5 = 479869)
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Kollisioner

Hashfunktioner Igser problemet med pladsforbrug. Men de genererer et
andet problem: To keys kan hash’er til samme array index.

h(479869) = 479869 mod 41 =5  (da 11704 - 41 + 5 = 479869)
h(46) = 46 mod 41 = 5 (da 1-41+5 = 46)

Dette kaldes en kollision.

N&r h skal mappe U ind i en mindre mangde {0,1,2,...m — 1}, vil der
altid vaere nogle keys k og k' hvor h(k) = h(k’). Sa kollisioner kan ikke
undgas, og vi skal derfor finde en Igsning.
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Chaining

En simpel Igsning: en array-indgang indeholder starten p3 en lenket liste
med alle de indsatte elementer, hvis key hash'er til denne array-indgang.
Det kaldes chaining.

e[ T T T Ta] /]

Prisen er, at leenkede lister skal gennemlgbes under Search og Delete,
hvorved tiden for disse operationer stiger fra ©(1) til ©(|liste|). Insert er
stadig O(1), da vi bare kan indsatte forrest i listen.
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Open addressing

Open addressing er et alternativ til chaining: Forsgg at finde tom slot i
selve array'et.

Linear probing (alias linear hashing):
h(k, i) = (hi(k)+ i) mod m

Quadratic hashing:

h(k,i) = (hi(k)+c1-i+co-i?) mod m
[lkke med i Cormen et al. 4. udgave, udgér
af pensum.]

Double hashing

h(k,i) = (hi(k) + i - ho(k)) mod m

Her er hy(k) og hy(k) to hash-funktioner (kaldet “auxiliary” i bog).
Insert: i =0,1,2,... forsgges til en empty slot findes.

Search: i =0,1,2,... forsgges til element eller empty slot findes.
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Open addressing, bemaerkninger

Linear probing (alias linear hashing):
h(k, i) = (hi(k) + i) mod m

Double hashing
h(k,i) = (hi(k) 4+ 7 ha(k)) mod m

» At implementere Delete er mere kompliceret. En simpel Igsning: lad
slettede elementer sta, maerk dem som slettede, ryd op en gang i
mellem ved at genbygge hashtabellen (indszt de tilbagevaerende
elementer forfra). For linear hashing findes en mere direkte metode,
se Cormen et al. 4. udgave, sektion 11.5.1 (ikke pensum).

» Det er ngdvendigt at n < m (da alle n elementer ligger i array'et).
Gerne n ~ m/4 for at undga at kgretider degenererer.

» De gennemsggte indexer {h(k,0), h(k,1), h(k,2),..., h(k,m—1)}
bgr veere {0,1,2,...,m — 1} for alle k (sé hele array'et
gennemsgges). Dette kan f.eks. sikres ved at valge m som et
primtal.
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Kgretid for hashing

Vi gnsker en hash-funktion h som spreder keys fra det konkrete input
godt ud over {0,1,2,...m — 1}, s der bliver f3 kollisioner. Man taenker
ofte pa gode hash-funktioner, som nogle der mapper keys til indekser pa
en tilsyneladende tilfeldig made.

Man kan dog for en given hashfunktion altid finde mindst |U|/m (dvs.
u/m) keys, som hash'er til samme array-index. Ofte er u/m > n, hvad
der gg@r worst case tiden til ©(n).

| praksis hdber man ofte bare pd, at dette ikke sker for ens konkrete input
og konkrete valg af hashfunktion. Der findes faktisk metoder til at
garantere, at dette sjaldent sker - se naste slide om universal hashing.

| praksis kan man regne med at hashing understgtter Search, Insert
og Delete i O(1) kgretid, medmindre man er meget uheldig.

Man kan desuden sanke worst case tiden til O(log n) ved at bruge
balancerede sggetraeer i stedet for lenkede lister i chaining. Dette ggr
Java, nar den lenkede liste bliver stor.
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Universal hashing (ikke pensum)

Betragt fglgende familie af hashfunktion:

h(k)=((a-k+b) mod p) mod m,
hvor p er et fast primtal stgrre end |U| og a, b er faste, men tilfaldigt
valgte heltalmed 1 <a<p—-1o0og0<b<p-1.

Man kan bevise (ikke pensum) at ovenstaende hashfunktion er god i
fglgende forstand (kaldet universal hashing):

For ethvert dataszet kan vi for et tilfeeldigt valg af a og b forvente sa
fa kollisioner, at Search, Insert og Delete tager O(1) tid.

| Cormen et al. 4. udgave beskrives en anden familie af hashfunktioner
med samme egenskab (formel (11.2) og formel (11.5)). Udregningen af
den bruger feerre CPU-skridt og kan veere et godt valg, hvis man selv skal
implementere hashtabeller. Eller se Mikkel Thorups noter om hashing.
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Andre anvendelser af hashfunktioner (ikke pensum)

Hashfunktioner har mange anvendelsesomrader, udover som
implementation (niveau 2) af unordered dictionaries.

Nogle eksempler (ikke pensum):
» Fingerprint af filer og dokumenter.
> Digital signatures.

» Load balancing
» Coordinated sampling

De forskellig anvendelser har hver deres specifikke krav til
hashfunktionerne.
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Binzre sggetraeer med ekstra information i
knuderne
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Tilfgj ekstra information i knuderne

Konkret eksempel pa ekstra information i knuder:

Alle knuder gemmer stgrrelsen af deres undertrae (dvs.
antallet af knuder i deres undertrae).

Et binzert sggetrae (rgd-sort) med denne information tilfgjet:
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Ny funktionalitet

Malet med ekstra information i knuderne er at tilfgje ekstra
funktionalitet. F.eks. kan man i eksemplet ovenfor (med stgrrelse af

undertraeer gemt i knuder) udfgre flg. operationer i O(log n) tid:

> Find rang af en given nggle.
» Find nggle som har en given rang.

\l"
30*;
w e e
To —m 75‘ 139)

size

\-—w

Her er rang ngglens nummer i sorteret orden (blandt de gemte).

|12 | 14 | 14 | 16 [ 17 | 19 | 20 [ 21 | ---
slalsfef7]8]09] [
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Ny funktionalitet, implementation

> Find rang af en given nggle.

» Find nggle som har en given rang.

OS-RANK(T, x) OS-SELECT(x,1i)

r = x.left.size + 1 r = Xx.left.size + 1
y =X ifi==r
while y # T.root return x

if y == y.p.right elseif i <r

r =r+y.p.left.size + 1 return OS-SELECT(x.left, 1)

y = y.p else return OS-SELECT(x.right,i —r)

return r

[NB: denne pseudo-kode fra bogen antager, at der bruges et eksplict knude-objekt (med size = 0) til at reprasentere NIL (blade).]
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Vedligehold den ekstra information i knuderne

Antag fglgende egenskab galder for den ekstra information:

Hvis en knudes to bgrns veerdier k; og k> allerede er korrekte,
kan knudes egen vaerdi k beregnes i O(1) tid. Et blads veerdi
kan beregnes i O(1) tid.

| eksemplet ovenfor: k kan findes som 1+ ky + k.

Af antagelsen fglger, at vaerdierne kan vedligeholdes under updates i
rgd-sorte sggetraeer, og dette uden at &ndre O(log n) kgretiden:

» Knuder uden for sti fra indsat/slettet knude til rod skal ikke have

deres veerdi andret (bottom-up beregning giver uandret resultat).

» Under rebalancering: genberegn for bergrte knuder efter hver
rotation og efter hvert skridt opad. Til sidst: genberegn pa sti fra
sidste rebalanceringssted til rod.
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Andre eksempler

Vedligeholdelsessystemet ovenfor vil altid fungere nar fglgende geelder:

Hvis en knudes to bgrns veerdier k; og k> allerede er korrekte,
kan knudes egen vaerdi k beregnes i O(1) tid. Et blads veerdi
kan beregnes i O(1) tid.

Flere eksempler pa information som opfylder dette (vi antager, at hvert
element udover sggengglen har noget associeret data, som er et tal):

» Maksimum af data-vaerdier i undertraeet.
» Minimum af data-vardier i undertraeet.

» Sum af data-veerdier i undertret.

Via sddan information kan man tilfgje yderligere funktionalitet til traeet.
F.eks. kan man sgge efter elementer med den maksimale datavaerdi. Eller
man kan finde gennemsnittet af datavaerdierne i en knudes undertrae
(gennemsnit = sum af datavaerdier / antal knuder).
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Invarianter
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Invarianter

Invariant: Et forhold, som vedligeholdes af algoritmen gennem (dele af)
dens udfgrelse.

Udggr ofte kernen af bade ideen bag algoritmen og argumentet for, at
algoritmen virker.

Eksempel: Insertionsort:

12 4 5
1

3 6 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
@ [SP4]e 3 CEEH : GHE © 2]+ [3
' \4/ Y
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
@ [2]4]5]c 3] © [1][2]4]5]6 o [1]2]3]4]5]e
AATA A/ &A A A

Invariant: \Alt til venstre for det sorte felt er sorteret.

Nar Igkken stopper: hele array’et er til venstre for det sorte felt.

Af invarianten fglger sa: hele array’et er sorteret. Dvs. algoritmen er
korrekt.
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Invarianter

Eksempel: Partition fra Quicksort:

sx >x unrestricted

Invariant: | Lysegra del < x < mgrkegra del.

Nar Igkken stopper: Kun x er hvid, resten enten lysegrd eller mgrkegra.

Af invarianten fglger sa: array'et er delt i tre dele: “< x”, “> x” og x
selv. Dvs. algoritmen er korrekt.
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Invarianter
Eksempel: Build-Heap:

Undertraeer, hvis rod har indeks stgrre end den mgrke

Invariant:
knude, overholder heaporder.

Nar Igkken stopper: roden af hele traeet har indeks stgrre end den mgrke
knude. Af invarianten fglger s3: Hele traeet overholder heaporder. Dvs.
algoritmen er korrekt.
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Invarianter

Eksempel: Heapsort (og enhver Selectionsort-baseret sortering):

i ®
A 1[2]374]7][8[9][10]14]16,
o oo o *BEIIELmEN
000
@

) ®)

Invariant: | Det mgrke er sorteret, og alt i det lyse er < det mgrke.

Nar Igkken stopper: hele array'et er mgrkt. Af invarianten fglger sa: hele
array'et er sorteret. Dvs. algoritmen er korrekt.
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Invarianter

Eksempel: sggning i binaere sggetraeer.

Hvis sggte element k findes, er det i det undertrae, vi

Invariant: .
er kommet til.

Algoritmen ma stoppe fordi vi kigger pa mindre og mindre undertraeer.
Nar algoritmen stopper: enten er k fundet eller vi er endt i et tomt
undertrze.

| det sidste tilfeelde fglger sa af invarianten: k findes ikke i traeet. Dvs.
algoritmen er korrekt (i begge tilfalde).
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Invarianter

Invariant under rebalancering efter indsaettelse i et rgd-sort tree:

Der kan veare to rgde knuder i traek pd en sti ét sted i treeet,
derudover er de rgd-sorte krav overholdt. Efter k iterationer er
der k faerre sorte mellem problemet og roden end i starten.

Invariant under rebalancering efter sletning i et rgd-sort tree:

Der kan vaere én svartet knude et sted i traeet, og hvis svaertningen
teelles med, er de rgd-sorte krav overholdt. Efter k iterationer er
der k farre sorte mellem problemet og roden end i starten.

Invarianten viser her flere ting, som tilsammen ggr algoritmen korrekt:

» Samme case analyse virker hver gang (dakker altid alle muligheder,
sa algoritmen kan ikke g3 i sta, si leenge problemet ikke er lgst).

» Algoritmen ma stoppe, enten ved at problemet er forsvundet, eller at
det har naet roden (hvor det let Igses).
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Invarianter, mere formelt

Invariant for algoritme:

» Et udsagn om indholdet af hukommelsen (variable, arrays,...) som
er sandt efter alle skridt.

» Ved algoritmens afslutning kan korrekthed udledes af udsagnet
(samt de omstaendigheder som fik algoritmen til at stoppe).
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Induktion

At en invariant geelder efter alle skridt, vises ved hjalp af induktion:

1) Invariant overholdt i starten
2) Invariant overholdt fgr et skridt = | = | Invariant altid overholdt
invariant overholdt efter skridtet

(hvor “skridt” ofte er en iteration af en Igkke). Dvs: Vis 1) og 2).

Induktion ~ “Dominoprincippet”:

1) Brik 1 falder

2) Brik k falder = brik k + 1 falder | | Alle Prikker falder

T e
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Brug af invarianter

Invarianter kan bruges pa to forskellige detalje-niveauer (med en glidende
overgang imellem dem):

1. Som veerktgj til at udvikle algoritme-ideer: Med den rette invariant
fanges essensen af metoden, og algoritmen skal “blot” skrives ud fra
at denne invariant skal vedligeholdes.

2. Som varktgj til at nedskrive kode (eller detaljeret pseudo-kode) og
vise denne konkrete kode korrekt.

Pa niveau 1 er blgdere beskrivelser (tekst, figur) passende. Eksemplerne
tidligere illustrerer niveau 1.

P3a niveau 2 ma man nedskrive invarianten pracist i termer af konkrete
variable fra koden samt argumentere via den konkrete kodes andringer af
disse.

Vi illustrerer nu niveau 2 pa et simpelt eksempel med at finde stgrste
element i et array
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Eksempel

Find stgrste element i array:

Invariant: Efter den k'te
m = A[O] . . .
i=1 iteration af while-lgkken
while i < A.length indeholder m den stg@rste veerdi
m = maximum(m,A[i]) af A[O..(/ — 1)]
i= i+l
return m Vises ved induktion p3 k.

] [2]: [3]: [4]: 512 [6]:

? m E m E m E m 15| m E m

[5] [5] [5] [5] [5] [5]

|12] |12] |12 |12 |12 |12

o] B B B B B

|15] |15] |15 |15 |15 |15

2] n 1] 1] 4] 4]

1] 1] 1] 1] ] 1]

} } } } } } Iterationer af
0 1 2 3 4 5 while-Igkke
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Divide-and-Conquer algoritmer

Analyse
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Divide-and-Conquer algoritmer

Tidligere:

Divide-and-Conquer som algoritme-udviklings-teknik.

| dag:

Analyse af Divide-and-Conquer algoritmer mht. korrekthed
og (iseer) kgretid.
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Divide-and-Conquer algoritmer, repetition

Det samme som rekursive algoritmer.

Grundidé:

1. Opdel problem i mindre delproblemer (af samme type).

2. Lgs delproblemerne ved rekursion (dvs. kald algoritmen selv, men
med de mindre input).

3. Konstruer en Igsning til problemet ud fra Igsningen af
delproblemerne.

Basistilfeelde: Problemer af stgrrelse O(1) Igses direkte (uden rekursion).
Dette er en generel algoritme-udviklingsmetode, med mange anvendelser.

For hver ny algoritme skal punkt 1 og punkt 3 udvikles. Punkt 2 er altid
det samme. Lgsning for basistilfldet skal ogsd udvikles, men er som
regel triviel.
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Generel struktur af Divide-and-Conquer kode

Hvis basistilfelde (n = O(1)):
» Arbejde
Hvis ikke basistilfalde:

> Arbejde
» Rekursivt kald
» Arbejde
» Rekursivt kald
> Arbejde

(Der behgver ikke altid veere to rekursive kald. Nogle rekursive algoritmer
har bare ét, og nogle har flere end to).
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Divide-and-Conquer eksempler

Mergesort:

» Del input op i to dele X og Y (trivielt).
» Sorter hver del for sig (rekursion).
> Merge de to sorterede dele til én sorteret del (reelt arbejde).

Basistilfaelde: n <1 (trivielt).

Quicksort:
» Del input op i to dele X og Y s& X < Y (reelt arbejde).
» Sorter hver del for sig (rekursion).
> Returner X efterfulgt af Y (trivielt)

Basistilfaelde: n <1 (trivielt).

Et tredie eksempel er inorder gennemlgb af et binaert sggetrae: To
rekursive kald (pa hgjre og venste undertrae) med O(1) arbejde imellem
sig (udskrivning af nggle i aktuelle knude).
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Hvad sker der nar Divide-and-Conquer algoritmer udfgres?

Flow of control (lokalt set, for ét kald af algoritmen):

Basistilfaelde Ikke basistilfeelde

bejde
Rekursivt kald

B'bejde A[bejde

Rekursivt kald

éfbejde
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Hvad sker der nar Divide-and-Conquer algoritmer udfgres?

Her ses det globale flow of control, som opstér:

SR
et Y

4N AN
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Rekursionstraeer

Denne struktur for flow of control kan illustreres via traeer, som har én
knude for hvert kald af koden. Basistilfeeldene er blade, ikke-basistilfeelde
er indre knuder, og traets fanout (antal bgrn af knuder) er lig med antal
rekursive kald i koden.

Disse traeer kaldes rekursionstraeer.
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Hvad sker der nar Divide-and-Conquer algoritmer udfgres?

P4 ethvert givet tidspunkt er den samlede udfgrsel (den rgde sti) naet til
en eller anden knude v.

P3 dette tidspunkt er det kaldet, som v svarer til, der udfgres handlinger
fra. Alle kald svarende til knuder pa stien fra v til roden er sat pa pause.
Hvert af disse kalds tilstand (indhold af deres variable, hvilken kommando
de er ndet til, m.m.) opbevares af computeren pa en stak, s3 kaldenes
udfgrsel ikke blandes sammen. Kald svarende til alle andre knuder i treeet
er enten helt faerdige eller slet ikke begyndt.

» Kald af barn i rekursionstraeet = push pa stak.
» Afslutning af en knudes udfgrsel = pop fra stak.
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Korrekthed af Divide-and-Conquer algoritmer

Korrekthed | af Divide-and-Conquer algoritmer argumenteres nedefra og

op i rekursionstraeet:

» Argumentér for, at base case kald svarer korrekt (som regel trivielt).

» For et ikke-base case kald, argumentér for, at hvis de rekursive kald
svarer korrekt, sd vil dette sammen med det lokale arbejde ggre, at
der svares korrekt i det aktuelle kald.

Dvs. at korrekthed af kald med store input fglger af korrekthed af kald
med mindre input samt handlingerne involveret i at konstruere en Igsning
for det store input ud fra Igsningerne for de mindre input.

[Formelt kan man ogsa sige, at korrekthed vises via induktion pa
inputstgrrelsen. Basistilfaeldet for rekursionen er basistilfaldet for
induktionsbeviset.]

Selve argumentet er individuelt for hver algoritme. Det bliver som regel
udviklet sammen med algoritmen (det er i praksis svaert at f3 ideen til
algoritmen uden at have ideen til, hvorfor den virker).
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Rekursionsligninger

Vi vil nu kigge pa for rekursive algoritmer. Vi skal fgrst se,
hvordan disse kan beskrives ved rekursionsligninger.

Kald worst case kgretiden pa input af stgrrelse n for T(n). Hvis en
rekursiv algoritme for problemer af stgrrelse n laver a rekursive kald, som
alle er pa delproblemer af stgrrelse n/b, og laver ©(f(n)) lokalt arbejde,
ma der for kgretiden T(n) geelde:

a-T(n/b)+©(f(n hvis n > 1
T(n):{ @(1)( /) (7o) hvisnzl

Sidste linie er altid den samme og udelades derfor ofte. Ofte er det ogsé
underforstdet, at vi bruger asymptotisk notation (sa vi skriver f(n) i
stedet for ©(f(n)) og 1 i stedet for ©(1)).

Eksempel: Mergesort har to rekursive kald af stgrrelse n/2 og laver ©(n)
lokalt arbejde. Dens rekursionsligning skrives derfor

T(n)=2T(n/2)+n
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Kgretid for Divide-and-Conquer algoritmer

En rekursionsligning beskriver strukturen af en rekursiv algoritme og giver
en rekursiv beskrivelse af dens kgretid (dvs. at T(n) beskrives ud fra T
pa mindre inputstgrrelse).

Men vi gnsker naturligvis ogsa at finde et direkte udtryk (en funktion
af n) for algoritmens kgretid T (n).

En rekursiv algoritmes samlede arbejde er lig summen af lokalt arbejde i
algoritmens rekursiontrae:

Dvs. at vi gnsker at finde denne sum.
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Rekursionstraeesmetoden til beregning af kgretid

For en rekursiv algoritme (eller en rekursionsligning), annotér knuderne i
rekursionstraeet (for algoritmen eller ligningen) med

» Input stgrrelsen for kaldet til knude.
» Det resulterende arbejde udfgrt i denne knude.

Find derefter summen af arbejdet i alle knuder pé fglgende made:

» Find fgrst hgjden af traeet (antal lag).
» Sum hvert lag i rekursionstraeet sammen for sig.
» Sum de resulterende veerdier for alle lag.

Eksempler fglger.

13/34



Eksempel 1
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Nogle matematiske facts til brug for de naste eksempler
Som bekendt geelder fglgende saetning for ¢ > 1:

1 —1/c*
1+c+c2+c3+-~-+ckzcc . :ck~cc /1C = 9(c").

Konkret eksempel: For ¢ = 2 siger satningen at

1+2+4+8+...+2k:2k+1—1:2k-(2—1/2k):@(Qk).

Denne szetning bgr huskes sddan:

Hvis elementerne i en sum aendrer sig eksponentielt, sa er hele
summen domineret af det stgrste led.

Eksponentielt voksende/faldende: stgrste led = sidste/fgrste led.

Bevis (ikke pensum): Seet S =1+ c+c® +c*+ -+ ¥ sihavesat S(c —1) = S-c— Serlig
(c+P+SE + -+ —(Q4c+P+SE+ -+ )= -1, 85 = (1 —1)/(c—1).
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Nogle matematiske facts til brug for de naste eksempler

Andre facts:
> (ab)c — abc — (ac)b
> logsn — plog,a

» log,a=log.a/log.b (f.eks. logy,a=Ina/lnb).

Sidste fact giver os en mide at beregne log, a pa via lommeregner (hvor
den naturlige logaritme In findes).

Sidste fact kan ogsa skrives som log, x = @ - log, x, hvilket viser, at

logaritmer med forskellige grundtal (her b og ¢) er en konstant faktor fra
hinanden: log, x = ©(log, x).)

Bevis (ikke pensum) for midterste fact: 208" — (b‘ogb")‘ogb " = (blgb ")‘Ogb3 = '8 2

Bevis (ikke pensum) for sidste fact: log, a = log, a/logcb <> logcb - log, a = log, a <

closchrlogy 2 _ loge @ oy (clogcb)losha — 5 oy pOBLT — 5 o 5 = a.
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Eksempel 2

T(n)=3T(n/2)+n
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Eksempel 3
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Divide-and-Conquer eksempler
Disse tre eksempler er repraesentative. Dvs. ofte gzlder én af fglgende:

> Alle lag har ca. lige stor sum, hvorved den samlede sum er antal lag
(treeets hgjde) gange denne sum.

> Lagenes sum vokser eksponentiel nedad gennem lagene, hvorved
nederste lag dominerer. For at finde dette lags sum, skal man kende
traeets hgjde.

> Lagenes sum aftager eksponentiel nedad gennem lagene (= vokser
eksponentielt opad gennem lagene), hvorved gverste lag dominerer.

En generisk Igsning af disse tre cases er indholdet af bogens saetning
side 102-3 [3. udgave: side 94], kaldet Master Theorem.

De fleste rekursive algoritmer beskrives ved en rekursionsligning, der
passer ind i Master Theorem. Huvis den ikke passer i Master Theorem, ma
man forsgge rekursionstraesmetoden direkte (det kan man ogsa ggre, hvis
den passer i Master Theorem, naturligvis).
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Master Theorem
Rekursionsligningen
T(n) = aT(n/b) + f(n)
har fglgende Igsning, hvor a = log,, a:

1. Hvis f(n) = O(n®~°) for et € > 0 si gaelder T(n) = ©(n*).
2. Hvis f(n) = ©(n%(log n)¥) for et k > 0 s gaelder

T(n) = ©(n%(log n)*k+1).
3. Hvis f(n) = Q(n>*<) for et € > 0 s3 gelder T(n) = ©(f(n)).

Ekstra betingelse: | case 3 skal der ogsa geelde, at der findes et ¢ < 1 og et ny som opfylder at

a-f(n/b) < c-f(n)nadrn> ng.

Kort sagt: case afggres af forholdet mellem voksehastighederne
for f(n) og for n®(log n)* (hvor k > 0).

Er de ens, har vi case 2. Er f(n) mindre (med mindst en faktor n®), har
vi case 1. Er f(n) stgrre (med mindst en faktor n), har vi case 3 (hvis
ekstrabetingelsen er opfyldt.).
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Master Theorem brugt pa de tre eksempler

Eksempel 1:

T(n)=2T(n/2)+n

a=2

b=2

f(n)=n

a=log,2=1

f(n) = n=0(n') = ©(n*(log n)°) = ©(n*(log n)°) [dvs. k = 0]

S3 vi er i case 2, s& der gzlder T(n) = ©(n*(log n)°™!) = ©(nlog n).

vvyyVvyyvyy
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Master Theorem brugt pa de tre eksempler

Eksempel 2:
T(n)=3T(n/2)+n
> a—= 3
> hb=2
> f(n)=n
> a=log,3=1In(3)/In(2) =1.5849...
> f(n) =n= O(n'584 =€) = O(n*¢) for f.eks. € = 0.1.

S& vi er i case 1, s& der gzlder T(n) = ©(n®) = ©(n'-84%-),
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Master Theorem brugt pa de tre eksempler

Eksempel 3:
T(n) =3T(n/4) + n?
> a— 3
> b=14
» f(n)=n?
> o =log,3=1In(3)/In(4) =0.7924 ...
> f(n) = n? = Q(n079%4 1<) = Q(n>"¢) for f.eks. e = 0.1.

S3 vi er i case 3, s& der gzlder T(n) = ©(f(n)) = ©(n?).

| case 3 skal vi dog ogsd checke den ekstra betingelse: Med ¢ = 3/16 < 1 og ny = 1 opfyldes at
a-f(n/b)=3(n/4)? =3/16 - n*> < c-f(n) = c-n? for alle n > nq.
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Eksempel 4
T(n)=2T(n/2) + nlogn, a=2,b=2 f(x)=xlogx

Tegn tree med fanout a = 2.
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Eksempel 4

Vi har set at det i'te lag i rekursionstraeet laver nlog(n/2') arbejde,
hvilket kan skrives som n(log(n) — log(2')) = n(log(n) — i). Dette udtryk
falder, nar i stiger, sa alle lag laver hgjst det samme arbejde som det
forste lag (i = 0). Det fgrste lag laver nlog n arbejde og der er log n lag i
alt, s det samlede arbejde er O(nlog” n).

Vi ser nu pad den gverste halvdel af lagene, dvs. pé lag i for
i=1,2 ... k= %Iogn.

Arbejdet for lag i falder, nar i stiger, sd hvert af disse lag laver mindst
det samme arbejde som det sidste af dem (lag k). Arbejdet for lag k er

n(log(n) — k) = n(log(n) — 3 log n) = nlog n.

Der er derfor k = % log n lag, som hver laver mindst %nlogn arbejde.
Det samlede arbejde er derfor Q(nlog? n).

| alt har vi vist at det samlede arbejde er ©(nlog? n).
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Master Theorem brugt pa eksempel 4

Eksempel 1:
T(n)=2T(n/2)+ nlogn
> a= 2
> h=2
» f(n)=nlogn
> o = |0g22 = 1
» f(n) = nlogn= ©(n'(logn)!) = O(n*(log n)!) [dvs. k = 1]

S3 vi er i case 2, s3 der gzlder T(n) = ©(n“(log n)'*™1) = ©(n(log n)?).

[Bemaerk: (log n)? skrives oftest som log? n.]
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Master Theorem kan ikke altid bruges

Master Theorem kan ses som en forudberegnet rekursionstraesmetode,
der dekker mange rekursionsligninger.

Mht. Igsning af rekursionsligninger er det til eksamen i DM507 nok at
kunne fglgende:

» Bruge Master Theorem i situationer, hvor det kan anvendes.

» Genkende situationer, hvor Master Theorem ikke kan anvendes.
Af hensyn til det andet punkt giver vi nu et eksempel pa en
rekursionsligning, hvor Master Theorem ikke kan anvendes.

For det viste tilfelde er det faktisk muligt at gennemfgre
rekursionstraesmetoden og finde kgretiden pa den made. Vi viser ogsa
hvordan (men dette er ikke pensum til eksamen).
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Eksempel 5
T(n)=T(n/3)+ T(2n/3)+n
Denne rekursionsligning angiver kgretiden for en rekursiv algoritme, som

laver O(n) lokalt arbejde og som laver to rekursive kald, et med stgrrelse
n/3 og et med stgrrelse 2n/3.

Denne rekursionsligning er desveerre ikke af den type, som Master
Theorem omhandler. For dem skal alle rekursive kald have samme
stgrrelse (n/b):

T(n)=aT(n/b)+ f(n)

Vi kan derfor ikke bruge Master Theorem.

Vi viser nu, hvordan vi alligevel kan Igse rekursionsligningen med
rekursionstraesmetoden.

T(n)=T(n/3)+ T(2n/3) +n
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Eksempel 5

En knude med input af stgrrelse x laver f(x) = x arbejde. Den har to
bgrn med input af stgrrelse x/3 og 2x/3, som derfor laver f(x/3) = x/3
og f(2x/3) = 2x/3 arbejde. Da x/3 + 2x/3 = x, ser vi at knudens
arbejde er lig summen af den bgrns arbejde.

Deraf fglger at summen af arbejde i lag k er lig summen af arbejdet i
lag k + 1, hvis lag k + 1 er et fuldt lag (alle knuder i lag k har to bgrn).

Sa alle fulde lag har samme sum af arbejde. For rodens lag er denne sum
klart n, s for alle fulde lag er summen af arbejdet i laget lig n. Der er
logs n fulde lag, s3 det samlede arbejde er Q(nlogn).!

For ikke-fulde lag kan summen kun vare mindre (blade har ingen bgrn, s3
deres input-stgrrelse overfgres ikke til naeste lag), dvs. hgjst n. Der er
logs» n lag i alt (fulde og ikke-fulde), sd det samlede arbejde er
O(nlogn).!

Alt i alt har vi vist at det samlede arbejde er ©(nlog n).

THer bruges at logaritmer med forskellige grundtal er en konstant faktor fra

hinanden, jvf. matematisk fact pa side 16.
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Floors og ceilings i rekursionsligninger

Der er en detalje, som vi indtil nu ikke har snakket om. Vi bruger
Mergesort som eksempel.

Rekursionsligningen for Mergesort har vi skrevet som

T(n) =2T(n/2) + n. (1)

Men de to rekursive kald kan jo ikke vaere helt ens i stgrrelse hvis n er
ulige. Dvs. at rekursionsligningen faktisk hedder

T(n) = T([n/2]) + T(n/2]) + n. (2)

Betyder denne forskel noget for vores beregning af kgretiden?

Svaret er nej, som vi skal se.

30/34



Floors og ceilings i rekursionsligninger

For en sti ned gennem rekursiontraeet lader vi n; betegne stgrrelsen af et
input pa lag nummer i (rodens lag sattes til nummer 0).

For rekursionsligningen T(n) =2T(n/2) + n glder:

no=n
n=ny/2=n/2

ny =n/2=(n/2)/2 = n/2?

ng =ny/2 =(n/2%)/2 =n/23

ni=n/2'

31/34



Floors og ceilings i rekursionsligninger
Vi ser nu pé rekursionsligningen T(n) = T([n/2])+ T(|n/2]) +n

Eftersom

x—1<|x|<x<[x]<x+1.

far vi:

no=n
m < [ng/2] <ng/2+1=n/2+1
m < [m/2] <nm/24+1<(n/2+1)/24+1=n/2°+1/2+1
ny < [m)2] < my/2+1 < (n/22+1/2+1)/2+1=n/22+1/22+1/2+1

n<n/2 4127 4 4 1/2 41
og vi far ogsa:

Nno =n
ny > Lno/2j >n0/271—n/271

~
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Floors og ceilings i rekursionsligninger
Sa for rekursionsligningen T(n) = T([n/2]) + T(|n/2]) + n har vi vist

n<n/2 4 (1/27 4 4 1/2 1),
n>n/2 —(1/27 4 1/24+1).

Udtrykket i parents er lig 1+ c+c?+---+c'~! for c = 1/2, og er
derfor (jvf. slide med matematiske facts p3 side 15) lig med:

(/2 -1 _(1/2) -1 _1-(1/2) _ i
21~ —1p2 ~ i WA <z

For rekursionsligningen T(n) =2T(n/2) + n viste vi

ni =n/2'.
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Floors og ceilings i rekursionsligninger
Sa i de to rekursionstraeer for
T(n) = T([n/2])+ T(ln/2]) +n

T(n)=2T(n/2)+n

afviger inputstgrrelserne n; i knuderne pa et vilkérligt lag / kun med
plus/minus 2.

For alle de funktioner f, som vi mgder, gaelder f(n+ 2) = O(f(n)).

For sddanne funktioner far vi samme asymptotiske kgretid, nér
vi analyserer rekursionsligninger med og uden floors/ceilings.

Eksempler: i) For f(n) = n geelder f(n +2) = n+2 = O(n) = O(f(n)). ii) For f(n) = n® galder
f(n+2) = (n+2)? = n*+2n+4=0(n*) = O(f(n)). iii) For f(n) = log n geelder

f(n+2) =log(n+2) <log2n =1+ logn = O(log n) = O(f(n)). iv) For f(n) = 2" geelder
f(n42)=2""2=22.2"=4.2"= 0(2") = O(f(n)).
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Strassens algoritme
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Matricer (repetition)

Matrix = firkant af tal:

O N =
= o1 O
= N A

Ovenstaende er en 3 X 3 matrix.

| dag: alle matricer er n x n kvadratiske matricer. (Dvs. n angiver
sideleengden af matricerne.)
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Matricer

Plus for matricer:

1 6 4 3 21 T 77
2 5 7/ +(4 3 2|=1|? 177
9 11 5 4 3 [
1 6 4 3 21 1+3 6+2 4+1 4 8 5
2 5 7| +|4 3 2|=|2+4 543 7+2(=]|6 8 9
9 1 1 5 4 3 9+5 1+4 1+3 14 5 4
Tid? ©(n?).

Optimalt, da output er af stgrrelse n?.
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Matricer

Gange for matricer:

1 6 4 3 21 ?
2 5 7|14 3 2| = 7
9 1 1 5 4 3 777
1 6 4 3 2 7 ?
2—5—7F| - |4 3 % = |7 7 33
9 1 1 5 4 777

33=2-1+5-2+7-3

1 6 4 3 1 777
2 5 7| |4 2l =17 7 33
—i—+ 5 3 725 7

25=90-24+1-3+1-4
Tid? ©(n%). Optimalt?? Andre algoritmer??

4/11



Rekursiv algoritme for multiplikation?

Bemaerk:

J J
] s [ ]
Al | A2 Bu | B G | G2
A | A By | Bx Cn | G2
cAn Ay B I12 G | g2
A | Axn Bx I22 Cr | (2
A1+ Bio + A - By = Gip
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Rekursiv algoritme for multiplikation

e

B

I12

A21

A22

BQI

I22

Additionerne: Lokalt arbejde p&d n/2 x n/2 matricer. Tager

0((n/2)?) = ©(n?) tid.

Multiplikationerne: Rekursive kald til matrixmultiplikation p&d n/2 x n/2
matricer. (Base case: n =1 = multiplikation af tal.)

An
An
A
A

 Bi1 + A1z
Bio + Az
- Bi1 + Az
Bia + Az

Cu | G2
C21 C22
<By=Cnin
< By = (2
<By =G
< By =

T(n) =8T(n/2) + n?
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Rekursiv algoritme for multiplikation

T(n)=8T(n/2) + n?
Master theorem:

> o =log,(a) = log,(8) =3
» f(n)=n?

n? = 0(n* %) = Case 1

Det samme som den almindelige algoritme. @v.
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Strassen [1969]

Beregn:

Tid: ©((n/2)?) = ©(n?), da bide addition og subtraktion tager denne

tid.

S1 =B —Bx»
S» = A+ A
S3 = An + Ax
S4 = Bo1 — By
S5 = A+ Ax

S6 = Bi1+ Bx
S7=An—Ax
Sg = Bo1+ B
So = A1 — An

S10 = Bi1 + B2
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Strassen [1969]

Beregn:

P = A5
P> =53+ B
P3 =53+ B
Py =Ax-5;
Ps = 5556
Ps =55
P7 = Sg - S10

7 rekursive kald til matrixmultiplikation p&d n/2 x n/2 matricer.
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Strassen [1969]

Check nu at der gelder:

Ps + Py —

Ps+ Py —

Eksempel pa check:

P14+ Py=A11-51+ S5 By =A11- (B2 — Bx) + (A1 + Ar2) - B =

A1 - Bio + Aqz - Boo.

Dvs. output kan beregnes i O(n?) tid ud fra Py, ..

A -
A -
Aoy -
Aoy -

P>+ Ps =
P+ P,
P3+ Py
Ps— P, =

Bi1 + A1z -
Bir + A2 -
Bi1 + Ax -
Bio+ A -

An
Anl
Aoy
A

-Bi1 4+ A - Bx
B+ A - B
- Bi1 4+ Ax - Bn
- Bio + Az - By

., Pz, eftersom
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Strassen [1969]

T(n)=7T(n/2) + n?
Master theorem:

> o = log,(a) = log,(7) = 2.80735...
» f(n)=n?

n? = 0(n* %) = Case 1

Bedre end den almindelige algoritme!
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Dynamisk programmering
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Kombinatoriske optimeringsproblemer

Kombinatorisk struktur: En struktur opbygget af et endeligt antal
enkeltdele:

Kombinatorisk optimeringsproblem: man gnsker at finde en bedste
kombinatoriske struktur blandt mange mulige. Eksempel:

» Givet en samling legobrikker, hvad er den hgjeste mur af bredde 10,
som kan bygges?
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Kombinatoriske optimeringsproblemer

Kombinatorisk struktur: En struktur opbygget af et endeligt antal
enkeltdele. Eksempler:

» Rute fra A til B.

» Pakning af lastbil eller containerskib.

» Undervisningsskema.

» Produktionsplan for y ordrer og x produktionsmaskiner.
Kombinatorisk optimeringsproblem: man gnsker at finde den bedste
kombinatoriske struktur blandt mange mulige. Eksempler:

» Hurtigste rute fra A til B.

» Mest profitable pakning af lastbil eller containerskib.

» Undervisningsskema med mindst mulig undervisning efter kl. 16.

» Produktionsplan for y ordrer og x produktionsmaskiner med faerrest
overskridelser af leveringsfrister.
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Dynamisk programmering

Dynamisk programmering [Bellman, 1950-57]: en metode til at udvikle
algoritmer til kombinatoriske optimeringsproblemer.

Dynamisk programmering er et specialtilfzlde af Divide-and-Conquer
metoden—dvs. er en rekursiv metode, som opbygger Igsninger til stgrre
problemer ud fra Igsninger til mindre problemer.

Observation:

» Normalt i rekursive metoder: delproblemer typisk halvt s& store og
der er ingen gentagelser af delproblemer forskellige steder i
rekursionstraeet.

» Nogle rekursive metoder: Kald af delproblemer hvis stgrrelse kun er
reduceret med én. Der vil sd ofte opsta gentagelser af delproblemer
forskellige steder i rekursionstraeet, hvilket ofte g@r kgretiden
eksponentiel.
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Dynamisk programmering

Kernen i dynamisk programmering er fglgende idé:

» Lav en tabel over Igsninger pa delproblemer, sa disse kun skal Igses
én gang hver. Dette andrer normalt kgretiden fra eksponentiel til
polynomiel.

Mere generelt bruges begrebet dynamisk programmering om

» Udvikling af rekursive Igsninger for optimeringsproblemer, hvor nogle
delproblemer i rekursionen kun er reduceret O(1) i stgrrelse. Man
bruger s& idéen ovenfor til at implementere den rekursive Igsning
effektivt.

Den kreative del er at finde den rekursive beskrivelse af Igsningen. At
derefter bruge idéen ovenfor er ret ens fra problem til problem.
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Dynamisk programmering

Den kreative del er at finde den rekursive beskrivelse af Igsningen.

Fglgende er ofte en god angrebsvinkel:

1. Hvad kunne vare en god beskrivelse af stgrrelsen af et problem,
udtrykt ved ét, to eller evt. flere heltalsindekser? Det giver sa en
tabel med én, to eller flere dimensioner.

2. Analysér, hvordan en optimal Igsning for en given problemstgrrelse
ma bestad af en “sidste del” og “resten”, hvor man om “resten” kan
argumentere, at denne ma vaere en optimal Igsning for et mindre
problem af samme type. Derved kan fas en rekursiv beskrivelse af
Igsninger.

Den sidste egenskab kaldes, at der er “optimale delproblemer”.

Princippet forstas bedst gennem eksempler.
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Eksempel: Maltes problem

Malte 2018: En masse guldkaeder i overskud.

Foto: (©) Kaspar Wenstrup
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Maltes problem

Du har en guldkaede med n led. Den kan deles i mindre leengder (med n
led tilsammen, dvs. ingen led gér tabt). Guldsmeden kgber guldkaeder af
forskellige lengder til forskellige priser:

lengde i (antalled): [1 2 3 4 5 6 7 8 9
pris p; (1.000 kr.): |1 5 8 O 10 17 17 20 24

Hvordan skal du opdele din lange guldkade for at optimere din salgspris?

9 1+8=9 5+5=10 8+1=09

14+145=7 1+541=7 54+14+1=7 1+141+1=4

Der er 271 forskellige opdelinger, s& det er ikke en effektiv algoritme blot
at prgve dem alle.
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Optimale delproblemer

Enhver opdeling af en kade af leengde n m3 bestd af:
> Et sidste stykke af leengde k < n.
» En opdeling af resten, dvs. en opdeling af en kade af lengde n — k.
Observation (optimale delproblemer):
For en optimal opdelingen af kaeden af lengde n, ma opdelingen
af resten selv vaere optimal for en kaede af lengde n — k. For
hvis der fandtes en zgte bedre opdeling af resten, kunne man
bruge den i stedet og derved forbedre den optimale opdeling af
kaeden af leengde n.
Kald vzrdien af en optimal opdeling af en kade af leengde n for r(n).

Det er klart at r(0) = 0. Vi vil gerne finde r(n) for n > 0.
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Rekursiv formel for r(n)

Opsummering: en optimal opdeling T for lengde n bestar af:

> Et sidste stykke med laengde k < n.

» En optimal opdeling af resten, dvs. en optimal opdeling af en kaede
af leengde n — k.

Verdien r(n) af T er derfor lig px + r(n — k), sa det lugter af rekursion.

Men: vi kender desvarre ikke k!

10/17



Rekursiv formel for r(n)

Verdien r(n) af T er derfor lig px + r(n — k), sa det lugter af rekursion,
men vi kender desvaerre ikke k.

Derfor ggr vi sddan:

Lad T; (for i = 1...n) veere en opdelingen bestiende af et sidste stykke
af leengde i, samt en optimal opdeling af resten.

Vardien af T; er p; 4+ r(n—1i).
Ty har veerdi px + r(n— k) lige som T og er derfor optimal for lzengde n.

» S3 (mindst) én af Ty, T, Ts,...,T, er optimal for leengde n.

» Naturligvis kan ingen T; have en verdi bedre end optimal.

Heraf:

r(n) = max (p; + r(n— 1)), r(0)=0

X
1<i<n
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Beregne de optimale vardier
r(n) = max (p; + r(n — 1)), r(0) =0

Dvs. r(n) er (matematisk set) rekursivt defineret ud fra mindre instanser.

Er rekursion ogsa en god Igsning, algoritmisk set?

Man kan vise via induktion at der er 1 + (1 +2+4 4 ... + 27" 1) = 2"
knuder i rekursionstraeet. Sa kgretiden vil blive ©(2")

Problemet er gentagelser blandt delproblemers delproblemer.

12/17



Brug en tabel
Fokusér i stedet pa en tabel over vaerdien af de optimale Igsninger.
Start: r(0) =0

n 012345678910
re)ol TIT T T TP TTT]

Et felt kan fyldes ud via

r(n) = max (pi + r(n = 1))

hvis de foregdende felter er fyldt ud. Denne afhangighed kan vi illustrere:

n 012345678910

r(n) ﬂgélilg%

Deraf fglger, at vi kan beregne r(n) bottom-up, dvs. for stigende n.
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Kgretid
r(n) = max (p; + r(n — 1)), r(0)=0

1<i<n

n 012345678910

7(n):;§§§;i

Denne beregning kan laves med to simple for-loops (det ydre gar gennem

tabellen felt for felt, det inderste finder max for hvert felt):

rf0] =0
forn=1to N:
max = —o0
for i =1 ton:
x=p[il+r[n—1]:

if x > max:
max = x
r[n] = max

Tid: O(14+2+3+4+---+ N) = O(N?), hvor N er sidste index.
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Eksempel

Brug

r(n) = max (p; + r(n—1i)), r(0)=0

1<i<n

og priserne p;:

lengde i |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
pisp; | 1 5 8 O 10 17 17 20 24 26

til at udfylde tabellen over r(n) fra hgjre mod venstre:

n |01 2 3 4 5 6 7 8 9 10
r(ny [0 T 5 8 10 13 17 18 22 .25 .27
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Find selve Igsningen
Tallet r(n) er kun verdien af den optimale Igsning. Hvad hvis vi gerne vil
have selve Igsningen (de enkelte lzengder, guldkaeden skal brydes op i)?
Gem lzngden s(n) af det sidste stykke for en optimal Igsning for

lengde n. Dvs. gem det i som giver max i den rekursive ligning.

r(n) = 1rgl_agxn(p,- + r(n—1)), r(0)=0

Iaangdei‘l 2 3 4 5 6 7 8 9 10
pisp; |1 5 8 9 10 17 17 20 24 26

leengde n |01 2 3 4 5 6 7 8 9 10
optimal veerdi r(n) | 0 1 5 8 10 13 17 18 22 25 27
sidste leengde s(n) | O 1 2 3 2 2 6 1 2 3 2

Fglgende kode udskriver baglaens den optimale Whlle. n>0
print s[n]

Igsning (for f.eks. n = 10 er Igsningen 6, 2, 2): n=n—sn|
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Memoization

Rekursion: ©(2"). Struktureret tabeludfyldning: ©(n?)

Kan de to kombineres? Ja.

GULDKEDE(n)
if n=0 @
return 0
else if r[n] allerede udfyldt i tabel ®
return r[n] e’
else ‘
X = maxi<j<n(pi + GULDKZEDE(n — i)) @
r[n] = x Q

return x

En pil i figuren, der viser et delproblems afhangighed af andre, vil blive
en kant i rekursionstraeet preecis én gang (fgrste gang delproblemet n3s).

S3 samme kgretid ©(n?) og pladsforbrug ©(n) som for bottom-up
udfyldning af tabellen. Men nok en lidt darligere konstant i praksis.
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Dynamisk programmering

Flere eksempler
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Eksempel 1: Laengste fzlles delsekvens

Alfabet = mangde af tegn:
{a,b,c,...,z}, {A,C,G,T}, {0,1}

Streng = sekvens x;x2x3 . .. x, af tegn fra et alfabet:

helloworld
GATAAATCTGGTCTTATTTCC
00101100101010001111

Delsekvens = delmaengde af tegnene i streng, i uzendret raekkefglge:

QA TAA ATYXOT C
ocd
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Laengste falles delsekvens

Falles delsekvens for to strenge:

IR
Eller blot: A T TR TO

Leaengste felles delsekvens (Longest Common Subsequence, LCS):

For to strenge

X = X1X0X3 ... Xm
Y =y1y2y3---Yn
af leengde m og n, find en lengste felles delsekvens for dem.

Langden af denne kan ses som et mal for similaritet mellem strenge
(f.eks. dna-strenge). Bruges ogsé i vaerktgjer til at sammenligne filer.
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Rekursiv Igsning?

Vi vil arbejde pa at lave en rekursiv Igsning. Vi definerer derfor en
stgrrelse for del-problemer:

> X = xixox3...x;for1 << m.

> Yi=yiyoys...yjfor 1 <j<n.

> Xp og Yy er den tomme streng.

» lcs(i,j) er lengden af laengste faelles delsekvens af X; og X;.
Vi vil gerne finde Ics(m, n).
Mere generelt: Vi sgger en rekursiv formel for Ics(i, j).

Basistilfelde: Det er klart at lcs(0,j) = Ies(i, 0) = 0.
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Optimale delproblemer |

Formel for lcs(i, j):

Observation: en falles delsekvens Z for X; og Y; af leengde k bestar af

» Et sidste tegn z.

» Enstreng Z' = z12073...2zx_1 af leengde k — 1, som m3 vare en
feelles delsekvens af Xj_1 og Yj_1 (tegnene i Z skal komme i samme
rekkefglge som i X og Y, sa kun sidste tegn i Z har mulighed for at

vare x; og y;).

Observation (optimale delproblemer) for Case I:

Hvis Z er en laengste falles delsekvens for for X; og Y;, ma Z’ vaere
en lengste falles delsekvens af X;_; og Y;_1. For hvis der fandtes
en lengere falles delsekvens for X;_; og Yj_1, kunne den tilfgjes
tegnet x; (= y;) og blive en laengere falles delsekvens for X; og Y.

Y1Y3)ya -

Ti—1

Yj—1

&
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Optimale delproblemer |

Af observationen haves i Case | (x; = y;):

» les(i,j) =les(i—1,j—1)+1

» En lengste felles delsekvens for X;_; og Yj_; tilfgjet tegnet x; (=
y;) er en laengste falles delsekvens for X; og Y.

(D) (DUZSEEES

Ti—1

Yj—1

&

6/19



Optimale delproblemer [l

Formel for lcs(i, j): Case II: x; # y;

Observation: en falles delsekvens Z = z12,z3 . .. z for X; og Y; kan ikke
have z, vaerende en parring af x; og y; (da disse er forskellige).

S& Z ma veere en fzlles delsekvens for enten X;_1 og Y; eller for X; og
Yj—1 (eller evt. begge).

Observation (optimale delproblemer) for Case II:

Hvis Z er en leengste felles delsekvens for X; og Y;, m3 den vaere en
lengste falles delsekvens for enten X;_; og Y] eller for X; og Yj_1
(eller evt. begge). For hvis der fandtes en laengere felles delsekvens
for enten X;_; og Y eller for X; og Yj_1, ville denne ogsa vzere en
lengere faelles delsekvens for X; og ;.

@yr2x3@1) - Tie1 A E)T223@) - Ti-1\A
ViYAU)Ys oo+ Yi-1/C Vi@Yzya - Yi-1 C
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Optimale delproblemer [l
Lad T; vaere en lzengste falles delsekvens for X;_; og Y}, og lad T, vaere
en laengste feelles delsekvens for X; og Y;_;.

Af observationen i Case Il (x; # y;) haves, at blandt T; og T, er der
(mindst) én, som er en laengste falles delsekvens for X; og Y.

Ingen af Ty og T, kan vaere lengere end den lengste fxlles delsekvens
for X; og Y; (da de begge er delsekvenser af X; og Y;).

Sa af observationen haves i Case Il (x; # yj):
> lcs(i,j) = max(les(i — 1,j), les(i, j — 1))
» Hvis lcs(i — 1,j) > les(i,j — 1), er en laengste felles delsekvens for

Xi—1 og Yj ogsd en laengste fxlles delsekvens for X; og Y;. Et
symmetrisk udsagn galder for “<" og X; og Yj_1.

x2x3 cee Tyl A 5521'3 oo TN
y1Uy3ysa - Yi-1/C Yiy3ya - Yi-1 C
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Rekursiv formel for Ics(i, j)
Alt i alt har vi fundet flg. rekursive formel for lcs(i, j):
0 if i=0o0rj=0
les(i,j) = les(i—1,j—1)+1 if i,j>0and x; =y;
max(lcs(i — 1,j), les(i,j— 1)) if i,j > 0 and x; # y;
Den giver anledning til en naturlig, simpel rekursiv algoritme.

MEN: det er nemt at se at der er gentagelser blandt delproblemers
delproblemer.

S& samme delproblemer bliver gentagne gange beregnet forskellige steder
i rekursionstraeet, og kgretiden bliver meget darlig.

Kan evt. Igses med memoization: hav en tabel med plads til svaret pa
alle de mulige delproblemer lcs(i, j), og gem svaret, nar det er beregnet
fgrste gang. Siden, sl3 det bare op.

Dynamisk programmering: udfyld i stedet direkte denne tabel bottom-up
pa struktureret made.

9/19



Dynamisk programmering

Dynamisk programmering: udfyld tabel over Ics(i, ) bottom-up pa
struktureret made.

7 0f1]2 an 0 2 7 01
0 ofofofojofofO|l0O|] OO0 0|0
1 110 110
2 20 20 \
0 0 -
0 0
m m| 0 m| 0
0 if i=0o0rj=0
les(iyj) =< les(i—1,j—1)+1 if i,j>0and x; = y;

max(les(i — 1,j), les(i,j — 1))  if i,j > 0 and x; # y;
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Kgretid

Dynamisk programmering: udfyld tabel over Ics(i, ) bottom-up p3
struktureret made.

Nlo|1]2
olofolofoo]o]o
1]o0
2|0 \

0 -
0
m|o

Tabelstgrrelse: mn
Udfyld tabelindgang: O(max stgrrelse af rgde graf) = O(1).
Tid i alt: O(produktet af de to) = O(mn).
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Find en konkret Igsning
lcs(m, n) er leengden af en lengste falles delsekvens for X = X,,, og
Y=Y,

Hvis vi gerne vil finde en konkret falles delsekvens af denne leengde: Gem
for hvert felt i tabellen hvilken af de tre rgde pile som gav Ics(i, j)-vaerdien

i dette felt. j 0 1 2 3 4 5 6
i y ® D © 2+ ® @
0 %) o]l o o o] ol ol o
D S

«\O 0l 0 % ::1 1

2B ol *—% ::1 1| 2l
T T

3@ \\1 1| 2]en K\z 2

o7

4 B o] u| 1| 2| of3les
TN T T

e I
6 @\ o 1| 2| 2 3] 3|4
7 B N o TN 1

ol 1l 2] 2| 3[4

Fglg gemte pile baglens fra Ics(m, n). Nar en skra pil fglges er det en
Case |, og x; (=y;) udskrives. Ellers er den en Case Il, og intet udskrives.

| alt udskrives en leengste falles delsekvens for X og Y i baglaens orden i
tid O(m + n).
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Pladsforbrug for LCS

Nlo|1]2 n
o olofofo]ofo]ofo
Hvis vi kun skal bruge lengden af le&ng- 110
ste faxlles delsekvens, kan vi ngjes med 5|0 770
min{m, n} plads: G N L
0|
m|o
j 0 1 2 3 5
i y ® >0 © 2+ ® @
Hvis vi skal bruge en laengste felles 0 x| ol ol o o of of o
° . 1 1
delsekvens, ma vi gemme hele tabellen, R
- 2 B —1 | 2|2
dvs. bruge ©(mn) plads (da vi ikke o 1| N
> B . . of 1 1SR 2l 2
kender stien tilbage, ma vi gemme hele s N1 IR,
1 T T T
tabellen): s o | o 1N 2] ] 3
s @ BN
0 1 g 20 3| 3L 4]
75| o] 2 I

[Hirschberg gav i 1975 en metode til ogsé at opna dette med min{m, n}
plads, men det er ikke pensum i DM507.]
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Eksempel 2: Multi-Matrix-multiplikation

En p x g matrix A; og en g X r matrix A, kan multipliceres i tid O(pgr).
Resultatet er en p X r matrix.

j J

L
A I :z'- [ |
D Xq gxr pXr

Matrix-multiplikation er associativ:

A1 (Ax-A3) = (A1 Ax) - As
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Multi-Matrix-multiplikation

Matrix-multiplikation er associativ:
A1 (Az- A3) = (A1 A) - As
Men kgretiden er IKKE ens. Eksempel:

Ar Ao As
10 x 100 100x5 5 x50

(Az - As): 100 x 50
(Al . A2)Z 10 x5
Tid for A; - (As - As3) er + = 75.000

Tid for (Ay - Az) - As er + = 7.500
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Multi-Matrix-multiplikation

Spgrgsmalet:
For et produkt af n matricer

Al -Ay-Ase oo S A1 A,
med kombatible dimensioner

A A As An_1 Ap
PoXpr p1Xp2 p2XPp3 ... Pn-2XPn-1 Pn-1XPn

hvad er den billigste raekkefglge at gange dem sammen i?
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Beregningstraeer

Raekkefglge = parentes-saetning = binaert beregningstree:

Aq
A1 A3 A4

A2 A3 Al A2 A2 AB

A1(AzAs) (A1A2)As  A1((AzAs)Ay)
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Optimale delproblemer og rekursiv ligning

Lad m(i,j) veere prisen for bedste mide at gange A;, ..., Aj sammen pa.
Observation (optimale delproblemer):

Undertraeerne for roden af et optimalt tree mé selv vaere optimale

beregningstraeer.
Pris for rod:

Pris for venstre Pris for hgjre

undertrae: m(i, k) undertrae: m(k +1, )

Dimension af Dimension af

output af venstre output af hgjre

undertrae: pi—1 X px undertrae: px X p;
A A Apyr---Aj

Prgv alle placeringer af rod, dvs. alle split A;,..., Ax og Aks1,...,Aj:

0 ifi=j
min;§k<j{m(i, k)—&—m(k—|—1,1)—|— } if i<y

(i) = {

18/19



Tabel

Gentagelser blandt delproblemers delproblemer. Lav tabel og udfyld
systematisk. Malet er at kende m(1, n).

iy =1 © if =
J minj<i<i{m(i, k) + m(k +1,j) + }oifi<y
Nlil2]3]-|-| |n
1
2]
3

Tabelstgrrelse: O(n?).
Udfyld tabelindgang: O(max stgrrelse af rgde graf) = O(n).
Tid i alt: O(produktet af de to) = O(n?).

Find konkret Igsning: fglg de optimale valg bagleens.
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Gradige algoritmer
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Gradige algoritmer

Et generelt algoritme-konstruktionsprincip ( “paradigme”) for
kombinatoriske optimeringsproblemer.

Ideen er simpel: Opbyg Igsningen bid for bid ved hele tiden af valge,
hvad der lige nu ser ud som “bedste valg" (uden at taenke p3 resten af
Igsningen).

Dvs. man hdber p3, at lokal optimering giver global optimering.
Som pseudo-kode:

Start med en tom struktur S

While S ikke en Igsning:
Velg den byggeklods x, som ser bedst ud lige nu
S = S tilfgjet x

Return S

Mere precist kraeever metoden en definition af “det bedste valg lige nu”
(ogsa kaldet “det gridige valg”), samt et bevis for at gentagen brug af
dette ender med en optimal Igsning.
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Eksempel: et simpelt skeduleringsproblem

Input: en samling booking-gnsker for en ressource, hver med en starttid
og sluttid.

Output: en stgrst mulig mangde ikke-overlappende bookings.

— — —1 — | —
— — | [ ] [ ] [ ]
| m ] m ] I
O | O | O |
[— 1 mm O . 1
Tid

Her er 12 ikke-overlappende booking-gnsker.
Er 12 det maksimale antal for dette input?

Ja, men det er maske ikke nemt at se. Der er brug for en algoritme til at
finde det maksimale antal. Vi forsgger med den gradige metode.
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Eksempel: et simpelt skeduleringsproblem

Opgave: lav en definition af “gradigt valg".

Observation: En aktivitet x, som har overlap med de allerede valgte
aktiviteter i S, kan naturligvis ikke vaelges.

Forskellige forslag til at veelge blandt de tilbagevaerende aktiviteter uden
overlap:

» Den aktivitet, der er kortest.

» Den aktivitet, der overlapper feerrest andre (tilbagevaerende)
aktiviteter.

» Den aktivitet, der starter fgrst.

» Den aktivitet, der slutter fgrst.
For de tre fgrste forslag ovenfor kan man finde eksempler pa input, hvor
disse valg ikke ender i en globalt optimal Igsning (ggres til gvelserne).

Vi beviser nu, at det fjerde forslag virker (dvs. ender i en optimal Igsning
for alle input).
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Eksempel: et simpelt skeduleringsproblem

Gradigt valg: den som slutter fgrst (blandt de tilbagevaerende uden
overlap med allerede valgte). Som kode:

Sorter aktiviteter efter stigende sluttid
For hver aktivitet a taget i den raekkefglge:
If a overlapper allerede valgte aktiviteter:
Skip a
Else
Vealg a

H

Tid
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Analyse

Vi vil vise fglgende invariant:

Der findes en optimal Igsning OPT som indeholder de af
algoritmen indtil nu valgte aktiviteter.

N&r algoritmen er feerdig, fglger korrekthed af ovenstdende invariant:

Algoritmens valgte aktiviteter ligger inden i en optimal Igsning OPT.
Pga. algoritmens virkeméade vil alle ikke-valgte aktiviteter overlappe en af
de valgte. Altsad kan algoritmens Igsning ikke udvides og stadig veere en
Igsning. Specielt kan OPT ikke vaere stgrre end algoritmens valgte
Igsning, som derfor er lig med OPT.
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Analyse

Bevis for invariant ved induktion:

Basis:
Klart fgr fgrste iteration af for-lgkken (da ingen aktiviteter er valgt).

Skridt:

Lad OPT vare den optimale Igsning fra induktionsudsagnet fgr
iterationen. Vi skal vise at der findes en optimal Igsning OPT" i
induktionsudsagnet efter iterationen.

If-case: Her vaelger algoritmen intet nyt, sd OPT kan bruges som OPT".
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Analyse

Else-case:

Se pa aktiviteterne sorteret efter stigende sluttider: aj, ap, ..., a,. Lad a;
vaere algoritmens senest valgte aktivitet og lad a; vaere aktiviteten, som
valges i denne iteration.

Pga. invarianten indeholder OPT a;. | OPT kan a; ikke vaere den sidste
(for sa kunne OPT udvides med aj). Lad a, veere den naeste i OPT efter
aj. Da aj er den fgrste aktivitet (i ovenstaende sortering) efter a; som
ikke overlapper a;, ma j < k.

Hvis j = k kan OPT bruges som OPT'. Ellers skifter vi a; i OPT ud med
ai. Dette giver ikke overlap med andre aktiviteter i OPT (de stopper
enten fgr a; eller stopper efter a, - i sidste tilfelde m3 de starte efter aj
og dermed efter a;) og bevarer stgrrelsen. Vi har derfor efter
udskiftningen en ny optimal Igsning OPT’ som opfylder invarianten.

[NB: | fgrste iteration findes a; ikke, men vi kan satte j = 1 og sige
noget tilsvarende.] O

Kgretid: Sortering + O(n).
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Rygsaeksproblemet

Rygsak som kan baere W kg.
Ting med veerdi og vaegt.
Ting nr. i ‘ 3 4 5 6 7

1 2
Vaegt w; 4 6 2 15 7 4 5
Verdiv; |45 32 12 50 23 9 15

Mal: tag mest mulig vaerdi med uden at overskride vaegtgraensen.
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Rygsaeksproblemet

“Fractional” version af problemet (dele af ting kan medtages i
rygsekken) kan lgses med en gradig algoritme: valg tingene efter
aftagende “nyttefylde” = veerdi/veegt. Et simplet udskiftningsargument

viser, at den optimale Igsning kun kan vaere som den af algoritmen valgte.

NB: Denne gradige algoritme virker IKKE for 0-1 versionen af problemet
(hvor kun hele ting kan medtages):

20
50| 380
item 3 30] $120
¥
item 2 + 30 $120
20| $100 20| $100
item 1 30 + + 4
20 20| $100
M $60 m $60 m $60

$60 $100  $120 knapsack =5$220 =$160 =$180 =5$240
(a) (b) (©)

Eksempel pad at “gradige valg” ikke bare kan antages at virke for alle
problemer (lokal optimering giver ikke altid global optimering).
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Bitmgnstre

01101011j0001100101011011. ..

Bitmgnstre skal fortolkes for at have en betydning:

Bogstaver

Tal (heltal, kommatal)
Computerinstruktion (program)
Pixels (billedfil)

>
>
>
>
> Amplitude (lydfil)
>

Fokus i dag: bogstaver (og andre tegn).
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Repraesentation af tegn

En klassisk repraesentation: ASCII.

a: 1100001
b: 1100010
c: 1100011
d: 1100100

Alle tegn fylder 7 bits (fixed-width codes).
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https://web.alfredstate.edu/faculty/weimandn/miscellaneous/ascii/ASCII%20Conversion%20Chart.pdf

Huffman-koder

Er fixed-width kodning den kortest mulige repraesentation af en fil af
tegn?

Det kommer an pa filens indhold! Eksempel:

a b c d e £
Frequency (in thousands) 45 13 12 16 9 5
Fixed-length codeword 000 001 010 011 100 101
Variable-length codeword 0 101 100 111 1101 1100

Fixed-width version:

3-(45.000 + 13.000 + - - - + 5.000) = 300.000 bits

Variable-width version:

1-45.000 4+ 3-13.000 + --- 4+ 4 - 5.000 = 224.000 bits

@nske: kort(est mulig?) repraesentation af en fil. Sparer plads pa disk,
tid pa transport over netveerk.
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Prefix-kode = traeer
Kodeord = sti i binaert trae: 0 ~ g til venstre, 1 ~ ga til hgjre
Prefix-fri kode: ingen kode for et tegn er starten (prefix) af koden for et

andet tegn (= dekodning utvetydig). S& tegn svarer til knuder med nul
bgrn (blade).

a b c d e £
Frequency (in thousands) 45 13 12 16 9 5
Fixed-length codeword 000 001 010 o011 100 101

Variable-length codeword 0 101 100 111 1101 1100

(a) (b)
For en givet fil (tegn og deres frekvenser), find bedste variable-width

, find trae med lavest cost.

prefix-kode. Dvs. for Cost(tree) = |kodet fil

Optimale treeer kan ikke have knuder med kun ét barn (alle tegn i
undertraeet for en sddan knude kan forkortes med en bit, jvf. (a) ovenfor).

S3a kun knuder med to eller nul bgrn findes.
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Huffmans algoritme
[David Huffman, 1952]

Byg op nedefra (fra mindste til stgrste frekvenser) ved hele tiden at lave
flg. “gradige valg": sld de to deltraeer med de to mindste samlede
frekvenser sammen:

@ [£5] [e9] [c12] [B:13] [€16] [2:45] ®» o EE @
0, 1
[£5] [e9]
© @ @ o ®
0, 1 0, 1 0, 1
[£5] [9]

©
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Kgretid

Givet en tabel med n tegn og deres frekvenser laver Huffmans algoritme
» n — 1 iterationer.

(Der er n traeer til start, ét tree til slut, og hver iteration mindsker
antallet med preecis én.)

Ved at bruge en (min-)prioritetskg, f.eks. implementeret ved en heap, kan
hver iteration udfgres med:

» to ExtractMin-operationer
» én Insert-operation
» O(1) andet arbejde.

Hver prioritetskg-operation tager O(log n) tid.

S& samlet kgretid for de n iterationer er O(nlog n).
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Korrekthed

Resumé:

Huffmans algoritme vedligeholder en samling traeer F. Vaegten af et trae
er summen af hyppigheden i dets blade. | hvert skridt slar Huffman to
traeer med mindste vaegte sammen, indtil der kun er ét trae.

Vi vil bevise fglgende invariant:

Traeerne i F kan slds sammen til et optimalt tree.

N&r algoritmen stopper, indeholder F kun ét trae, som derfor ifglge
invarianten ma vare et optimalt trze.
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Korrekthed

Vi vil bevise fglgende invariant:

Trazeerne i F kan slds sammen til et optimalt tree.

Beviset er via induktion over antal skridt i algoritmen.

Basis: Ingen skridt er taget. Da bestdr F af n traeer, som hvert kun er et
blad. Disse er bladene i ethvert tree, og derfor ogsa i optimale traeer, sa
invarianten er oplagt opfyldt.

Induktionsskridt: antag invarianten er opfyldt fgr et skridt i algoritmen,
og lad os vise at den er opfyldt efter skridtet.
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Korrekthed

Lad traeerne i F (fgr skridtet) vaere ty, tp, ts, ..., tx i stigende orden.

Mere precist en orden, hvor der med hensyn til vaegt geelder

th <t <tz <<y,

og hvor algoritmen slar t; og t, sammen.

Ifglge induktionsantagelsen kan traeerne slds sammen til et optimalt trae.
Lad T veere toppen af dette tree—dvs. et trae, hvis blade er rgdderne i
t1, t, 3, .. ., k.

19/22



Korrekthed

Case 1: Rgdderne i t; og t, er sgskende i T.

Her kan den nye samling traeer (efter skridtet, hvor t; og t; sldes
sammen) stadig bygges sammen til det samme optimale trae naevnt i
invarianten fgr skridtet.

Sa invarianten geelder igen efter skridtet.
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Korrekthed

Case 2: Rgdderne i t; og t, er ikke sgskende i T.

Her vil vi finde et andet top-trae T’ (dvs. en anden sammenlaegning af
treeerne i F), som ogsd giver et optimalt tree, og hvor t; og t; er
sgskende. For dette optimale trae er vi i Case 1 og dermed fzerdige.

Vi finder T’ ud fra T siledes:

Se pa et blad i T af stgrst dybde. Da k > 2 (ellers var Huffman
algoritmen faerdig), har bladet en foraelder. Denne foraelder har mindst ét
undertrze, altsa har den to (i optimale traeer har ingen knuder ét
undertrae, som bemaerket tidligere). Dens andet undertrae m3a vaere et
blad, ellers er det fgrste blad ikke et dybeste blad.

Altsa findes to blade i T som er sgskende og begge er af stgrst dybde.
Lad disse indeholde rgdderne af t; og t;, med i < j.
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Korrekthed
Handling som giver T' fra T:

i g Ingen (da vi er i Case 1)
Mulige situationer: i J Byt t> og t;
ilyJ Byt t; og t;
i, J Byt t; og t;, samt t; og t;

For et byt af t; og t; geelder, at eftersom t;'s rod mindst har samme
dybde som t;'s rod, og den samlede frekvens af t; er mindst lige sa stor
som den samlede frekvens af t;, vil der vare flere tegn i filen, som far
kortere kodeord, end der er tegn som fér lengere kodeord. Desuden er
forandringerne i leengde af kodeord den samme for bade forlaengelse og
forkortelse (nemlig forskellen i dybde mellem t; og t;).

Sa den kodede fils lengde stiger ikke ved byt af t; og t;, dvs. traeet kan
ikke blive darlige ved byt af t; og t;.

Tilsvarende kan vises for et byt af t; og t;, og for et byt af t, og t;.

Da treet T fgr byt var optimalt, er treeet T’ efter byt ogsd optimalt. Og
t; og tp er sgskende i T', som gnsket. O
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Disjoint Sets
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Partition

En partition (dansk: disjunkt opdeling) af en maengde S er en samling
ikke-tomme delmaengder A;, i =1,..., k, som er disjunkte og tilsammen
udggr S:

A; # 0 for alle i
AiNA; =0 fori#j
AlUAU---UA =S

Eksempel:
{a,b,e}, {f}, {c,d,g, h} er en partition af {a, b,c,d, e, f,g, h}
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Datastrukturen Disjoint Sets

Disjunkte opdeling som datastruktur? Fglgende samling operationer har
vist sig relevante i mange anvendelser (herunder nogle senere i kurset):

FIND-SET(x):

Returner (en ID for) maengden indeholdende x.

UNION(x, y):
Sla {a,b,c,...,x} og {h,i,j,...,y} sammen til
{a7b7c""7X7h7i7j7"',y}'

MAKE-SET(x):
Opret {x} som en ny mangde (x m& ikke veaere element i andre

maengder).

NB: Vi har ingen krav til ID for maengder. Den skal blot vaere ens for alle
x i samme mangde (= vi kan checke om to elementer x og y ligger i
samme mangde).



Disjoint Sets implementeret via laenkede lister

Hver mangde er en lenket liste af elementer, ID for mangde er fgrste
element i listen:

T TTNETTT

» FIND-SET(x): returner (via header-pointer) fgrste element i listen.

> MAKE-SET(x): opret ny liste.

> UNION(x,y): sli lister sammen, behold én header, &ndrer alle
header-pointere i den anden liste.
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Disjoint Sets implementeret via laenkede lister

Kgretid (n er antal elementer, dvs. antal MAKE-SET udfgrt)?

mEEE - T

TTTIY

» FIND-SET(x): returner (via header-pointer) fgrste element i listen:
Oo(1).

» MAKE-SET(x): opret ny liste: O(1).

» UNION(x,y): sla lister sammen, behold én header, sndr alle
header-pointere i den anden liste: O(n).

Naiv analyse: n MAKE-SET, op til n — 1 UNION, og m FIND-SET koster
O(m+ n?).
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Disjoint Sets implementeret via lankede lister, version 2

ICTTTTIT

> FIND-SET(x): returner (via header-pointer) fgrste element i listen:
O(1).

» MAKE-SET(x): opret ny liste: O(1).

» UNION(x,y): sla lister sammen, behold header af lengste liste,
@&ndr alle header-pointere i korteste liste: O(n).

Observér at nu galder: en knude kan kun zndre sin header-pointer log n
gange, da stgrrelsen af dens maengde hver gang vokser mindst en faktor
to (1-2K<n< k <logn).

Sa bedre analyse: n MAKE-SET, op til n — 1 UNION, og m FIND-SET
koster O(m + nlogn).
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Disjoint Sets implementeret via traeer

Hver mangde er et tree med elementer i knuder, rod er ID for maengde:

)

SN

(h, e
)
‘b/

(f)
c/‘\d'
N
S

(a) (b)

o »&%‘\D

» FIND-SET(x): ga til rod.
» MAKE-SET(x): opret nyt tree.
> UNION(x,y): gor rod af ét trae til barn af andet tree.
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Disjoint Sets implementeret via traeer, version 2

Union by rank: Tilfgj et heltal (kaldet rank) til alle rgdder. Seettes til 0
ved nye traeer (under MAKE-SET(x)). Rank kontrollerer foraldre-barn
beslutningen ved UNION(x, y): rod med stgrst rank far den anden rod
som barn. Ved ens rank, lad y fa x som barn og @gg y's rank med 1.

Path compression: Under FIND-SET(x), szt alle passerede knuder op
som bgrn af roden. Eksempel med FIND-SET(a):

1/’ 7
h ——
e
g

Union by rank og path compression = meget tet pd O(m + n) tid. Mere
pracist O(m - a(n) + n), hvor a(n) er en meget langsomt voksende
funktion.

Funktionen a(n) samt beviset for kgretiden findes i afsnit 19.4, som ikke
er pensum (gennemgas i et senere kursus pa datalogistudiet).
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Disjoint Sets implementeret via traeer, version 2

Pseudokode (med union by rank og path compression) er forbavsende

simpel:
MAKE-SET(x) UNION(x, y)
X.p=x LINK (FIND-SET(x), FIND-SET(y))
x.rank = 0

FIND-SET(x)
if x # x.p
x.p = FIND-SET(x.p)
return x.p

LINK(x, y)
if x.rank > y.rank
y.p=x
elsex.p =y

// If equal ranks, choose y as parent and increment its rank.
if x.rank == y.rank
y.rank = y.rank + 1
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Grafer og graf-gennemlgb
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Grafer

2/37



Grafer

En mangde V af knuder (vertices). Ofte V C N.
En maengde E € V x V af kanter (edges). Dvs. par af knuder.

4;»@ 3 1 2 3
@ G 6 4\5
~
(a) (b)

» Orienterede grafer: kanter er ordnede par (se (a) ovenfor).

» Uorienterede grafer: kanter er uordnede par (se (b) ovenfor).

> Vagtede grafer: hver kant har et tal tilknyttet (ikke vist).
> Notation: n=|V|, m = |E]|.

» Bemark at 0 < m < n? for orienterede grafer og
0 < m < (n? + n)/2 for uorienterede grafer.

Laes yderligere om graf-terminologi i de to fgrste sider af appendix B.4 i

lerebogen.
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Grafer

Modeller for utroligt mange ting:

» Ledningsnet (telefon, strgm, olie, vand,...).
Vejnet (vejkryds er knuder, veje mellem kryds er kanter)

Venner pa SoMe.

WWW-sider.

>

| 4

> Fglgere pa SoMe.
>

» Medforfatterskaber.

‘IHQ 3 1 2 3

(a) (b)
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Masser af algoritmiske spgrgsmal pa grafer

Nogle eksempler pa algoritmiske spgrgsmal pa grafer:

»

>
>
>

v

Hvordan repraesentere grafer pa en computer (datastruktur)?
Findes der en sti mellem to angivne knuder?
Hvad er en korteste sti mellem to angivne knuder?

Hvad er en mindste delmangde af kanter, som stadig holder alle
knuder forbundet?

Hvad er en stgrste delmangde kanter, som ikke deler knuder?
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Eksempel pa algoritmisk spgrgsmal
Findes der findes en sti mellem to givne knuder?
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Datastrukturer for grafer

Adjacency lists og adjacency matrix

L N
- o o = o|~=
- —— 0 =[N
S - o = o|w
- o = = o|&
S = o = =|u

(©)
Adjacency lists: listen for u indeholder v for alle kanter (u,v) € E.
Knuder er repraesenteret som heltal mellem 1 og n (eller 0 og n —1).
Plads: O(n+ m) for adjacency lists, O(n?) for adjacency matrix.

Hvis ikke andet oplyses, bruges adjacency lists repraesentationen i
algoritmer i dette kursus. Ogsa lang mest udbredt i praktiske
sammenhzaenge.

En kant i en uorienterede graf reprasenteres som to orienterede kanter
(s& mht. implementation er uorienterede grafer bare et specialtilfaelde af
orienterede grafer).
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Grafgennemlgb
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Grafgennemlgb

Opgave: Givet en graf i adjacency lists repraesentation, besgg alle knuder
og kanter. Malet er, at undersgge forskellige egenskaber for grafen.

Generel ide: Besgg en startknude s. Brug derefter kanter i nabolisterne
for besggte knuder til at besgge flere knuder.

Marker knuder undervejs for at holde styr pa processen:

» Hvide knuder: endnu ikke besggt
» Gra knuder: besggt, men ikke alle kanter i naboliste brugt
» Sorte knuder: besggt, alle kanter i naboliste brugt
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Grafgennemlgb

Generisk algoritme til grafgennemlgb:

GENERICGRAPHTRAVERSALL(s)
Ggr s gra og resten af knuderne hvide
while der findes gra knuder:
valg en grd knude v
if v's naboliste er brugt op
gar v sort
else
velg en ubrugt kant (v, u) fra v's naboliste
if u hvid:
gor u gra

En knudes livs-cyklus: hvid — grd — sort. Nar algoritmen stopper, er
alle knuder enten hvide eller sorte.
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Grafgennemlgb

Vi skal senere i kurset mgde tre varianter, som har forskellige
for at veelge naeste kant (v, u) at bruge, dvs. for valgene (*):

strategier

GENERICGRAPHTRAVERSAL1(s)
Ggr s gra og resten af knuderne hvide
while der findes gra knuder:
velg en grad knude v (*)
if v's naboliste er brugt op
gor v sort
else
valg en ubrugt kant (v, u) fra v's naboliste (*)
if u hvid:
gor u gra

» Breadth-First-Search (BFS)
» Depth-First-Search (DFS)
» Priority-Search (Dijkstras algoritme, A*)
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Hvor langt nar vi rundt i grafen?

Vi nar alt, som kan nas fra s:

Saetning: Hvis der er en sti fra s til v, vil v vare sort (og dermed
besggt) ndr GENERICGRAPHTRAVERSALL(S) stopper.

Bevis: Nar algoritmen stopper, er alle knuder enten hvide eller sorte. Da
s startede grd, ma den nu vzere sort.

Alle andre knuder startede hvide. Antages at v stadig er hvid, ma der
vaere mindst én kant (u, w) pa stien med u sort og w hvid. Men u kan
kun veere sort hvis (u, w) er blevet brugt, hvorved w blev gra og nu m3
vaere sort. S3 antagelsen kan ikke galde og v ma derfor veere sort. O
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For at nd rundt i hele grafen:

GENERICGRAPHTRAVERSALGLOBAL()
Ggr alle knuder hvide
for alle knuder s:
if s hvid:
GENERICGRAPHTRAVERSAL2(S)

GENERICGRAPHTRAVERSAL2(s)
Ggr s gra eg—resten—afknudernehvide
while der findes gra knuder:
velg en gra knude v (*)
if v's naboliste er brugt op
gar v sort
else
velg en ubrugt kant (v, u) fra v's naboliste (*)
if u hvid:
gor u gra

Hvis (*) tager tid O(1), er samlet kgretid O(n+ m). [En kant kan kun
velges én gang, sa alt arbejde udfgrt i else-del tager O(m) tid i alt.
Resten tager O(n) tid i alt.]
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Hvor langt nar vi rundt i grafen per kald?

Saetning: Hvis der ved starten af et kald til
GENERICGRAPHTRAVERSAL2(s) er en sti fra s til v bestdende af hvide
knuder (inkl. v), vil v vaere sort (og dermed besggt) nar
GENERICGRAPHTRAVERSAL2(s) stopper.

Bevis: Observer, at fgr og efter hvert kald til
GENERICGRAPHTRAVERSAL2(s) er alle knuder enten hvide eller sorte.
Derfor kan det samme bevis som for GENERICGRAPHTRAVERSAL1(S)
bruges. 0
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Husk hvem der opdagede hvem:

N3r en knude u (# s) besgges fgrste gang, gemmer den i variablen u.7
knuden, som opdagede u (kaldet u's predecessor). Bemaerk, at u.7 hgjst
bliver sat én gang (efter initialisering til NIL), da u ggres grd samtidig.

GENERICGRAPHTRAVERSALGLOBALWITHPARENTS()
Ggr alle knuder hvide og szt deres 7 til NIL
for alle knuder s:
if s hvid:
GENERICGRAPHTRAVERSAL3(s)

GENERICGRAPHTRAVERSAL3(s)
Ggr s gra
while der findes gra knuder:
velg en grad knude v (*)
if v's naboliste er brugt op
gor v sort
else
valg en ubrugt kant (v, u) fra v's naboliste (*)
if u hvid:
gor u gra
set u.r lig v
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Husk hvem der opdagede hvem:

Satning: De knuder, som er opdaget (gjort ikke-hvide) i et kald
GENERICGRAPHTRAVERSAL3(s), udggr et trae med s som rod og 7 i
opdagede knuder som parent pointers. For hver sti fra en knude v til
roden i traeet findes den samme sti i grafen, men i modsat retning (fra s
til v).

Bevis: Det er nemt at se, at dette udsagn er en invariant som
vedligeholdes under kgrslen af GENERICGRAPHTRAVERSAL3(s). O

Bemaerk:

» | GENERICGRAPHTRAVERSALGLOBALWITHPARENTS() kaldes
GENERICGRAPHTRAVERSAL3(s) gentagne gange. Hvert kald giver
ét tree.

» Traeerne fra forskellige kald deler ikke knuder (en knude kommer kun
med i et trae, hvis den er hvid, og bagefter er den ikke-hvid).

» Tilsammen indeholder treerne alle knuder i grafen (kun hvide
knuder er ikke med i et trae, men alle knuder er sorte til sidst).
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Bredde-Fgrst-Sggning (BFS)

Strategi: Hold de gr3 knuder i en K@, brug nabolister op med det samme.
Tilfgj ogsa en variabel v.d til alle knuder v (d for distance.)

Mest brugt er versionen uden GLOBAL-del (for BFS er vi ofte mere
interesserede i ét bestemt s fremfor at komme hele grafen rundt):

BFS(G, s)

1 for each vertex u € G.V — {s}
2 u.color = WHITE
3 u.d =00
4 u.m = NIL
5 s.color = GRAY
6 s.d=0
7
8
9

§.7w = NIL
0=10 Invariant:
10 i’ﬂﬁf‘;‘fﬁ%” kg = alle grd knuder.
11 u = DEQUEUE(Q)
12 for each v € G.Adj[u]
13 if v.color == WHITE
14 v.color = GRAY
15 vd =u.d+1
16 VT = U
17 ENQUEUE(Q, v)

18 u.color = BLACK
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Bredde-Fgrst-Sggning (BFS)

Eksempel:
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Bredde-Fgrst-Sggning (BFS)

For BFS kan satningen om GENERICGRAPHTRAVERSAL3(s) udvides til
ogsa at sige noget om veardierne af v.d:

Satning: De knuder, som er opdaget (gjort ikke-hvide) i et kald
GENERICGRAPHTRAVERSAL3(s), udggr et trae med s som rod og 7 i
opdagede knuder som parent pointers. For hver sti fra en knude v til
roden i traeet findes den samme sti i grafen, men i modsat retning (fra s
til v) og v.d er lig antal kanter pd denne sti.

Bevis: Det er nemt at se, at dette udsagn er en invariant som
vedligeholdes under kgrslen af BFS(G,s). O

Bemaerk, at v.d hgjst bliver sat én gang (efter initialisering til c0): v.d
saettes kun, ndr v er hvid, og v ggres ikke-hvid samtidig med at v.d
saettes.

Bemaerk ogsa, at de ikke-hvide knuder er dem, hvor v.d # co (dvs. dette
er en invariant).
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Egenskaber for BFS

Kgretid: O(n + m).

Beviset er det samme som under GENERICGRAPHTRAVERSALGLOBAL,
da valgene (*) i BFS tager O(1) tid. | BFS bruger man som sagt ofte
kun at kalde pd én startknude s, dvs. uden at bruge GLOBAL-delen. Men
kgretiden kan kun falde ved dette.

Definition: Vi definerer §(s, v) som leengden af en korteste sti, malt i
antal kanter, fra startknuden s til knuden v. Findes ingen sti, defineres
d(s,v) = 0.

Saetning: Nar BFS stopper, galder v.d = §(s, v) for alle knuder.

Dvs. BFS kan finde korteste veje (malt i antal kanter) fra s til alle v.
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Bevis for satning

De mulige vaerdier for 6(s,v) er 0,1,2,3,... samt oco.

For knuder v med 4(s, v) = oo findes der ikke en sti fra s til v. S3 kan v
ikke vaere opdaget (som vist tidligere er der en sti i grafen fra s til alle
opdagede knuder). Derfor kan vaerdien v.d = oo sat under initialisering
ikke andres, s nar BFS stopper, gelder v.d = (s, v) for disse knuder.

For resten af knuderne er d(s, v) =i < co. For dem viser vi, via
induktion pa i/, at

o(s,v)=1i
I
v.d = d(s,v) nar BFS stopper

Tilsammen giver dette szetningen.
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Observationer

1. Pga. virkemé&den for en kg vil BFS-algoritmen for i = 0,1,2,3,...
udtage alle knuder med d-veerdi lig i mens den indsaetter alle knuder
med d-vaerdi lig i + 1 (og derefter fortsaetter den med naeste veerdi
for /).

Heraf ses, at d-veerdierne for de udtagne knuder stiger monotont.

2. Vi ved allerede at (s, v) < v.d, eftersom vi tidligere har vist, at der
er en sti af leengde v.d i grafen, ndr v.d < oo (dvs. nér v er
ikke-hvid), og eftersom udsagnet er klart, nér v.d = oo
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Induktionsbevis
Basis (i = 0): Hvis d(s,v) =0 er v =s. BSF satter s.d = 0.
Induktionssskridt (i > 0):
Vi antager, at (s,v) =i —1= v.d = J(s, v), og skal vise at
d(s,v) =i=v.d =0(s,v).

Hvis d(s, v) = i, eksisterer en sti fra s til v af leengde i. For naestsidste
knude u p3 denne sti gaelder §(s, u) =i — 1 (hvis u havde en kortere vej,
ville v ogsé have det).

Fra induktionsantagelsen har vi u.d = 6(s, u). Da u blev taget ud af
kgen, var v (en nabo til u) enten uopdaget (hvid) og bliver nu opdaget
af u, eller v var allerede opdaget fra en knude t, som derfor allerede var
taget ud af kgen og derfor (via observation 1) har t.d < u.d.

| BFS tildeles v en d-vaerdi, som er én stgrre end d-vaerdien af knuden,
som opdager den.

S& hvad enten v bliver optaget af u eller v, bliver v.d derfor sat til hgjst
ud+1=0(s,u)+1=(i—1)4+1=i=0d(s,v). Vived (via
observation 2) at v.d er mindst 6(s, v). | alt har vi v.d = (s, v). O
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Dybde-Fgrst-Sggning (DFS)

Strategi: Hold de gra knuder i en STAK, avancer minimalt i nabolisten
hver gang vi kigger pd en knude.

Stakken er implicit i den rekursive formulering nedenfor (dvs. er lig
rekursionsstakken), men kan ogsa kodes eksplicit. Mere pracist:
elementerne pd stakken er de grd knuder, hver med en delvist gennem-
Igbet naboliste, nemlig gennemlgbet i for-lgkken i DFS-VISIT. [Bemaerk:
koden til venstre svarer til GLOBAL-delen i terminologien fra tidligere.]

DFS tilfgjer ogsa timestamps u.d for “discovery” (hvid — grd) og u.f for
“finish” (gra — sort) til alle knuder u. [u.d er ikke “distance” i DFS.]

DFS(G)

1
2
3
4
5
6
7

for each vertex u € G.V
u.color = WHITE
u.mw = NIL

time = 0

for each vertex u € G.V
if u.color == WHITE

DFS-VISIT(G, u)

DFS-VIsIT(G, u)

—

[=RN-RCEE e NV R S

time = time + 1 // white vertex u has just been discovered
u.d = time
u.color = GRAY
for each v € G.Adj[u] // explore edge (u,v)
if v.color == WHITE
VT =U
DFS-VIsIT(G,v)
u.color = BLACK // blacken u; it is finished
time = time + 1
u.f = time
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Dybde-Fgrst-Sggning (DFS)

Eksempel:
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Egenskaber

Kgretid: O(n+ m).

Beviset er det samme som under GENERICGRAPHTRAVERSALGLOBAL,
da valgene (*) i DFS tager O(1) tid.

Observér:

» Discovery (hvid — grd) af v = st v.d = kald af DFS-VISIT p3 v
= PUSH af v p3 stakken.

» Finish (gra — sort) af v = sat v.f = retur fra kald af DFS-VisIT
pd v = POP af v fra stakken.

Vardien v.7m settes ved kald af DFS-VISIT pd v. Af dette, samt
ovenstdende, fglger at:

> Kanterne (v.m, v) udggr preecis rekursionstraeerne for DFS-VISIT
(ét tree for hvert kald fra DFS).
» Intervallet [v.d, v.f] er den periode v er pa stakken.

» Knuden v er gra hvis og kun hvis den er pa stakken.
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Egenskaber

Af maden en stak virker: Hvis to knuder u og v pa et tidpunkt er pa
stakken samtidig, og v er gverst, md v poppes fgr u kan poppes.

Intervallet [v.d, v.f] er den periode v er pa stakken. Det fglger derfor, at
for alle par af knuder u og v m3 intervallerne [u.d, u.f] og [v.d, v.f]
enten vere disjunkte (u og v var aldrig p3 stakken samtidig) eller det ene
interval m3 vaere helt indeholdt i den andet (v og v var p3 stakken
samtidig, knuden med det stgrste interval kom pa fgrst).

Discovery- og finish-tider er derfor nest-
ede som parenteser er det.

12345678 910111213141516

CEOEEDINVWWI ) 6w
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Egenskaber

N&r en kant (u, v) undersgges fra u (hvilket betyder, at u er gverst pa
stak) haves flg. cases:

1. tree-kanter: v hvid.
2. back-kanter: v er gra (er pa stak).

3. forward-kanter: v er sort (den er ikke laengere pa stak, men har
varet det sammen med u).

4. cross-kanter: v er sort (den er ikke leengere pa stak, og har ikke
vaeret det sammen med u).

y z s '
306 29 1/10 aine
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Egenskaber

| lidt stgrre detalje:

N&r en kant (v, v) undersgges fra u haves flg. cases:

1. tree-kanter: v hvid. Her er u.d < v.d =nu < v.f < u.f.

2. back-kanter: v er gra (er pa stak — det m3 veere under u, som er
toppen af stakken (evt. u = v hvis self-loop)). Her er
v.d < ud<nu<uf<v.f.

3. forward-kanter: v er sort (den er ikke lengere pa stak, men har
vaeret det sammen med u). Her er u.d < v.d < v.f <nu < u.f.

4. cross-kanter: v er sort (den er ikke leengere pa stak, og har ikke
vaeret det sammen med u). Herer v.d < v.f < u.d < nu < u.f.

Bemaerk, at disse cases kan genkendes, ndr en kant undersgges under
DFS, nemlig via hvid/gré/sort-farvningen samt (for case 3 og 4)
d-veerdierne i kantens to knuder (og vi ser ovenfor, at disse d-veerdier er
blevet sat, nar kanten undersgges).

31/37



Egenskaber

For uorienterede grafer er der kun tree-kanter og back-kanter (safremt en
kant kategoriseres, fgrste gang den undersgges fra én af dens ender).

Dette fglger af, at u allerede ma vaere blevet undersggt fra v hvis v er
sort (hele nabolisten er gennemlgbet) og kanten (v, u) ma derfor allerede
vaere kategoriseret. Derved kan case 3 og 4 ikke opsta.

1. tree-kanter: v hvid.

2. back-kanter: v er gra (er pa stak).

3. forward-kanter: v er sort (den er ikke lengere pa stak, men har
vaeret det sammen med u).

4. cross-kanter: v er sort (den er ikke lengere pa stak, og har ikke
vaeret det sammen med u).
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Hvid-sti lemma

Hvid-sti lemma:

Hvis findes en sti af hvide knuder (inkl. w) fra u til w til tid
u.d, da gaelder u.d < w.d < w.f < u.f.

Beuvis:

Da stien er hvid til tid u.d, gelder u.d < v.d for alle knuder v pd stien.
Af parentesstrukturen for d- og f-tider gaelder s& enten 1)
ud<vd<v.f<ufeller?2)uvd<uf<vd<v.f.

Antag, at 2) forekommer, og lad y vaere den fgrste knude p3 stien, som
opfylder 2) med y indsat pa v's plads. Da har y en forgaenger x, som
opfylder 1) med x indsat pa v's plads [evt. er x lig u, som jo opfylder 1)].
Men pga. kanten (x,y) m3 y opdages inden tid x.f, hvilket er i modstrid
med at y opfylder 2). O
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DAGs og topologisk sortering

DAG = Directed Acyclic Graph. En orienteret graf uden kredse (cycles).
Bruges ofte til at modellere afhaengigheder. Eksempel:

(Wateh) 9110

Topologisk sortering af en DAG: en linezr ordning af knuderne sa alle
kanter gar fra venstre til hgjre.

= >
o @5 ) o) @) o) i) > i)

1718 11716 12/15 13/14 9/10 18 67 2/5 3/4

35/37



DAGs og topologisk sortering

Lemma: En orienteret graf har en kreds (cycle) < der findes back-edges
under et DFS-gennemlgb.

Beuvis:

=: DFS (med GLOBAL ydre loop) opdager alle knuder. Se p3 fgrste
knude v i kredsen som bliver grd. Dvs. at til tid v.d er alle andre knuder
hvide.

Af hvid-sti lemmaet fas s& v.d < u.d < u.f < v.f for den sidste knude u
i kredsen (som peger pa v), hvorved kanten (u, v) erklaeres en backedge
(v er gra, nar denne kant undersgges).

<: Nar en back-edge findes: Der er en kreds af nul eller flere trackanter
(mellem knuder, som lige nu er pa stakken) og én back-kant.
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DAGs og topologisk sortering

Lemma: For en kant (v, v) geelder u.f < v.f < kanten er en back-edge.

Bevis: Check de fire cases for kanter (tree, back, forward, cross) og deres
ordning af u.f og v.f, se tidligere slide.

Korollar til to foregdende lemmaer: Graf er en DAG < DFS finder ingen
back-edges < ordning af knuder efter faldende finish-tider giver en
topologisk sortering.

Sa fglgende algoritme finder en topologisk sortering i en DAG:

TOPOLOGICAL-SORT(G)

1 call DFS(G) to compute finishing times v.f for each vertex v
2 as each vertex is finished, insert it onto the front of a linked list
3 return the linked list of vertices

Tid: O(n+ m).
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Sammenhangskomponenter i grafer
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fEkvivalensrelationer

Repetition:

En relation R pa en mangde S er en delmaengde af S x S. Nar
(x,y) € R siges x at st3 i relation til y. Ofte skrives x ~ y , og
relationen selv betegnes *“

En relation er en zkvivalensrelation hvis der for alle x,y,z € S geelder:
> X ~ X.
> X~y =y~X
> X~ yANy~zZ=Xxr~2Z.

En xkvivalensrelation deler S i disjunkte delmaengder (hver bestdende af
elementer som er i relation til hinanden, men ikke til andre elementer), og
kaldes derfor ogsa en partition.
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Fkvivalensrelationer pd en grafs knuder
Uorienterede grafer:

For v,ue V:
v ~ u < der er en (uorienteret) sti mellem u og v

Ses let at veere en akvivalensrelation, si giver en partition af grafens
knuder V. Her er en graf med en partition af stgrrelse tre:

AN

4 5) 6

Partitions maengder kaldes grafens sammenhangskomponenter (CC'er).

Finde dem? Via DFS eller BFS med GLOBAL ydre loop. Hvert kald fra
ydre loop opdager pracis knuderne i én sammenhangskomponent (fra
tidligere satninger om GENERICGRAPHTRAVERSAL2/3(s) ses, at et
kald opdager pracis de knuder, som kan nds fra s via en sti af hvide
knuder pa tidspunktet for kaldet). Tid? O(n+ m).

3/13



Anvendelser af at finde sammenhangskomponenter

Eksempler:

» Er et elektrisk netvaerk forbundet, sd strgm kan nd alle vegne rundt?

> Find regioner i billeder med en bestemt type farve (jvf. "magic
wand” tool i Photoshop), billedanalyse.

» Analyse af sociale netvaerk.
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Fkvivalensrelationer pd en grafs knuder

Orienterede grafer:
For v,u e V:
der er en (orienteret) sti fra u til v

veu o & 0G

der er en (orienteret) sti fra v til u

Ses let at vaere en akvivalensrelation, sa giver en partition af grafens
knuder V. Her er en graf med en partition af stgrrelse fire:

Partitions maengder kaldes grafens staerke sammenhangskomponenter
(SCC’er). Finde dem?
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Anvendelser af at finde staerke sammenhangskomponenter

Eksempler:

» For vej-netvaerk bgr antallet af staerke sammenhangskomponenter
vaere én, ellers opstar "black holes”, hvor kgretgjer fanges.

» Den ergodiske hovedsetning for Markov kaeder (graf-model for
mange stokastiske processer—bl.a. Google's Pagerank er baseret pa
begrebet Markov kaeder) har to betingelser, hvoraf den ene er, at
antal staerke sammenhangskomponenter i grafen er én.

» Problemet 2-CNF-SAT kan Igses tid via algoritmer til at finde staerke
sammenhangskomponenter. En del problemer, f.eks. indenfor VLSI
(computer chip) design, data clustering og scheduling, kan
modelleres som instanser af 2-CNF-SAT.
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Finde staerke sammenhangskomponenter

Algoritme: [Sharir 1981, Kosaraju]

SCC(G)
call DFS(G) to compute finishing times u.f for all u
compute GT
call DFS(G™), but in the main loop, consider vertices in order of decreasing u.f
(as computed in first DES)
output the vertices in each tree of the depth-first forest formed in second DFS
as a separate SCC

Her er GT grafen G med alle kanter vendt.

Tid? O(n+ m).
Korrekthed?
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Korrekthed af SCC algoritme

Saetning:

Algoritmen SCC ovenfor er korrekt, dvs. traeerne returneret
fra det andet kald til DFS repraesenterer praecis G's SCCer.

Bevis: Over de naste sider.

Bemaerk fgrst, at

Dererenstiu~viG < Dererenstiv~ uiG’
Heraf fglger

uogvisammeSCCiG < wogvisammeSCCiGT

S3 G og GT har de samme SCCler.
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Korrekthed af SCC algoritme

For en knudemaengde C C V defineres f(C) = max,ec v.f (hvor v.f
angiver tiden fra fgrste DFS i SCC-algoritmen).

Lemma 1:

Hvis C, C’ er to forskellige SCC'er i G, og (x,y) er en kant i
G med x € Cogy € C', da glder f(C) > f(C).

Bevis for Lemma 1 gives pa naste side.

Da GT er G med alle kanter vendt, og da SCC'erne er de samme i GT
og G, kan lemmaet ogsd formuleres séledes:

Lemma 2:

Hvis C, C’ er to forskellige SCC'er i G, og (x,y) er en kant
i GT med x € Cogy € C', da gzlder f(C) < f(C').
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Korrekthed af SCC algoritme

Bevis (Lemma 1):
Lad u veere den fgrste knude i C U C’ som opdages.

Case 1: u € C. Her er der en sti fra u til w for alle w € CU C’, s3
udsagnet fglger af hvid-sti lemma.

Case 2: u € C'. Her er der en sti fra u til w for alle w € C’, s3 af
hvid-sti lemma fglger f(C') = u.f.

Antag, at der fandtes en knude v € C med v.d < u.f. Da u.d < v.d
(eftersom u var den fgrst opdagede i C U C’) giver parentesstrukturen for
d- og f-tider at u.d < v.d < v.f < u.f. Dvs. at v og u er pa stakken
samtidig, med v gverst (push’et senest). Da det er en invariant under
DFS, at der i grafen findes en sti mellem knuderne pa stakken (fra
tidligere til senere push'ede knuder), ville dette betyde en sti fra u € C’
til v € C. Sammen med kanten (x, y) ville dette medfgre at alle knuder i
C U C’ var i samme SCC, i modstrid med at C og C’ er to forskellige
SCCer.

Derfor haves v.d > u.f for alle v € C, s3 f(C) > u.f = f(C'). O
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Korrekthed af SCC algoritme

Vi viser nu sztningen om korrekthed af SCC-algoritmen ved at vise, at
for alle k geelder:

Knuderne i de k fgrste traeer genereret under den anden DFS
i SCC-algoritmen udggr hver iseer en SCC i G'.

Da SCC'erne i G og G er de samme, og da alle knuder i grafen er i et
af traeerne, viser dette korrektheden.

Vi viser ovenstdende udsagn via induktion p3 k.
Skridt: Antag sandt for k, vis sandt for k + 1.

Det (k + 1)'te trae genereres ved det (k + 1)'te kald til DFS-VISIT i
for-lgkken i det ydre loop i DFS. Lad u vaere knude, der kaldes pa.

Hvis vi stiller knuderne op i for-lgkkens raekkefglge (efter aftagende
v.f-veerdi), ser situationen sadan ud p3 tidspunktet for dette kald:
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Korrekthed af SCC algoritme

u

!

V. 0000000000000000000000000
v.f:

for-loop: ——1

Sorte knuder er de indtil nu opdagede under DFS, hvide er de uopdagede.

Lad C vaere SCC'en indeholdende u, og lad T veere traeet genereret af
kaldet pa u. Af induktionsantagelsen udggr de sorte knuder praecis k af
grafens SCC'er. Derfor m3 alle andre SCCer ligge inden i de hvide
knuder, og C er en af disse (da v er hvid).

Eftersom der ved starten af kaldet er en hvid sti fra u til alle w € C, fas
C C T af tidligere satning om GENERICGRAPHTRAVERSAL2(S).
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Korrekthed af SCC algoritme

Lad C’ veere en vilkarlig hvid SCC forskellig fra C. Pga. for-lgkkens
rekkefglge ses u.f = f(C) > f(C').

Hvis der var en kant i G, som gik fra C til C’, ville Lemma 2 give
f(C) < f(C").

S3 ingen kant i G7 kan ga fra C til C’. Da DFS-VISIT ikke besgger de
sorte knuder, kan den derfor ikke forlade C. Heraf ses T C C.

Vi har i alt vist T = C, hvilket viser udsagnet for k + 1.

Basis: Samme argument, blot lidt simplere (der er ingen sorte knuder,
og u er fgrste knude i reekkefglgen), viser udsagnet for k = 1. O
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Minimum udSpzndende Traeer (MST)
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Trxeer

Et (frit/u-rodet) trae er en uorienteret graf G = (V, E) som er

» Sammenhzngende: der er en sti mellem alle par af knuder (dvs.
antal sammenhzngskomponenter er én).

> Acyklisk: der er ingen kreds af kanter.

SR

Trae Skov Graf med kreds (ikke tree)

(©)

(Uorienteret, acyklisk graf = skov af traeer.).
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Trxeer

Satning (B.2): For uorienteret graf G = (V/, E) er flg. akvivalent
(g=lder det ene, glder det andet):

G er et tree (dvs. sammenhangende og acyklisk).

G er sammenhangende, men er det ikke, hvis nogen kant fjernes.
G er sasmmenhaengende og m=n— 1.

G er acyklisk, men er det ikke, hvis nogen kant tilfgjes.

G er acyklisk og m=n—1.

o A~ w

Mellem alle par af knuder er der pracis én ve;.

SR

Bevis (ikke pensum): se appendix B.5.

(©)

Laes (pensum) appendix B.4 og B.5 for basale definitioner for grafer.
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Minimum Spanning Tree (MST)

Udspandende trze for uorienteret, ssmmenhaengende graf G = (V, E):
En delgraf T = (V,E’), E' C E, som er et tree.

NB: samme knudemzngde V. Vi tenker fra nu af pd T blot som E’.

Iflg. seetning B.2 har alle traeeer n — 1 kanter.

Minimum udSpandende Trae (MST) for en vaegtet uorienteret
sammenhzangende graf G: et udspandende trae for G som har mindst
mulig sum af kantvaegte (dvs. intet udspaendende trae har mindre sum).

Motivation: forbind punkter i et forsyningsnetvaerk (elektricitet, olie,. . .)
billigst muligt. Kant i G: mulig forbindelse, vaegt: pris for at etablere
forbindelse. Dette var motivationen for den fgrste algoritme for problemet
(Boravka, 1926, @strig-Ungarn, nu Tjekkiet).
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Algoritmer for MST

Grundidé er gradig algoritme: byg MST ved at vaelge kanterne én efter
én ved hjzlp af en passende regel.

Korrekthed: via den sadvanlige invariant for korrekthed af gradige
algoritmer: “Hvad vi har bygget indtil nu, er en del af en optimal
Igsning” .

Dvs. fglgende invariant, hvor A C E er de indtil nu valgte kanter:

Der findes et MST, som indeholder A.

Terminologi: safe kant for A er en kant, som kan tilfgjes uden at
gdelegge invarianten (mindst én ma findes, nar invarianten gelder og
|Al < n—1).
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Algoritmer for MST

Invariant: Der findes et MST, som indeholder A.

GENERIC-MST(G, w)
=0
while A is not a spanning tree
find an edge (u, v) that is safe for A
A=AU{(u,v)}
return A

» Initialisering af invariant: Enhver sammenhangende graf har et
mindst ét ST (via satningen fra B.5, punkt 2 - fjern kanter til
betingelsen nas), og har derfor et MST. Dette indeholder
kantmangden 0.

» Vedligeholdelse af invariant: Er det samme, som at den valgte kant
er safe.

» Terminering: ethvert (M)ST indeholder praecis n — 1 kanter. Da A
vokser med én kant per iteration, giver invarianten, at algoritmen
terminerer, og at A da er et MST (A er indeholdt i et MST, og har
samme antal kanter som dette, sa A er lig dette).
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Cuts

MEN: Hvordan finder vi en safe kant i et skridt i algoritment?
Cut: En delmangde S af knuderne (S C V).

Kan ses som en to-deling af knuderne i to maengder S og V — S.

Kant henover cut: en kanti S x (V —5).
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Cut-seetning

Setning:
Hvis
» der eksisterer et MST, som indeholder A,

» S er et cut, som A ikke har kanter henover,

> e er en letteste kant blandt kanterne henover cuttet,
sa

> er e safe for A (dvs. der eksisterer et MST som indeholder AU {e}).
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Cut-seetning

Bevis:

» Der findes et MST T som indeholder A.
> Vi skal lave et MST T’ som indeholder AU {e}.
Lad e = (u, v) vaere en letteste kant henover cuttet S.

Da T er sammenhangende, ma der vaere en sti i T mellem v og v, og pé
denne er der mindst én kant (x, y) henover cuttet S.

Lad T’ vaere T med (x,y) udskiftet til e = (u, v):

s

s

J ~
@)

(Viste kanter = T, fede kanter = A, cut er angivet med knudefarver.)
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Cut-seetning

Lad T’ vaere T med (x,y) udskiftet til e = (u, v):

Som T er T’ stadig sammenhangende (i alle stier kan (x, y) erstattes af
resten af stien fra u til v, samt kanten (u, v)), og har n knuder og n—1
kanter. T’ er derfor et tree (pga. setning tidligere). Det kan kun vaere
lettere end T. Derfor er T’ ogsa et MST.

T’ indeholder AU {e}, da den fjernede kant (x, y) ikke er i A, eftersom A
ingen kanter har henover cuttet. O
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Brug af cut-saetning i MST-algoritmer

GENERIC-MST(G, w)
A=90
while A is not a spanning tree
find an edge (u, v) that is safe for A
A= AU{u,v)}
return A

Invariant: Der findes et MST som indeholder de valgte kanter A.

» En ny kant (u, v) med begge endepunkter i samme
sammenhangskomponent i G’ = (V, A) vil introducere en kreds og
dermed gdelaegge invarianten. Sddanne er derfor aldrig safe.

» En ny kant (u, v) med endepunkterne i forskellige

sammenhzangskomponenter C; og G, i G’ = (V, A) er safe, hvis den
er en letteste kant ud af Ci: brug cut-saetning pa cuttet ;.

Man ser nemt, at hvis A udvides med en kant med endepunkterne i
forskellige sammenhzangskomponenter C; og G, i G’, vil det andre
sammenhangskomponenterne i G’ ved at C; og G, slds sammen til én
sammenhzangskomponent.
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Prim-Jarnik MST-algoritmen (Prim 1957, Jarnik 1930)

Tager udgangspunkt i en (vilkarlig) startknude r. Udvider hele tiden (via
cut-setningen) r's sammenhangskomponent i G’ = (V, A).

[
4 < 9
2
® uo G h I
7i'§n
8N N
W———;
5 7
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Prim-Jarnik MST-algoritmen

Tager udgangspunkt i en (vilkérlig) startknude r. Udvider hele tiden (via
cut-satningen) r's sammenhaengskomponent C i G’ = (V, A).

En knude v € V — C gemmer information om sin korteste kant henover

cuttet C i felterne v.key og v.r. Mangden Aer {(v,v.7r) | ve C—{r}}.

Knuderne i V — C opbevares i en (min-)prioritetskg @, med nggle v.key.

PRIM(G,w, )
0=29
for eachu € G.V
u.key = oo
u.m = NIL
INSERT(Q, u)
DECREASE-KEY (Q, r,0) /N r.key =0
while Q # 0
u = EXTRACT-MIN(Q)
for each v € G.Adj[u]
ifveQandwu,v) <v.key
VT = U
DECREASE-KEY (Q, v, w(u,v))

Korrekthed: Er en konkret variant af den generiske gradige algoritme.

Kgretid: n INSERT, n EXTRACTMIN, m DECREASEKEY pa prioritetskg
af stgrrelse O(n), i alt O(mlogn), da m > n—1 (G sammenhangende).
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Kruskal MST-algoritmen (1956)

Forsgger at tilfgje kanter til A i global letteste-fgrst orden.
Recap fra side 11:

1. En kant (u, v) kan aldrig tilfgjes til A, hvis u og v ligger i samme
sammenhangskomponent i G’ = (V, A).

2. Hvis en kant (u, v) mellem to forskellige sammenhzangskomponenter
tilfgjes til A, vil disse to sammenhangskomponenter blive til én
bagefter.
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Kruskal MST-algoritmen
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Kruskal MST-algoritmen

Vedligeholder sammenhangskomponenterne i G’ = (V/, A) ved hjalp af
en disjoint-set datastruktur pa V:

MAKE-SET(x), UNION(x, y) FIND-SET(x)

Mere preecist:

KRUSKAL(G, w)
A=0
for each vertex v € G.V
MAKE-SET(v)
sort the edges of G. E into nondecreasing order by weight w
for each (u, v) taken from the sorted list
if FIND-SET(4) # FIND-SET(v)
A= AU{(u,v)}
UNION(u, v)
return A
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Kruskal MST-algoritmen

KRUSKAL(G, w)
A=10
for each vertex v € G.V
MAKE-SET(v)
sort the edges of G.E into nondecreasing order by weight w
for each (u, v) taken from the sorted list
if FIND-SET(u) # FIND-SET(v)
A= AU{(u,v)}
UNION (u, v)
return A

Klart ud fra recap side 14 om sammenhangskomponenter at:

1. Datastrukturen for disjoint-set vedligeholder
sammenhangskomponenterne i G’ = (V/, A).

2. En kant undersggt (IF-stningen) har begge endepunkter i samme
sammenhangskomponent efter undersggelsen, uanset udfaldet af
testen i IF-stningen. Da sammenhangskomponenter i G’ kun sl3s
sammen undervejs, gelder dette ogsa for kanten i resten af
algoritmen.
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Kruskal, korrekthed

P3 det tidspunkt, hvor algoritmen tilfgjer en kant (u, v) til A, ligger u og
v i forskellige sammenhaengskomponenter C; og G, i G’ = (V, A). [Dette
fglge af punkt 1 samt testen i IF-satningen.]

Vi ser pa cuttet givet ved u's sammenhangskomponent C;. Alle lettere
kanter er allerede undersggt, og har derfor begge endepunkter i samme
sammenhangskomponent i G’ [punkt 2]. Derfor er (u, v) en letteste kant
henover dette cut, og vi kan derfor bruge cut-satningen til at
argumentere for tilfgjelsen af (u, v) til A.

Né&r algoritmen stopper, er alle kanter undersggt. Enhver kant i
inputgrafen G = (V/, E) har derfor begge endepunkter i samme
sammenhangskomponent i G’ = (V, A) [punkt 2]. Sddanne kanter kan
ikke tilfgjes A uden at introducere en kreds.

S& A er selv det MST (fra invarianten), som indeholder A, da ingen
kanter kan tilfgjes A. S3 algoritmen er korrekt.

Bemaerk at der lavet praecis n — 1 UNION operationer undervejs, da hver
tilfgjer én kant til A, og da et MST har n — 1 kanter.
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Kruskal, kgretid

Arbejde:

Sortér m kanter
Lav n MAKE-SET, n — 1 UNION, m FIND-SET.

Fra tidligere: der findes en datastruktur for disjoint-sets hvor

> n MAKE-SET(x)
» n—1 UNION(x,y)
» m FIND-SET(x)

tager i alt O(m + nlog n) tid.
Samlet kgretid for Kruskal er

O(mlog m)

eftersom m > n — 1, da inputgrafen er ssmmenhaengende.
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Korteste veje
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Korteste veje i vaegtede grafer

Laengde af sti = sum af vaegte af kanter pa sti.

d(u, v) = leengden af en korteste sti fra u til v. Saettes til co hvis ingen
sti findes.

Single-source shortest-path problemet: Givet s € V, find (s, v) (og en
konkret sti af denne laengde) for alle v € V.

Bemaerk at prefixer af korteste veje selv ma vaere korteste veje: hvis
Vi, Vo, ..., Vg er en korteste vej fra vy til vk, sd er vq, v, ..., v; en korteste
vej fra vq til v; for alle i < k (ellers kan vejen fra vy til v ggres kortere).
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Korteste veje i vaegtede grafer

Problemet er ikke veldefineret, hvis der findes kredse (som kan n3s fra s)
med negativ sum, idet der sa findes veje med vilkarlig lav leengde:

Omvendt: hvis der ikke findes sddanne negative kredse, kan vi ngjes med
at se pa simple stier (ingen gentagelser af knuder p3 stien). Der er et
endeligt antal sidanne stier (hgjst n!), s “laengde af korteste sti" er
veldefineret.
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Relaxation — en generel teknik til at finde korteste veje

Idé: Brug kanter til at udbrede information fra knude til knude om
lengder af kendte stier. Kaldes RELAX af kanten.

Hvis u har information om, at der er en sti fra s til v af lengde u.d, og
(u, v) er en kant af med vaegt w, sa findes der en sti af lengde u.d + w
til v. Er det bedre information for v, end hvad den har lige nu?

INIT-SINGLE-SOURCE(G, 5)
for eachv € G.V

v.d = 00
V. = NIL
s.d =20
u v
&>
RELAX(uv.w)

u i v
(: 2 ()

RELAX (u, v, w)

ifv.d>u.d+ w(u,v)
v.d = u.d+w(u,v)
VT = U

[Detalje: Implementation af “oc”, skal fungere matematisk korrekt med “>" og +"
(bare at bruge Integer .MAX_VALUE som “oc0” er ikke nok).]
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Relaxation

INIT-SINGLE-SOURCE(G, 5) RELAX (u, v, w)
for eachv € G.V ifv.d>u.d+wu,v)
v.d = 00 v.d = u.d + w(u,v)
v.m = NIL V.IT = U
s.d =20

Vi vil mgde en rakke algoritmer, som starter med INIT-SINGLE-SOURCE
og derefter kun @ndrer v.d og v.7w via RELAX.

For sddanne algoritmer geelder fglgende invariant (ses nemt ved induktion
pa antal RELAX):

Hvis v.d < oo findes en sti fra s til v af leengde v.d.
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Relaxation

Hvis v.d < oo findes en sti fra s til v af leengde v.d.

Derfor galder altid (s, v) < v.d. Argument: hvis v.d < oo fglger det af
ovenstaende, hvis v.d = oo geelder §(s, v) < v.d uanset veerdien af

d(s, v).

Da v.d kun kan falde ved brug af RELAX, fglger det, at hvis pa et
tidspunkt &(s, v) = v.d, vil v.d ikke kunne zndres senere (og dermed
kan heller ikke v.7m &ndres, da v.d og v.m &ndres pad samme tidspunkt i
koden).

Specielt gaelder, at hvis §(s, v) = v.d for alle knuder, vil ingen kant (u, v)
kunne relaxeres (dvs. v.d < u.d + w(u, v) gelder for alle kanter (u, v)).
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De korteste stier kan findes via v.m-pointers

Invariant:

» Mangden S af knuder v, hvis v.d opfylder
0(s,v) = v.d < 00, udggr et tree med v.1 som parent
pointers og s som rod.

» For en knude v i traeet vil stien mod roden svare til et
baglaens gennemlgb af en sti i grafen fra s til v af
leengde I(s, v).

Dette vises ved induktion pd antal RELAX.

Basis: Lige efter initialisering er s den eneste knude v, som har

v.d < 0o. Da s.d =0 og s.m = NIL efter initialisering, er S = {s} og
invarianten opfyldt med et trae af stgrrelse én, hvis blot §(s,s) = 0.
[Bemaerk at (s, s) # 0 kun er muligt hvis s ligger p3 en negativ kreds. Men s3 gaelder
for alle knuder v enten (s, v) = —oo (hvis v kan nas fra s) eller §(s,v) = oo (hvis v

ikke kan nas fra s). Hvis v.d < oo, svarer v.d til lengden af en konkret sti (se
tidligere), og er derfor forskellig fra —oo. S& S er altid tom, og der er intet at vise.]

7/27



De korteste stier kan findes via v.m-pointers

Induktionsskridt: Hvis testen i IF-saetning i RELAX er negativ, aendres
intet v.d-felt. Derfor er S uaendret, og der er intet at vise.

Hvis testen i IF-saetning i RELAX er positiv, andres v.d (og v.7) for
precis én knude v. Her kan v ikke vaere i S fgr RELAX (da knuder i S
ikke kan andres mere). Der er kun noget at vise, hvis v indlemmes i S
pga. denne RELAX, dvs. d(s,v) = v.d bagefter. | s fald, lad (v, v) veere
kanten, som blev relaxeret, og lad w vaere dens vaegt. Vi har s

d(s,v) = v.d = u.d + w. Derfor mé é(s, u) = u.d gelde (hvis der var en
vej kortere end u.d til u, var der en vej kortere end u.d + w til v) og
u.d < oo geelder ogsa (ellers ville RELAX ikke ske). Sa ueri S (og er
dermed per induktionsantagelse i traeet), far v som barn, og satningen
geelder derfor klart igen efter denne RELAX. O
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Dijkstras algoritme [1959]

Gradig algoritme som trinvis opbygger maengde S af knuder med korrekte
v.d og v.m. Bruger en prioritetskg Q. Kraever alle kantvaegte > 0.

DUKSTRA(G, w, s)

INIT-SINGLE-SOURCE(G, s)
S=90
0 =GV // i.e., insert all vertices into Q
while O # 0

u = EXTRACT-MIN(Q)

S =SU{u}

for each vertex v € G.Adj[u]

RELAX (u, v, w)

Kgretid: n INSERT (eller én BUuiLD-HEAP), n EXTRACT-MIN og m
DECREASE-KEY (i RELAX). | alt O(mlog n) hvis prioritetskgen
implementeres med en heap.

Invariant: Nar u indlemmes i S (dvs. udtages med en EXTRACT-MIN) er
u.d = §(s, u) (hvis alle kantvaegte er > 0).

Bevis for invariant: Et induktionsbevis (gennemgaet pé tavle). Af
invarianten fglger, at algoritmen er korrekt (da alle knuder er i S til sidst).
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Dijkstra, eksempel
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Path-relaxation lemma

Dijkstra antager ikke-negative vaegte. Vi kigger nu pa algoritmer, som
kan klare negative vaegte (men naturligvis ikke negative kredse, som ggr
korteste vej problemet udefineret).

Vi starter med flg. lemma:

Lemma: Hvis s = vi, v, ..., vk = v er en korteste vej fra s til v, og en
algoritme laver RELAX pa kanterne (vq, v2), (v2, v3), ..., (Vk—1, vk) efter
tur (med en vilkdrlig maengde RELAX af andre kanter mellem disse
RELAX), da er 0(s, v) = v.d efter den sidste af disse RELAX.

Bevis: Det ses ved induktion pa 7, at efter der er lavet RELAX pa kanten
(vi—1, v;) i sekvensen ovenfor, kan v;.d hgjst vaere lig summen af vaegtene
af de fgrste i — 1 kanter i stien.

S3 efter den sidste af disse RELAX er v.d < §(s, v), eftersom stien er en
korteste sti til v. Da (s, v) < v.d altid gelder, er §(s,v) = v.d.
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Algoritme for DAGs [unknown]

Recall: DAG = Directed Acyclic Graph.
Recall: En topologisk sortering kan findes via DFS i tid O(n + m).

DAG-SHORTEST-PATHS (G, w, §)

topologically sort the vertices
INIT-SINGLE-SOURCE (G, s)
for each vertex u, taken in topologically sorted order
for each vertex v € G.Adj[u]
RELAX(u, v, w)

Kgretid: O(n+ m).

Satning: Nar algoritmen stopper er v.d = §(s, v) for alle v € V.

Bevis: For en knude v med en sti fra s til v: alle knuder pad en korteste
sti er blevet relaxeret i raekkefglge (hvorved korrekte J-vaerdier szttes pd
denne sti pga. path-relaxation lemma). For alle andre knuder geelder

oo = d0(s, v) si korrekthed her fglger af, at d(s, v) < v.d altid geelder.
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Algoritmen for DAG, eksempel

13/27



Bellman-Ford-Moore [1956-57-58]

BELLMAN-FORD(G, w, )

INIT-SINGLE-SOURCE(G, )
fori = 1to|G.V|—1
for each edge (u,v) € G.E
RELAX (u, v, w)
for cach edge (u,v) € G.E
ifv.d>u.d+ wu,v)
return FALSE
return TRUE

Kgretid: O(nm)
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Bellman-Ford-Moore [1956-57-58]
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Bellman-Ford, korrekthed

Idéen bag Bellman-Ford er, at den vedligeholder fglgende invariant:

Efter i iterationer af fgrste for-lgkke gaelder v.d = 4(s, v)
for alle knuder v, der har en korteste vej med hgjst i kanter.

Denne invariant fglger direkte af path-relaxation lemmaet.
Mere precist galder fglgende for Bellman-Ford:

Satning: Hvis der findes en negativ kreds, som kan nas fra s, svarer
Bellman-Ford FALSE. Ellers svarer den TRUE, og v.d = (s, v) for
alle v € V nér den stopper.
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Bellman-Ford, korrekthed

Beuvis:
Case 1: der er ingen negative kredse, som kan nas fra s.

S3 har alle knuder, som kan nés fra s, en simpel korteste vej (en vej uden
gentagelser af knuder). En sidan vej har hgjst n knuder, og derfor

hgjst n — 1 kanter. Af invarianten ovenfor galder v.d = (s, v) for disse
knuder, nar den fgrste for-lgkke slutter. For knuder, der ikke kan nas

fra s, geelder dette allerede efter initialiseringen i starten. S3

v.d = d(s, v) for alle knuder, nér den fgrste for-Igkke slutter.

Nar v.d = §(s, v) for alle knuder, kan RELAX ikke @ndre nogen v.d
leengere (jvf. tidligere observation). Derfor svarer bliver if-casen i den
anden for-lgkke aldrig sand, og algoritmen svarer TRUE.
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Bellman-Ford, korrekthed

Case 2: der er en negativ kreds C, som kan nas fra s.

Vi bemzerker fgrst, at hvis en knude v kan nas fra s, kan den ogséd nas via
en simpel sti (en sti uden gentagelser blandt knuder). En s&dan sti har
hgjst n knuder.

Det er let at se via induktion over i, at efter / iterationer af fgrste
for-lgkke er d-vaerdien endelig for de fgrste i + 1 knuder pa denne simple
sti. Derfor gzlder v.d < oo ved for-Igkkens afslutning.

Specielt gaelder dette alle knuder pa C (de kan alle nas fra s).
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Bellman-Ford, korrekthed

Antag, at Bellman-Ford i Case 2 ikke svarer FALSE. S& geelder ved
algoritmens afslutning

Viy1.d < vi.d + w(vi, vit1)
for 1 < i< k (med vki1 = vi). Og dermed gaelder
k K K
Z vi.d < Z vi.d + Z w(Vi, Vig1).
i=1 i=1 i=1

Da v;.d < oo for alle i, er de to fgrste summer ikke bare ens, men ogsa
< 00, sa de kan traekkes fra og give

K
0< Z w(vi, vit1),
i—1

i modstrid med at kredsen er negativ. Sa algoritmen ma svare FALSE. O
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Korteste veje mellem alle par af knuder

All-pairs shortest-path problemet: For alle s € V, find d(s, v) (og en
konkret sti) for alle v € V.

En mulighed: kgre Dijkstra fra hver source s € V (kraever ikke-negative
vaegte): O(nmlog n) tid.

Eller: kgre Bellman-Ford-Moore fra hver source s € V (hvis der er
negative vaegte): O(n’m) tid.

En anden mulighed: Floyd-Warshalls algoritme. O(n®) tid. Klarer
negative vaegte.

Endnu en mulighed: Johnsons algoritme. Kgrer i O(nmlog n) tid. Klarer
negative vaegte.
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Floyd-Warshalls algoritme [1962]

Bruger ikke RELAX, er i stedet baseret pa dynamisk programmering.

Input er grafen i adjacency-matrix repraesentationen i en variant W med
vaegte pa kanter: w;; =0, w;j = w(i,j) hvis (i,j) € E, wjj = oo ellers.

Output er ogsa pa matrice-form:

D = (d;j), dij = §(vi, vj) = leengden af en korteste sti fra v; til v;. Saettes
til oo hvis ingen sti findes.

M = (mjj), mj = sidste knude fgr v; pd en korteste sti fra knude v; til
knude v;. Seettes til NIL hvis ingen sti findes.
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Floyd-Warshalls algoritme

(Kun konstruktion af D-matricen vises, se bogen for [1-matricen.)
FLOYD-WARSHALL (W, 1)
DO =W
fork = 1ton
let D® = (di(jk)) be a new n X 1 matrix
fori = 1ton
forj =1ton
&) _ (k=1) ;(k-1) (k—1)
dy’ = min (d 7, dy "0 4 di )
return D™

Kgretid: O(n®). Plads: O(n?) (kun forrige D) matrice behgves
gemmes).

Seatning: Nar algoritmen stopper er dj; og 7 i den sidste matrice sat
korrekt for alle v;, v; € V' (hvis ingen negativ kreds er i grafen).

Bevis: Invarianten er, at D) indeholder laengden af korteste vej mellem
vi og vj som kun passerer knuderne vi, va, ..., vk (udover endepunkterne
vi og v;j). Vises ved induktion pa k.
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Johnsons algoritme [1977]

Bruger:

» Kgrer Bellman-Ford-Moore én gang p3 let udvidet graf.

» Herudfra justering af kantvaegte sa alle bliver positive uden essentielt
at &ndre korteste veje (se lemma pa naeste side).

» Kgrer Dijkstra fra alle knuder.

Kgrer i O(nmlogn+ nm) = O(nmlog n) tid, klarer negative vaegte.
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Re-weighting
Se pa situationen, hvor vi til alle knuder v € V tildeler et tal ¢(v).

Ud fra ¢ kan vi lave nye vaegte w i grafen pa fglgende made:

W(u,v) = w(u,v) + o(u) = ¢(v).

Se pa en sti vi, va, ..., vk. Da gealder

SIS v via) = N5 (W via) + 9() = 6(visn)
= S w(vivi) + (6(v1) — d(vi))
da summen er teleskoperende.

Med andre ord er stileengden under de nye vaegte lig stilengden under de
gamle, med en additiv korrektion baseret pa stiens endepunkter.

Dvs. denne korrektion er den samme for alle stier fra s (= v1) til t (= k).
S& (d)en korteste sti fra s til t er den samme sti under bide w og W.

Endvidere er der en negativ kreds under w hvis og kun hvis der en
negativ kreds under w (da vk = vy i en kreds, sd ¢(vk) — ¢(v1) = 0).
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A* [Hart, Nilsson, Raphael, 1968|

A*-algoritmen kan ses som en tunings-metode til Dijkstra for det (ofte
forekommende) tilfelde, at man sgger efter sti fra s til en specifik
malknude t:

Ny ingrediens: Forsgg til alle knuder v at lave en gaet h(v) pa den
korteste afstand fra v til t, dvs. et gaet pd (v, t). Man kalder ogsd h(v)
for en heuristik.

Intuition: hvis v.d (som i Dijkstra, ndr v udtages af PQ) er lig 6(s, v),
daer v.d + h(v) et gaet pa (s, v) + (v, t), hvilket er lengden af den
korteste vej fra s til t gennem v.

Idé: gi frem som i Dijkstra (inkl. samme update af v.d-veerdier), men
lad nggle i PQ veere v.d + h(v).

Dvs. udvid sggning via knuder, som gaettes at vaere pa korteste sti fra s
til t. Til sammenligning kan Dijkstra siges at udvide via knuder, som
vides at vaere de nzermeste til s.
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A* i praksis

Eksempel med grid-baseret graf. Knuder = de hvide grid-celler, kanter
med lengde én mellem hvide naboceller. Heuristikken h(v) er lig
Euklidisk afstand (fugleflugt) fra celle v til malcellen t.

Dijkstra (hgjre figur): Undersgger jeevnt i alle retninger.

A* med ovenstdende heuristik (venstre figur): Undersgger mere mod
malet. Faerre knuder besgges, derfor hurtigere i praksis.
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Korrekthed og worst case kgretid af A*?

En heuristik kaldes konsistent hvis der for alle knuder v og alle kanter
(v, u) i v's naboliste geelder:

h(v) < w(v, u) + h(u)
Dvs. at heuristikkens gt (pa korteste vej til t) for v's naboer ikke er i
modstrid med heuristikkens gaet (pa korteste vej til t) for v.

Man kan vise, at med en konsistent heuristik er A* det samme som
Dijkstra pd en graf med justerede vagte.

Heraf kan man vise korrekthed (at den korteste vej mellem s og t
returneres af A*), og at worst case kgretiden er lig worst case kgretiden
for Dijkstra.
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