Asymptotisk analyse af algoritmers kgretider
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Analyse af kgretid

Recall: Vi gnsker at vurdere (analysere) algoritmer p3 forhdnd, inden vi
bruger lang tid pd at implementere dem.
De to primare spgrgsmal:

» Lgser algoritmen opgaven (er den korrekt)?

» Er algoritmen effektiv (hvad er kgretiden)?

Vi fokuserer i disse slides pd det andet spgrgsmal.
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Analyse af kgretid

Recall: | vores analyse er en algoritmes kgretid lig antallet af basale
operationer, som den udfgrer i RAM-modellen (for worst case input).

Dette antal operationer er en voksende funktion f(n) af inputstgrrelsen n.

1. Vi vil starte med at undersgge, hvor godt teoretiske analyser i
RAM-modellen ser ud til at passe med algoritmers observerede
kgretid pa virkelige computere.

2. Vi vil dernaest introducere et redskab, kaldet asymptotisk analyse, til

at sammenligne f(n) for forskellige algoritmer pa en tilpas (u)praecis
made.

Mal: at vi kan grovsortere algoritmer efter voksehastigheden af deres
kgretider, sd vi kan undgd at implementere dem, som ikke har en chance
for at vaere hurtigst.
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Analyse vs. virkeligheden

public class Linear {
public static void main(String[] args) {

long time = System.currentTimeMillis();
long n = Long.parseLong(args[0]);
long total = 0;
for(long i=1; i<=n; i++){
total = total + 1;
}
System.out.println(total);
System.out.println(System.currentTimeMillis() - time);

}

Linear java, plot af (malt tid)/n
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Analyse vs. virkeligheden

}

for(long i=1; i<=n; i++){
for(long j=1; j<=n; j++){

total = total + 1;
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Quadratic.java, plot af (malt tid)/n"2

Quadratic, Jéva
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Analyse vs. virkeligheden

for(long i=1; i<=n; i++){

for(long j=1; j<=n; j++){ T|d(n)

for(long k=1; k<=n; k++){
total = total + 1;

((e3n+¢)-n+c1) n+co

¥ _ 3 2
} =C-N"+c-n“+cr-n+c
}
Cubic java, plot af (malt tid)/n"3
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Analyse vs. virkeligheden

Konklusion: Det ser ud til at analyser i RAM-modellen forudser
den rigtige kgretid ret godt, i hvert fald for de afprgvede ek-
sempler.
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Linear vs. kvadratisk

vs. kubisk

plot af malt tid (dobbelt-logaritmisk)
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Man ser at funktionerne n, n” og n® star for meget forskellige effektiviter.

| analysen optraeder i virkeligheden en del konstanter (som vi typisk har
svaert ved at kende pracist), f.eks. ¢; - n+ co. Mon disse betyder noget?
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Multiplikative konstanter

Multiplikative konstanter ligegyldige hvis voksehastighed er forskellig:

f(n) = 3000n h(n) = 3n?
g(n) = 4000n k(n) = 4n?
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Vinder 3000n over 4n%? Ja: 3000n < 4n? <3000 < 4n < 750 < n

Faktisk vinder ¢; - naltid over ;- n>: ¢ -n<c-n* & ca/a<n
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Voksehastighed

Vi gnsker derfor at sammenligne funktioners essentielle voksehastighed pa
en made, sd der ses bort fra multiplikative konstanter.

En sddan sammenligning kan bruges til at lave en grovsortering af
algoritmer, inden vi laver implementationsarbejde.

Hvis to algoritmer A og B har voksehastigheder, hvor algo-
ritme B altid (for store n) vil tabe til algoritme A, uanset
hvilke multiplikative konstanter der er i udtrykkene for vokse-
hastigheder, s3 vil der som regel ikke vaere nogen pointe i at
implementere algoritme B.

Bemark: | ovenst3ende situation behgver vi ikke kende konstanterne for
at kunne lave denne vurdering. Vi kan derfor lave kgretidsanalyse uden at
bekymre os om at kende stgrrelsen af de indgdende konstanter praecist.
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Asymptotisk notation

Sa vi gnsker et veerktgj til at sammenligne funktioners essentielle
voksehastighed pd en made, sd der ses bort fra multiplikative konstanter.

Princippet for vores vaerktgj vil veere fglgende: for en funktion f(n) vil vi
betragte alle skaleringer af den

{c-f(n)|alle c >0}
som lige gode.

| det fglgende vil vi kalde denne mzengde af funktioner for f(n)'s klasse.
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Asymptotisk notation

Baseret pa dette princip definerer vi for voksehastighed for funktioner fem
relationer svarende til de fem klassiske ordens-relationer:

< =2 = < >

De vil, af historiske arsager, blive kaldt for:

0 Q © o w

Hvilket udtales saledes:
“0", “Omega”, “Theta”, "lille 0", “lille omega”

De fem definitioner beskrives over de naste fem sider.
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Definition: f{(n) = O(g(n))
hvis fin) og g(n) er funktioner N — R og
findes ¢ >0 og N, sa for alle n> N, :

fin) < c-g(n)

cg(n)
Sfln)

i

1

I

I

I

:
Ny

Mening: f < g i voksehastighed

Princip: f(n) vokser hgjst sa hurtigt som funktioner fra g(n)'s klasse.
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Omega

Definition: f(n)=Q(g(n))
hvis fin) og g(n) er funktioner N — R og
findes ¢ >0 og N, sa for alle n> N, :

Sn) = cg(n)

Sfln)
c-gln)

o3 T G,

Mening: f > g i voksehastighed

Princip: f(n) vokser mindst s& hurtigt som funktioner fra g(n)'s klasse.
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Theta

Definition: f{(n) = 0(g(n))
hvis f{n)=0(g(n)) 0g f(n)= Q(g(n)

| ¢, gln)
1

! fn)

1 ¢, g(n)

Mening: f = g i voksehastighed

Princip: f(n) vokser lige si hurtigt som funktioner fra g(n)'s klasse.
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Lille o

Definition: f(n)=o(g(n))
hvis f(n) og g(n) er funktioner N — R og

for alle c > 0, findes N, sa for alle n > N, :

fin) = cg(n)

Mening: f < g i voksehastighed

Princip: f(n) vokser langsommere end alle funktioner fra g(n)'s klasse.
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Lille omega

Definition: f(n)= o(g(n))
hvis f{n) og g(n) er funktioner N — R og

for alle ¢ > 0, findes N, sa for alle n> N, :

f(n) = c:g(n)

Mening: f > g i voksehastighed

Princip: f(n) vokser hurtigere end alle funktioner fra g(n)'s klasse.
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Asymptotisk notation

Man kan nemt vise, at disse definitioner opfgrer sig som forventet af
ordens-relationer, dvs. lige som ordens-relationer for tal. Eksempler:

f(n) = o(g(n)) = f(n)=0(g(n)) (vf. x<y=x<y)
f(n) =©(g(n) = f(n)=0(g(n) (vf x=y=x<y)
f(n) = 0(g(n) < &g(n)=Q(f(n) (vf.x<y<ey=>x)
f(n) = o(g(n)) « g(n) =w(f(n) (VM. x<y<ey>x)

f(n) = O(g(n)) og f(n) = Q(g(n)) (v x<yogx=y
4 4
f(n) = ©(g(n)) x=y)
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Asymptotisk analyse i praksis

De asymptotiske forhold mellem de fleste funktioner f og g kan afklares
ved fglgende to satninger (som kan vises ud fra definitionerne):

Hvis ;EZ; — k > 0 for n — oo sé gelder f(n) = ©(g(n)) (1)
Hvis f(n) — 0 for n — oo s& geelder f(n) = o(g(n)) (2)
g(n)

Eksempler:

20n* +17n+312  20+17/n+312/n*> 20+0+0
" = 1 — 1 =20 for n — 0

20n* +17n+312  20/n+17/n*>+312/n®* 0+0+0
3 = 1 — 1 =0 for n— oo
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Asymptotisk analyse i praksis

Derudover er det godt at kende fglgende fact fra matematik:

a

Forallea>00gb>1gae|der%—>Oforn—>oc (3)

Dvs. ethvert polynomium er o) af enhver exponentialfunktion

Eksempelvis giver dette at:
100
—— — 0 for n — oo
2"

hvoraf ses
nlOO _ O(2n)
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Asymptotisk analyse i praksis

Samt fglgende fact:

| a
Forallea,d>00gc>1gaelderM%Oforn%oo (4)
n

Dvs. enhver logaritme (selv oplgftet i enhver potens) er o() af
ethvert polynomium.

Eksempelvis giver dette at:

(log n)’*
05

— 0 for n — oo, hvoraf ses (log n)® = o(n"?)
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Asymptotisk analyse i praksis

Regel (4) kan i gvrigt nemt ses at vaere en variant af regel (3) [dette er
ikke pensum]:

For ¢ >1ogd >0, set N =log.(n) og b= c? S3 haves

(logen)? N2 N NP N7 NP

nd - (Clogc(n))d T cdlog.(n) T (Cd)logc(n) - (Cd)N T BN

Da log_(n) er en voksende og ubegranset funktion, geelder at n — oo er
det samme som N = log (n) — oo.
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Eksempler pa funktioner for voksehastighed

Med regel (1)—(4) kan man vise, at fglgende funktioner er sat i stigende
voksehastighed (mere pracist, at den ene er o() af den naeste):

1, logn, +/n, n, nlogn,

ny/n, n? n3, nt0 2n

(Dette er en opgave til gvelsestimerne.)
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Dominerende led

For funktioner med flere led (dele med plus imellem), vil leddet/ledene

med stg@rst voksehastighed bestemme samlet voksehastighed. Eksempel:

f(n) = 700n° g(n)=1n°
h(n) = 6000 4-500n + 400  k(n) = 6n° 4+ 5n* + 4n +3

3.5e+07 T T T T T
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Figuren passer med beregninger:
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Dominerende led

6n° +5n° +4n+3 _ 6+5/n+4/n”+3/n° , 6+040+0

- - 7 =6/7 for n — oo

Dvs. 6n° 4 5n° 4 4n+ 3 = ©(7n")

600n° + 500n + 400 _ 600 + 500/n + 400/ n” , 6004+0+0
700n2 - 700 700

=6/7 for n — oo

Dvs. 600n° + 500n 4 400 = ©(7001°)

600n° + 500n + 400 _ 600/n + 500/n* + 400/n’ 04+0+0

= =0 f —
6m + 5 +4n+3  6+5/n+4/m+3/n°  6+0+0+0 orm oo

Dvs. 600n° + 500n 4 400 = o(6n° 4 5n” + 4n + 3)
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Eksempel 1 pa asymptotisk analyse af algoritmer

Hvad er den asymptotiske kgretid af fglgende algoritme?

ALGORITMEL(n)
i=1
while i < n
i=i+2

Lgkken har [n/2] = ©(n) iterationer.

Hver iteration tager mellem ¢; og ¢; tid for (ukendte) konstanter ¢; og
c2. Dvs. hver iteration tager ©(1) tid.

Derfor er kgretiden ©(n - 1) = O(n).

Vi har her undladt at snakke om tiden for den fgrste linje samt for
initialisering af Igkken. En mere pracis analyse vil give et udtryk af typen
c1 - n+ ¢, men vi undlader at snakke om led, som klart er domineret af
andre led.
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Eksempel 2 pa asymptotisk analyse af algoritmer

Hvad er den asymptotiske kgretid af fglgende algoritme?

ALGORITME2(n)
s=0
fori=1ton
for j = i downto 1
s=s5+1

Der er n iterationer af den yderste Igkke. For hver af disse er der hgjst n
iterationer af den inderste Igkke. Hver iteration af den inderste Igkke
tager O(1) tid. S3 kgretiden er O(n-n-1) = O(n?).

For i > n/2 (dvs. for n/2 iterationer af den yderste Igkke) er der mindst
n/2 iterationer af den inderste Igkke. S3 kgretiden er Q(n/2-n/2-1) =
Q(n?).

Derfor er kgretiden alt i alt ©(n?).

[Alternativ analyse: den inderste Igkke kgrer (14+2+3+---+n) =
(n+1)n/2 = ©(n?) gange.]
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Eksempel 3 pa asymptotisk analyse af algoritmer

Hvad er den asymptotiske kgretid af fglgende algoritme?

ALGORITME3(n)
s=0
fori=1ton
for j=iton
for k=1itoj
s=s+1

Der er n iterationer af den yderste Igkke. For hver af disse er der hgjst n
iterationer af den midterste Igkke. For hver af disse er der hgjst n
iterationer af den inderste Igkke. Hver iteration af den inderste Igkke
tager O(1) tid. S3 kegretiden er O(n-n-n-1) = O(n?).

For i < n/4 (dvs. for n/4 iterationer af den yderste Igkke) er der n/4
iterationer af den midterste Igkke med j > 3n/4. For disse gaelder

Jj—i>n/2, sa for disse har den inderste Igkke mindst n/2 iterationer. Sa
kgretiden er Q(n/4-n/4-n/2-1) = Q(n?).

Derfor er kgretiden alt i alt ©(n?).
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Opsummering

Arbejdsprincip: Sammenlign fgrst voksehastigheder af algorit-
mer via asymtotisk analyse, og implementer normalt kun den
med laveste voksehastighed. For to algoritmer med samme vok-
sehastighed, implementer begge og mal deres kgretider.
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