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Algoritmer for ombytningspuslespil

Prøv ombytningspuslespillet p̊a kurset webside. Hvilken score opn̊aede du
i tredie forsøg?

▶ Hvilken algoritme bruger du?

▶ Kan du sige noget om bedste og værste køretid for din algoritme for
puslespil med n brikker?

▶ Er køretiden relateret til antal brikker, som st̊ar rigtigt til at starte
med?

▶ Er den “gr̊adige algoritme” (= sæt én brik p̊a plads i hvert skridt)
bedst mulig, eller kan man f̊a flere skridt hvor to sættes p̊a plads ved
nogle gange at undlade at sætte én p̊a plads?

▶ Mere generelt, kan vi præcist beskrive den bedst mulige algoritme?
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bedst mulig, eller kan man f̊a flere skridt hvor to sættes p̊a plads ved
nogle gange at undlade at sætte én p̊a plads?
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Model af puslespil

Vi modellerer brikkerne i et puslespil som tallene 1, 2, 3, . . . , n,
nummereret efter den plads, brikken skal st̊a p̊a:

5 10 14 3
1 11 9 15
8 7 2 12
4 13 6 16

→
1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15 16

NB: pladen kan ogs̊a modelleres som et array/en liste (gr̊a tal er indekser,
her startende med 1):

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

5 10 14 3 1 11 9 15 8 7 2 12 4 13 6 16

Dette gør vi til opgavetimerne (i programmeringsopgaverne)

En opstilling af tallene 1, 2, 3, . . . , n i et array af længde n kaldes ogs̊a en
permutation.
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Den gr̊adige algoritme og dens analyse

WHILE ikke alle brikker på plads:

Vælg en brik ikke på plads

Byt den med brikken på dens plads

For et puslespil med n brikker, hvad er det maksimale antal ombytninger?

For hver ombytning: mindst én brik kommer p̊a plads, og ingen
brik forlader dens plads. Derfor maksimalt n ombytninger.

For et puslespil med n brikker, hvoraf t allerede st̊ar p̊a plads, hvad er det
maksimale antal ombytninger?

For hver ombytning: mindst én brik kommer p̊a plads, og ingen
brik forlader dens plads. Derfor maksimalt n − t ombytninger.

For et puslespil med n brikker, hvoraf t allerede st̊ar p̊a plads, hvad er det
minimale antal ombytninger?

For hver ombytning: højst to brik kommer p̊a plads. Derfor
mindst (n − t)/2 ombytninger.
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For hver ombytning: mindst én brik kommer p̊a plads, og ingen
brik forlader dens plads. Derfor maksimalt n − t ombytninger.

For et puslespil med n brikker, hvoraf t allerede st̊ar p̊a plads, hvad er det
minimale antal ombytninger?

For hver ombytning: højst to brik kommer p̊a plads. Derfor
mindst (n − t)/2 ombytninger.

4 / 7



Den gr̊adige algoritme og dens analyse

WHILE ikke alle brikker på plads:
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Kredse

Denne analyse p̊a mellem (n − t)/2 og n − t ombytninger er allerede
ganske præcis (øvre og ned grænse er kun en faktor to fra hinanden).

Men vi kan lave en endnu bedre (mere præcis) analyse.

Observation: en permutation giver p̊a naturlig måde anledning til en
samling kredse:

Lad en brik (tal) t pege p̊a den plads, hvor den skal st̊a, nemlig pladsen
med index t.

9 3 8 7
1 2 12

65 10 4
11

B

A D

C

Figur 2: Et puslespil hvor brikkerne udgør 4 cykler A, B, C, og D.

Bevis. Lad de to brikker der byttes om være x og y, og antag de er placeret p̊a henholdsvis
felterne f1 og f2, og at deres korrekte placering er p̊a henholdsvis f3 og f4 (hvor muligvis f3 =
f2 og/eller f4 = f1). De to tilfælde er illustreret i nedenst̊aende figur. Ombytningen i samme
cykel svarer til at g̊a fra venstre mod højre, hvor en cykel deles i to cyklere. Ombytningen
mellem to forskellige cykler svarer til at g̊a fra højre mod venstre, hvor to cykler sættes
sammen til en cykel.

y

x f3
f1

f2f4

f3
f1

y

x

f4 f2

ombyt(x, y)

ombyt(x, y)

2

Lemma 5 Algoritmen kræver præcis n−k ombytninger for at løse et puslespil med n brikker
og k cykler i starten.

Bevis. Da algoritmen altid ombytter to brikker fra samme cykel (y kommer umiddelbart efter
x i cyklen), øger hver ombytning antallet af cykler med én (Lemma 4). Da man starter med
k cykler og slutter med n cykler (Lemma 3) foretages der præcis n − k ombytninger. 2

Sætning 1 For at løse et puslespil med n brikker og k cykler i starten kræves præcis n − k
ombytninger.

Bevis. At n − k ombytninger er tilstrækkeligt (en øvre grænse) følger af Lemma 5. At man
ikke kan gøre det med færre ombytninger (en nedre grænse) følger af at ingen ombytning kan
forøge antallet af cykler med mere end én (Lemma 4), og at man skal starte og slutte med
henholdsvis k og n cykler. 2

Vi siger at algoritmen er optimal, da vi har vist at den opn̊ar det bedst mulige antal
ombytninger for alle mulige puslespil.

3
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Observation: En ombytning af to brikker i samme kreds øger antal
kredse med præcis én. En ombytning af to brikker i forskellige kredse
mindsker antal kredse med præcis én:
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Lemma 5 Algoritmen kræver præcis n−k ombytninger for at løse et puslespil med n brikker
og k cykler i starten.

Bevis. Da algoritmen altid ombytter to brikker fra samme cykel (y kommer umiddelbart efter
x i cyklen), øger hver ombytning antallet af cykler med én (Lemma 4). Da man starter med
k cykler og slutter med n cykler (Lemma 3) foretages der præcis n − k ombytninger. 2

Sætning 1 For at løse et puslespil med n brikker og k cykler i starten kræves præcis n − k
ombytninger.

Bevis. At n − k ombytninger er tilstrækkeligt (en øvre grænse) følger af Lemma 5. At man
ikke kan gøre det med færre ombytninger (en nedre grænse) følger af at ingen ombytning kan
forøge antallet af cykler med mere end én (Lemma 4), og at man skal starte og slutte med
henholdsvis k og n cykler. 2

Vi siger at algoritmen er optimal, da vi har vist at den opn̊ar det bedst mulige antal
ombytninger for alle mulige puslespil.

3

Observation: Brik er p̊a plads ⇔ brik er i en kreds af længde én.

Derfor: puslespil løst ⇔ der er n kredse.

Konklusion: Et puslespil med n brikker og k kredse i startopstillingen
kræver mindst n − k ombytninger, og man kan altid gøre det med n − k
ombytninger (bla. via den gr̊adige algoritme, som i hvert skridt deler en
kreds af længde t i to kredse af længde t − 1 og 1).
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kredse med præcis én. En ombytning af to brikker i forskellige kredse
mindsker antal kredse med præcis én:
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9 3 8 7
1 2 12

65 10 4
11

B

A D

C

Figur 2: Et puslespil hvor brikkerne udgør 4 cykler A, B, C, og D.

Bevis. Lad de to brikker der byttes om være x og y, og antag de er placeret p̊a henholdsvis
felterne f1 og f2, og at deres korrekte placering er p̊a henholdsvis f3 og f4 (hvor muligvis f3 =
f2 og/eller f4 = f1). De to tilfælde er illustreret i nedenst̊aende figur. Ombytningen i samme
cykel svarer til at g̊a fra venstre mod højre, hvor en cykel deles i to cyklere. Ombytningen
mellem to forskellige cykler svarer til at g̊a fra højre mod venstre, hvor to cykler sættes
sammen til en cykel.

y

x f3
f1

f2f4

f3
f1

y

x

f4 f2

ombyt(x, y)

ombyt(x, y)

2

Lemma 5 Algoritmen kræver præcis n−k ombytninger for at løse et puslespil med n brikker
og k cykler i starten.

Bevis. Da algoritmen altid ombytter to brikker fra samme cykel (y kommer umiddelbart efter
x i cyklen), øger hver ombytning antallet af cykler med én (Lemma 4). Da man starter med
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k cykler og slutter med n cykler (Lemma 3) foretages der præcis n − k ombytninger. 2

Sætning 1 For at løse et puslespil med n brikker og k cykler i starten kræves præcis n − k
ombytninger.

Bevis. At n − k ombytninger er tilstrækkeligt (en øvre grænse) følger af Lemma 5. At man
ikke kan gøre det med færre ombytninger (en nedre grænse) følger af at ingen ombytning kan
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Forventet antal kredse

Sætning (uden bevis her): Det forventede antal kredse i en tilfældig
permutation er

Hn =
n∑

i=1

1/i

Ved simulering (afprøvning, 10.000.000 tilfældige permutationer) for
n = 64 ses nedenst̊aende fordeling af antallet af permutationer. S̊a man
skal være meget heldig for at f̊a et nemt input med k tæt p̊a n.

3 Tilfældige puslespil

Ifølge Sætning 1 har vi at ikke alle puslespil kræver det samme antal ombytninger. Det
afgørende er antallet af cykler i permutationen (omplaceringen) af brikkerne. Hvis permuta-
tionerne er tilfældige valgt s̊aledes at alle permutationer er lige sandsynlige, s̊a gælder ne-
denst̊aende sætning. Det følger heraf at det forventede optimale antal ombytninger for et
tilfældigt puslespil er n − ∑n

i=1
1
i .

Sætning 2 Det forventede antal cykler i en tilfældig permutation af n brikker er

Hn =
n∑

i=1

1

i
.

Hn betegnes det n-te harmoniske tal og kan tilnærmelsesvis beskrives ved

Hn ≈ lnn + γ +
1

2n
− 1

12
n−2 +

1

120
n−4 − 1

252
n−6 + · · · ,

hvor γ = 0.577215664901 . . . er Euler-Mascheroni konstanten.
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Figur 3: Fordelingen af antallet af cykler i 10.000.000 tilfældige puslespil med 64 brikker. Det
forventede antal cykler er H64 ≈ 4.7439.

Opgaver

1. Vis at hvis alle brikker ikke st̊ar p̊a deres korrekte pladser i starten, s̊a kræves mindst
n/2 ombytninger for at løse puslespillet.

2. Angiv et puslespil med 4 brikker og en optimal følge af ombytninger for det givne
puslespil (en følge af ombytninger der indeholder det mindst mulig antal ombytninger),
men hvor ikke alle ombytninger flytter mindst én brik til den korrekte plads.

3. For et givet n, angiv et puslespil med n brikker og en optimal følge af ombytninger, der
opn̊ar det maksimale antal ombytninger der ikke bringer mindst én brik til den korrekte
plads. Argumenter for at følgen af ombytninger er bedst mulig.
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